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Vorrede. 



Zlweck und Anlage dieses Werkes sind im Eingange des ersten llandes gekenn- 
zeichnet worden. 

Die Synopsis wurde dort mit einer Land- oder Himmelskarte vergliehen, welehe 
einen Ueberbliek über das weite Gebiet gestatten soll. 

Es möge nochmals betont werden, dass Vollständigkeit nur in so weit angestrebt 
wurde, als der Stoff in den massgebenden Lehrbflchem und in den gesammelten Werken 
der grossen Meister sich zusammengestellt findet. 

Der Verfasser erfüllt die angenehme Pflicht, allen denen zu danken, die ihm bei 
der Herstellung dieses Bandes behilflich gewesen sind. Die reiche Sammlung von Zeit- 
schriften im U. S. Naval Observatory stand ihm zur Verfügung, und gewünschte Bücher 
wurden theilweise erhalten vom Harvard- und vom Woodstock-College, aus der Haus- 
bibliothek des Herrn Prof. S. Newcomb, sowie von der Verlagsbuchhandlung selbst. 

Herr P. J. T. Hedrick, ein Mitarbeiter an dieser Sternwarte, hat sich der Mühe 
unterzogen, das Manuscript selbst zu prüfen und die Druckbogen zu lesen. Manche Sätze 
verdanken ihre Genauigkeit seinem Rathschlage. 

Der gütigen Vemiittelimg des Herrn Prof. F. Klein verdankt der Verfasser die Mit- 
wirkung des Herrn Prof. Franz Meyer in Clausthal, die sich als sehr fnichtbar erwies. 
Allerdings war der Druck dieses Bandes damals schon bis zum 40. Bogen fortgeschritten. 

Der Herr Verleger hat den Verfasser zu grossem Danke verjjflichtet durch sein 
bereitwilliges Entgegenkommen und seine Sorgfalt in der Ausstattung des Werkes. 

Georgetown College, 31. Juli 1893. 
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Berichtigungen und Zusätze zum I. Bande. 



Seite 

14 Zeile 2 v. u. nach: unbegränzt, ist hinzuzufügen:, (Emc/w/, Elemente, IX, 20). 

15 Zeile 11 und 16 v. o. lies Encke. 

31 Satz 5« (b) sollte lauten: Eulers Reciprocitiltsgesetz (Opuscula Anal, t I, 1783; abgedruckt 
in seinen Commentationes Arithm. coli., Petropoli 1849, t I, p. 477 ss ; vergleiche 
Kronecker in den Berlin. Monatsber. 1875, S. 267 flf.): etc. Das Citat nach Legendre gehört 
in die Zeile 3 v. u. 

32 Zeile 4 v. o. hinzuzufügen: Neuerdings hat Kronecker zwei Beweise gegeben {CreUes J. 
Bd. 96, S. 848 und Bd. 97, S. 93, 1884), von welchen der letztere der dritte 6raii«*'8che 
in vereinfachter Gestalt ist 

52 Zeile 5 v. u. Wie aus dem Verzeichnisse S. 381 hervorgeht, ist die Darstellungsweise 
DedekindB, im Anhange zur 3. Auftage von DirichlefB Vorlesungen, nicht benutzt 
worden. 

58 3« (a) Zusatz. Die allgemeine Formel siehe in Bd. II, S. 236, Anmerkung. 

78 Zeile 2 v. o. lies: =2Vr etc. 

92 Zeile 3 v. u. statt: je nachdem x^i oder < 1, lies: wenn die Exponenten 'bezüglich 
immer wachsen oder immer abnehmen. 

93 Satz 3., streiche: (a;>l). 

106 Zeile 6 und 2 v. u. statt Krämer lies Kremer (Breusing, Zeitschr. d. Ges. f. Erdkunde IV; 
vergleiche Revue d. Quest. Scient Brux. 1892, p. 509, wo De Cremer vertreten ist). 

113 Letzte Zeile, hinzuzufügen: Euler (Introductio, t. II, art 540), sah noch keinen Grund, 
warum die Quadratur des Kreises unmöglich sein sollte. 

Jjamhert (Berlin. M6m. 1761, p. 815 und 321) war wohl der erste, welcher zu 
beweisen suchte, dass die Zahlen n und e nicht durch algebraische Zahlen aus- 
gedrückt werden können. 

Einen strengeren Beweis für die Zahl n suchte Legendre zu geben (Elements de 
G6om6trie, Note IV). 

Liouville (Compt. Rend. t. 18, 1844, p. 883, 910) beschäftigte sich mit einer sehr 
ausgedehnten Klasse von Grössen, deren Werthe nicht durch algebraische rationale 
oder irrationale Grössen darstellbar sind. 

Für die Zahl c = 2«71... wurde dieses strenge von Hermite bewiesen (Sur la 
fonction expon., Paris, 1874; man vergleiche seine früheren Abhandlungen in den Compt. 
Rend. t. 77, 1873, und in CreUes J. Bd. 76, 1873, S. 803, 342). 

Neuere und einfachere Beweise für den transcendenten Charakter der Zahlen n 
und c, von Hilbert, Hurwitz und Gordan, findet man in den Math. Ann. Bd. 43, 1893. 
Man vergleiche auch das Werk Bachmann &: Ueber die Natur der Irrationalzahlen 
(Leipzig 1892). 

142 Letzte Zeile: Anmerkung. In der Anzeige einer Arbeit HerscheFa verwirft Gauss (Werke, 
Bd. IV, S. 361) die Bezeichnung cos^A für das Quadrat eines Cosinus als „ganz gegen 
alle Analogie, da es dieser zufolge den Cosinus eines Bogens =cosul bedeuten sollte". 
Dieselbe Ansicht vertrat Heiss in seinen Vorlesungen und Schriften. 

154 Zeile 11 v. u. Der geschichtliche Bericht von Merrifield (Brit Ass. Rep. 1880, p. 321—378) 
über den jetzigen Stand der Interpolationstheorie war bei Abfassung des III. Haupt- 
stückes nicht benutzt worden. Die neuere Darstellung von Badau im Bulletin Astrono- 
mique (t. 8, 1891) erschien erst nach Vollendung desselben. 

162 Zeile 19 v. o. vor: u. s. w., schalte ein: in den Tafeln von F. G. Gauss (Halle, T. IX). 

176 Zeile 9 v. o. statt: Funktionen lies Funktion. 

201 Zeile 13 v. o. statt JT lies S±. 

211 Satz 7« am Schluss füge hinzu: Zusatz (3). Ueber die gleichzeitige Umformung zweier 
quadratischen Formen sehe man Gunddfinger's Supplemente zu seiner Ausgabe von 
Hesse a Vorlesungen (1876). Daselbt werden die Weierstrass^ sehen „Elementartheiler" 
der Determinanten besprochen. 

257 Zeile 17 v. u " ' j ^^^^ ^ j.^^ ^ 

258 Zeile 5 v. o. und 3 v. u. \ 

808 Zeile 3 v. u. statt Weierstrass lies Kr&necker. 
375 Zeile 14 v. u. streiche S. J. 



Berichtigungen und Zusätze zum II. Bande. 
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1 1 Zur Vorbemericnng: Die zwei Aufsätze von Lie „Ueber die Grundlagen der Geometrie" 
(Leipzig. Her. Bd. 42, I81^K), S. 284 und 355), sowie der 3. Band seines grossen Werkes, 
worin die Trans formationsgruppen betrachtet w^erden, durch welche die sämmtlichen 
Bewegungen des Raumes bestimmt sind, kamen dem Verfasser erst nach dem Drucke 
dieses I. Ab.schnittes zur Hand. 
Zeile i'i V. o. Auch JMmfrert hat sich in einer Abhandlung .,Zur Theorie der Parallellinien" 
(Leipzig. Mag. f. reine und angewandte Mathematik, Bd. 1, 1786, S 13 ff.) mit den drei 
Raumformen befasst, in welchen die Winkelsumme im Dreieck gleich, grösser oder 
kleiner ist als zwei Rechte. 
Zeile 3 v. o. Die Bedeutung dieser Constante c findet man unten S. 26, 5« in der Definition 
von Entfernung und Winkel. Dieselbe lässt sich auch aus 6« entnehmen, indem c ^ 1 : lg i„ 

21 Zeile 12 v. o. Dieses Problem des Rösselsprunges reicht bis in den Anfang des 16. Jahr- 
hunderts hinauf und hat seit Euler h Lösung eine reiche Literatur erzeugt. Man findet 
die hauptsäch1ich«<ten Schriften zusammengestellt in Haldemans ''Tours of a chess knight" 
(Philadelphia \H(y4, mit 114 Zeichnungen!. 

26 Zeile 8 v. u. Die entwickelten Formeln finden sich unten 8. 215 und S. 331—332. 

36 Zeile 4 v. u. Die (2, 2) Correspondenz wurde von Bohn genauer untersucht (Math. Ann. 
Bd. 28, 1887, S. 285). 

88 Zeile 16 v. u. Das Hesse ache Uebertragungsprincip wurde von F. Meyer auf Räume von 
beliebiger Mannigfaltigkeit erweitert (Apolarität und rationale Curven, 1883). 

93 Letzte Zeile. Unter diesen Systemen sind in neuerer Zeit besonders das fünffach orthogonale 
Kugelsystem und da« dreifach orthogonale Cyclidensystem betrachtet worden. Vergleiche 
unten S. 378 (c), wo die S die pentasphärischen Coordinaten darstellen und wo die 
Gleichung des Cyclidensystems nach Darboux mitgetheilt ist. 

94 Zeile 6 v. o. Der 7. Band von Laurent'% Trait^ d* Analyse (Paris, 1891) war bei der Abfassung 
dieses Abschnittes nicht zur Hand und das Werk von Sturm (Leipzig, 1892) erschien 
erst nach Vollendung dieses Abschnittes. 

168 Zeilen 8 bis 6 v. u. sollen lauten: Im erstcren Falle besteht die Curve aus einem oder 
• mehreren von einander abhängigen Zweigen und heisst dann bezüglich eintheilig 

oder mehrtheilig, im letzteren aus zwei, drei oder mehreren unabhängigen Zweigen 
und heisst zerfallend. 

169 Zeile 8 v. o. Zusatz (2) soll heissen: Die ebenen Curvenzweige werden nach v. Staudt 
(G. d. L. § 12) in solche von paarer und unpaarer Ordnung unterschieden, je nach- 
dem sie von einer beliebigen Geraden paarmal oder unpaarmal geschnitten werden. 
Eine Curve gerader Ordnung hat nur paare Zweige, eine Curve ungerader Ordnung hat 
höchstens einen unpaaren Zweig, u. s. w. (vergleiche unten S. 278, 2. Zusatz (3)). 

169 Zeile 6 und 9 v. o. statt gerader lies paaror. 

169 Nach Zeile 11 schalte ein: Zusatz (3). Nach Harnack (Math. Ann. Bd. 10, 1876, S. 189) 
enthält eine Curve vom Geschlechte j> nie mehr als p -\- i getrennt verlautende Züge 
und für jede Geschlechtszahl p gibt es Curven mit p -|- 1 Zügen. 

206 Zeile 20 v. o. Das doppelte Zeichen in :^ J soll den absoluten Werth von J bedeuten. 
Dem Zeichen nach ist cf= — J. 

208 Zeile 12 v. u. füge hinzu: Vergleiche unten S. 220, 2, 

212 Nach Zeile 12 v. o. schalte ein: Diese zwei imaginären (leraden liegen harmonisch zu 
den rechtwinkligen Axen a; = 0, y=0 |H. 18). Man kann also allgemein zwei Gerade 
senkrecht nennen, wenn ihre unendlich fernen Punkte zu den unendlich fernen 
Kreispunkten harmonisch liegen. Eine Erweiterung dieses Begriffes siehe unten S. 217, 8. 
Zusatz (5). 

224 Zeile 11 v. u. füge hinzu: ebenfalls l'Yedlera Cyclographio (Leipzig 1882). 

377 Zeile 5 v. o. in der Klammer füge hinzu: und Compt. Rend. t. 59, 1864, p. 243. 
878 (c). Nach identischen schalte ein: quadratischen. 

378 (c) Zusatz (2). Man vergleiche auch die beiden Aufsätze von Darboux und Moutard in den 
Comi)t. Rend. t. 59, 1864, p. 241 und 243. 
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Die Grundlagen der Geometrie. 



I. Hauptstück. 

Die Voraussetzungen der Geometrie. 

{Lobcäsclieicshj; Friscliauf; Killing; Klein in den Math. Ann., Bde. 4, 6, 37; Lindefuann.) 

Vorbemerkung. Eine Zusammenstellung der auf die geometrischen Voraussetzungen 
bezüglichen Schriften findet man bei Halsted (American J. of Math., vols 1 und 2), Clehselir Lindemann 
(11, S. 467—468, Anmerkung) und in Lobatschewskys Oeuvres Göometriques (t. II am Schluss). 

1. Die Voraussetzungen der Geometrie bestehen im Wesentlichen in den Definitionen 
(ogoi), Postulaten (ahrniaTa) und Gewöhnlichen Begriffen (xoivul hvoiw), welche den einzelnen 
Büchern von EuUid^^ Elementen vorangesetzt sind. Der Name Axiom für die dritte Art von 
Voraussetzungen kommt erst bei ProUus vor. 

Zusatz (1). Diese Voraussetzungen erschienen in den ersten gedruckten Ausgaben in ver- 
schiedener Anordnung und mehrfach entstellt. 

So namentlich in der ersten gedruckten Ausgabe des Erhard Batddi aus Augsburg, der eine 
lateinische Uebersetzung aus dem Arabischen abdruckte (Venetiis, 1482). Besser war Zamhertis 
Uebersetzung aus dem Griechischen (Venetiis, 1505). 

Einen wichtigen Schritt zum bessern Verständniss der Elemente bezeichnet die Baseler 
Ausgabe des Griechischen Textes (1533), von Simon GrynuenSy auf welche sich die Oxforder Ausgabe 
(1703) mit der lateinischen Uebersetzung von Commandino stützte. 

Bedeutende Verbesserungen finden sich in der Ausgabe Peyrard^s (Paris, 1814—1818) mit 
griechischem, lateinischem und französischem Texte, die sich auf eine neu aufgefundene Handschrift, 
angeblich aus dem neunten Jahrhundert, stützte, und die an kritischem Werthe erst von der neuesten 
Ausgabe Heiberg ^ (Leipzig, 1883—1888), mit griechischem und lateinischem Texte, übertroffen wurde. 

Zusatz (2). Die ersten sechs Bücher der Elemente EuJdid's bildeten bis auf den heutigen 
Tag das Haupt-Lehrbuch in den Schulen Englands, während anderwärts schon seit Jahren neuere 
Schulbücher eingeführt sind, die mehr oder weniger von Euklid abweichen. 

Waren es in England vornehmlich Robert Simsons zahlreiche Ausgaben von Commattdims 
lateinischem Texte (Glasguae, 1756 etc.), die zum Studium der ersten sechs Bücher EukUd's bei- 
trugen, so ist auf dem Continente der Bamberger Mathematiker Christof Clavius S. J., „der Euklid 
seines Jahrhunderts", zu nennen, dessen lateinischer Commentar in Italien und Deutschland wiederholt 
gedruckt (Romae, 1574, 1589 etc., Coloniae, 1591 etc., Francofurti, 1607—1654) und von F. Ricci S. J. 
in's Chinesische übersetzt wurde. 

Clavius beklagte sich (in der Vorrede), dass in seinem Jahrhunderte sich kaum Jemand 

finde, der Euklid^s Elemente ernstlich studire. 

1 



2 I. Abschnitt. Die Grundlagen der Geometrie. 

Ijagrange pflegte zu sagen, wer ohne EiiJcUd Geometrie studire, mache es wie Einer, der 
Latein und Griechisch aus neuern Werken lernen wolle, die in diesen Sprachen geschrieben seien 
(Vorrede zu Pcyrar^s Ausgabe, t. I, 1814). 

Die Encyclopedia Britannica (9th. Edition, Artikel y^Eudid^ und „Geometry") hebt die 
Mängel in EuJclid's Elementen hei-vor, namentlich die lose Anordnung der Sätze und die Weit- 
läufigkeit des Ausdrucks, bemerkt aber zugleich, ein Lehrbuch, welches einerseits die Mängel des 
EuJdid verbessere und andererseits Fehler von noch schlimmerer Art vermeide, sei ein noch 
unerfüllter Wunsch. 

2. Die Voraussetzungen iJMÄ;Z2'a's sind aus der elementaren Geometrie bekannt. Dieselben 
verdienen aber hier in so fern Erwähnung, als sich unter denselben eine findet, welche schon seine 
ersten Ausleger entbehren zu können glaubten, und aus den übrigen Voraussetzungen, wie einen 
Lehrsatz, beweisen wollten. Sie lautet: 

„Wenn zwei Geraden von einer dritten so geschnitten werden, dass die innern 
auf derselben Seite liegenden Winkel kleiner als zwei Rechte sind, so treffen sich die 
beiden ins Unendliche verlängerten Geraden nach der Seite hin, wo diese beiden 
Winkel liegen.'**) 

Zusatz (1). Dieser Satz ist unter dem Namen „Parallel -Axiom" bekannt, oder auch 
einfach als „^wJW/d'sches Axiom" oder „Postulat". 

Er wird in verschiedenen Schriften über EuJdid's Elemente als das elfte, zwölfte oder 
di-eizehnte Axiom des ei^sten Buches angeführt. 

In der ersten lateinischen Ausgabe (1482), in der Ausgabe \ on Peyrard (1814—1818) und in 
der neuesten von Heiherg (1883—88) steht er am richtigen Platze, nämlich als fünftes Postulat 
des ersten Buches. 

Zusatz (2). Man findet dieses Axiom auch in verschiedenen Passungen, die theils mit ihm 
gleichbedeutend sind, theils unmittelbar aus ihm folgen: 

Durch einen ausserhalb einer Geraden gelegenen Punkt lässt sich zu dieser Geraden eine 
und nur eine Parallele ziehen; oder: 

Die Summe der Innenwinkel zweier Parallelen mit einer schneidenden Geraden ist gleich 
zwei Rechten; oder endlich: 

In jedem Dreiecke ist die Winkel-Summe gleich zwei Rechten. 

Zusatz (3). Der älteste bekannte Versuch, das Parallel-Axiom zu beweisen, findet sich 
in des ProMus' (412—485 n. Chr.) Commentar zum ersten Buch der Elemente, und zwar bei der 
28. Proposition. 

Von da an hielten die meisten Commentare den Beweis für nothwendig. Clavius gibt den 
Beweis des ProJdus, den er aber für unvollständig und ungeometrisch hält, und begleitet ihn mit 
einem neuen, ebenfalls bei der 28. Proposition. Dass er die Schwierigkeit des Beweises fühlte, 
kann man aus seinen vierzehn Seiten Kleindruck schliessen (Romae, 1589). 

Als einer der sinnreichsten Versuche wird derjenige von Bertrand (D^veloppement nouveau etc. 
Geneve, 1778) und Schuh (Entdeckte Theorie der Parallelen, 1784 und 1786) genannt (s. Heis" und 
Eschweilers Planimetrie, Köln, 1854, I, 2., 20. Satz und Anhang I). 

Carnot (G6om. de Pos., 1803, art. 435, Note) schlägt vor, das Prinzip der Aehnlichkeit als 
evident vorauszusetzen und daraus die Parallelen-Theorie abzuleiten. 

Legendre sagt in der Vorrede zur (9. und) 10. Auflage seiner Elements de Göomötrie (Paris, 
1813), dass er auf den Rath mehrerer Lehrer die Parallelen - Theorie wieder nahezu auf EuJdid's 
Grundlage zurückführe. Er gibt das Parallel-Axiom als 20. Proposition seines ersten Buches und 
begiündet es im Wesentlichen auf dieselbe Weise wie Clavius, verweist aber für einen strengeren 



Tag dvo 



*) „K(u iay tJg dvo ti^S^iiac fvS^Hcc Ifininrovca Tag lytog xai fnl tu avra /nfQtj yioylag Jvo OQxhoy ikdaoovag no^fj^ 
jo tvihtiag in (tnnQoy av/niinTHyj /y- a ^fQtj tiaty (tl Tuiy dvo oQ^htSy iXdüüoytg,** (Nach Heiberys Ausgabe.) 
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Beweis auf seine Note 11, wo er zu zeigen versucht, dass in jedem Dreiecke die Winkel-Summe 
gleich zwei Rechten sei. 

In seinen „R^flexions" (Paris. M6m. t. 12. 1833, p. 367) beweist er allerdings (unter Voraus- 
setzung eines unendlichen Raumes), dass diese Winkel-Summe nicht grösser als zw^ei Rechte sein 
kann, gesteht aber, dass er auf elementarepi Wege nicht beweisen könne, dass sie nicht kleiner 
als zwei Rechte sei. Er gibt dann eine Uebersicht über die verschiedenen analytischen Beweise, 
die er zu verschiedenen Zeiten gegeben hatte, zugleich mit einigen neuen, die nach ihm stich- 
haltig sind. 

Gauss bespricht mehrere solche Versuche in den Göttiiig. Anzeigen (1816 und 1822; Werke, 
Bd. IV, S. 364 und 368) und sagt: „Selten vergeht ein Jahr, wo nicht irgend ein neuer Versuch 
zum Vorschein käme, diese Lücke (im Anfang der Geometrie) auszufüllen." 

In Sohnckes Bibliotheca Mathematica (Leipzig, 1854, S. 151, 152, 336) findet man seit 1833 
nicht weniger als 11 neue „Beweise" in verschiedenen Sprachen. 

Diese wiederholten Versuche sind aber gerade der beste Beleg dafür, dass man mit den 
bisherigen Beweisen nicht zufrieden war. Gauss (a. a. 0.) sagt ausdrücklich, „dass alle bisherigen 
Versuche, die Theorie der Parallel-Linien streng zu beweisen, oder die Lücke in der Euklidischen 
Geometrie auszufüllen, uns diesem Ziele nicht näher gebracht haben". Er selbst deckt die Trug- 
schlüsse zw^eier Beweise auf, die ihm Schumacher vorgelegt hatte (Briefwechsel, Bd. 11, S. 255-271, 
1831, 3. und 25. Mai). 

3. Das Misslingen aller direkten Versuche, einen Beweis für Euklid^ s Parallel -Axiom bei- 
zubringen, drängte unwillkürlich auf den indirekten Versuch: zu sehen, was aus der Geometrie 
würde, wenn man das Axiom ganz fallen Hesse. Stiess man dabei auf Widersprüche mit 
den übrigen Voraussetzungen EuJdid's, so war das Axiom eine Folge derselben und musste sich 
beweisen lassen. Stiess man auf keine Widersprüche mit denselben, so war es unabhängig von 
ihnen, also eine wirkliche Voraussetzung und kein Lehrsatz. Im letzteren Falle war des ProUus 
Fehler erkannt und EuJdid's Methode gerechtfertigt (vergl. MansioUf Annales de la Soc. Scient. de 
Bruxelles, 1892>-93, t. 17, pp. 12—16). 

(a) Dieser indirekte Weg w^urde fast gleichzeitig betreten von Lobatschewsky und Bolyai. 

Des erstem Untersuchungen wurden zuerst im Kasan'schen Boten 1829 veröffentlicht, dann 
in Grelles J. (Bd. 17, 1837, S. 295; Oeuvres t. II, p. 79), später in seinen „Untersuchungen zur 
Theorie der Parallel-Linien" (Berlin, 1840, Oeuvres t. 11, p. 9) und zuletzt in seiner Pangeometrie, 
die er, erblindet, seinen Schülern diktirte (Kasan, 1856, Oeuvres t. I, p. 487 und t. 11, p. 615). 

Joh. Bolyai (aus Siebenbürgen) veröffentlichte seine Arbeiten als Anhang zu seines Vaters 
Wdfgang mathematischem Werke: Tentamen etc. (I. Bd., 1832). Der Anhang wurde von Schmidt 
ins Französische übersetzt (Paris, 1868). Einen Abriss dieser Schrift findet man in Frischauf s 
„Absolute Geometrie" (Leipzig, 1872). 

Beide Forscher kommen darin überein, dass sie von der Annahme ausgehen, man könne 
durch einen Punkt ausserhalb einer Geraden mehr als eine Parallele ziehen. 

Zusatz (1). Die aus einer solchen Annahme gezogenen Schlussfolgerungen wurden nun 
als geometrisches System betrachtet, und von Lobatschewsky Imaginäre Geometrie, auch Pan- 
geometrie, von Bolyai Absolute Geometrie genannt. Von Gauss stammt der Ausdruck Nicht- 
Euklid'sche Geometrie. Der letztere passt indessen allgemein auf alle Systeme, die man, von 
irgend einer von Euklid abweichenden Annahme ausgehend, noch erdenken könnte. 

Zusatz (2). Die genannten Schriften zogen die Aufmerksamkeit erst später auf sich, als 
der Briefwechsel zwischen Gauss und Schumaclwr (Altena, 1860—65) erschien, und man erkannte, 
dass Gauss sich mit denselben Gedanken schon seit 1792 beschäftigt hatte (an SchumacJier, 12. Juli, 
1831; 28. Novemb., 1846, Bd. 11), ohne jedoch jemals Etwas darüber zu veröffentlichen. 

Vielleicht hängen die Arbeiten J. Bdyai's damit zusammen, dass sein Vater Wolfyang mit 

Gauss lebenslänglich befreundet war; und gleicherweise die Untersuchungen LobatscJiewsky s damit, 

dass sein Lehrer Bartels ein Freund von Gauss war (vergl. Vorrede zu Lobatschewsky s Oeuvres Göom.). 

1* 
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In den beiden angeführten Briefen behauptet nun Gauss, dass das oben genannte System 
an sich betrachtet „durchaus nichts Widersprechendes enthalte". 

(b) Denselben indirekten Weg befolgte auch Eieniann in seiner Probevorlesung im „CoUo- 
quium" zu Göttingen, im Jahre 1854. Gauss selbst wählte dabei aus drei vorgeschlagenen Gegen- 
ständen den dritten: „Ueber die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde liegen." Der 
Vortrag beschränkte sich aber auf allgemeine Gesichtspunkte, ohne eingehende mathematische 
Behandlung. 

Der Gedanke Ricmanns besteht darin, dass man sich einen Raum denken könne, der nicht 
nothwendig unendlich sei, sondern in sich zurückkehre. In einem solchen Raum würde es im 
Sinne woxv.Desarg^ues und v. Staudt (s. unten 11, 2.) zu einer Geraden durch einen Punkt ausser- 
halb derselben keine reelle Parallele geben. 

Zusatz (1). Auch diese, von Euklid abweichende Annahme führt auf eine Reihe von 
Schlussfolgerungen, die man als ein System von Nicht-JS'wÄ/id'scher Geometrie betrachten kann. 

Diese beiden Systeme sind die einzigen, die man, abweichend von EuMid^s Parallel- Axiom, 
aufstellen kann. 

Klein bemerkt aber zu wiederholten Malen, dass man auch andere Voraussetzungen EuMid^s 
auf ähnliche Weise umkehren könnte, um weitere geometrische Systeme zu erdenken. 

Zusatz (2). Der Vortrag Riemanns wurde in den Götting. Abhandlungen (Bd. 13) ver- 
öffentlicht, blieb aber ebenfalls unbeachtet, bis er in den „Gesammelten Mathematischen Werken" 
(Leipzig, 1876) erschien. 

Zusatz (3). Wenn man auch in diesem Räume von „Parallelen" spricht, so haben dieselben 
einen andern Sinn als im EuJdid' sehen Räume. Clifford (Papers, S. 193) definirt dieselben als 
Gerade, welche ein und dasselbe Paar geradliniger Erzeugenden derselben Art auf der Fundamental- 
Flache zweiten Grades schneiden. Es sind demnach windschiefe Gerade. 

4. Eine Vergleichung der genannten Systeme mit der JS'wÄKd'schen Geometrie wurde 
von Klein angestellt. Nach ihm lassen sich das Parallel -Axiom EuJclids und seine beiden Um- 
kehrungen von dem Gesichtspunkte aus betrachten, dass man einer unbegrenzten Geraden entweder 
zwei reelle getrennte, oder zwei reelle zusammenfallende oder endlich zwei conjugirt 
complexe unendlich ferne Punkte zuschreibt. 

Die aus solchen Voraussetzungen entspringenden geometrischen Systeme bezeichnet er 
bezüglich als hyperbolisch, parabolisch oder elliptisch, entsprechend dem allgemeinen 
Sprachgebrauche in Bezug auf die Haupttangenten eines Flächenpunktes oder die Doppelelemente 
einer Involution (Math. Ann. Bd. 4, S. 575 und 577). 

Die hyperbolische Geometrie entspricht der Voraussetzung Löbatschcwshys, die parabolische 
derjenigen EuJdid's und die elliptische derjenigen Eiananns. 

Zusatz (1). Als unmittelbare Folge dieser Voraussetzungen wäre dann die Winkelsumme 
in jedem Dreiecke bezüglich kleiner als zwei Rechte, gleich zwei Rechten oder grösser als 
zwei Rechte. 

Zusatz (2). Mehrere Eigenschaften dieser drei Raumformen findet man schon bei Sacclien S. J. 
im ersten Buche seines Werkes: Euclides ab omni naevo vindicatus . . . Mediolani, 1733 (vergl. 
BeUrami, Rendiconti R. Acad. dei Lincei, 1889 I, p. 441 ss.). Er bezeichnet die drei Raumforraen 
bezüglich als die Hypothesen des spitzen, rechten und stumpfen Winkels, glaubt jedoch 
in der ersten und letzten Widersprüche zu finden. 

6, Setzt man den Raum derart beschaffen voraus, dass starre Körper unabhängig von 
der Lage sind, also sich frei bewegen können, so ist nach Riemann (im genannten Vortrage, 
Werke, S. 254 und 265) sein Krümmungsmass constant. 

Die „Krümmung der allgemeinen Massbestimmung" läfst sich nach Klein (Math. Ann. Bd. 4, 

S. 595) ausdi-ücken durch — — ^, worin c (nach Gauss h) die „charakteristische Constante" des 

4c- 
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Raumes genannt wird. Alle Formeln der Massbestimmung werden mit dieser Constanten behaftet 
sein. Je nachdem man dieselbe reell, rein imaginär oder unendlich voraussetzt, gehören die 
Formeln dem hyperbolischen, elliptischen oder parabolischen Räume an. 

Zusatz (1). Eine Ebene im hyperbolischen Räume würde sich also mit einer EuJcli(r sehen 
Fläche von negativem Krümmungsmass vergleichen lassen, eine Ebene im elliptischen Räume 
hingegen mit einer solchen von positivem Krümmungsmass, während die EukUcCsehe Ebene das 
Krümmungsmass Null hat. Auf den ersten dieser drei Fälle hat BeUrami (Giornale di Mat. vol. 6, 
1868) aufmerksam gemacht. 

Zusatz (2). Der verschiedenen Wahl der charakteristischen Constante c ents^prechen un- 
endlich viele hyperbolische und elliptische Raumformen, zwischen denen die parabolische den 
einzigen Grenz fall oder Uebergang bildet.*) 

Eine sehr anschauliche Darstellung dieser drei Raumformen gibt Garhonnellc S. J. in der 
Brüssel. Revue des Questions Scient. (1883, p. 349—384.) 

Zusatz (3). Die Annahme, dass das Krümmungsmass nicht constant ist, wurde von 
Clifford (1870, Papers, p. 21—22) für die unendlich kleinen Räume ausgesprochen, mit Bezugnahme 
auf Andeutungen Riemanns, 

6. Die Entwicklung von Formeln für diese Raumformen findet man in den genannten 
Abhandlungen Lobatschewskys, dann in einer Abhandlung BeUranns {Tortolims Ann. t. 2, 1868—69, 
p. 232), ferner in Flye S^ Maries „Theorie des Paralleles" (Paris, 1871), in Frischaufs Absolute 
Geometrie (Leipzig, 1872), in einer Abhandlung NewcomVs (Grelles J. Bd. 83, 1877, S. 293), in Killing's 
„Nicht-euclidische Geometrie" (Leipzig, 1885), in ClebscJi^Lindemann s Vorlesungen (11, 3. Abtheil.), in 
einer Abhandlung von Schwarz (Wiener Sitzungsber., 1890, S. 153) u. s. w. 

Der Stoff ist indessen noch nicht derart verarbeitet, dass er sich synoptisch anordnen liesse. 
Es finden sich noch Unklarheiten und sogar Irrthümer, auf welche Cayley (Phil. Mag. t. 29, 1865; 
Papers vol. V, p. 471) und Klein (Math. Ann. Bd. 37, 1890, S. 554 ff.) hingewiesen haben. 

Zusatz. Klein hebt berichtigend her\'or, dass die sphärische Raumform mit der 
elliptischen nicht identisch sei, indem erstere aus der letztern erst durch Projektion entstehe 
(vergl. seine Anmerkung, S. 558). 

7. Die Frage nach dem wirklichen Räume, in dem wir leben, insbesondere die Frage, 
wie sich unsere Raumanschauungen in einem Nicht-^wÄZ/d' sehen Räume gestalten würden, und die 
weitere Frage, wie sich unsere Erfahrung zu solchen Anschauungen verhalte, liegen nach Kleiti 
(Math. Ann., Bd. 6, S. 112—114, und Programm 1872, S. 43—45) ausserhalb der mathematischen 
Forschung. 

Die erstere dieser beiden Fragen hat man deshalb mit Recht als metamathematisch 
bezeichnet. Man findet Einiges daiüber in der Encyclopaedia Britannica (9. Edition, art. „Measure- 
ment" von R S. Bali), 

Ueber die letztere Frage sei geschichtlich erwähnt, dass alle. oben genannten Schriften 
darin übereinkommen, die charakteristische Constante c müsse nach unserer Erfahrung „gegen alles 
durch uns Messbare ungeheuer gross sein". So schrieb Gauss an Schumacher (12. Juli, 1831). In 
demselben Sinne drücken sich Lobatschewsky und Bdyai aus {Friscliauf, S. 56). Dasselbe sagen 
Ricmann (in der erwähnten Vorlesung, Werke, S. 267) und Newcomb (Grelle" s J. Bd. 83, S. 293). 

In der That decken sich die hyperbolische, elliptische und parabolische Geometrie in un- 
mittelbarer Nähe irgend eines Punktes, um so mehr, je grösser die charakteristische Constante ist. 



^) Das schliesst jedoch nicht aus, dass auch die parabolische Raumform in verschiedene Gattungen zerfallen kann. 
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IT. Haiiptsttlck. 

Die Elemente und Qrundgebilde. 

{v. StaucU; Beye; Hesse s Vier Vorles.; Steiner.) 

A. Die reellen Elemente. 

Vorbemerkung. Den „eigentlichen" Elementen der parabolischen Geometrie hat man, 
namentlich bei Begründung der projektivischen Verwandtschaften, „uneigentliche" Elemente zu 
adjungiren, nämlich die unendlich fernen. In der elliptischen Geometrie hingegen hat man 
keine uneigentlichen Elemente von nöthen. In der hyperbolischen sind nach Klein (Math. Ann. 
Bd. 6, S. 130 und 133) den eigentlichen ebenfalls uneigentliche Elemente zu adjungiren, die er als 
ideale Elemente bezeichnet. Dieselben liegen ausserhalb des Gebildes zweiten Grades, welches 
der projektivischen Massbestimmung zu Grunde liegt (s. Projectiv. Geometrie 11, 6). 

Die folgenden Definitionen sind aber auf die parabolische Geometrie beschränkt, wenn 
nicht andere Systeme ausdrücklich erwähnt werden. 

1. Die Elemente geometrischer Gebilde werden in Ordnungen oder Klassen eingetheilt 
je nach dem Grade der Gleichungen, in welchen sie sich analytisch darstellen lassen. 

Ist die Gleichung vom ersten Grade in Punkt- oder Plan- (Linien-) Coordinatön, so heisst 
das Element bezüglich von der ersten Ordnung oder ersten Klasse, oder einfachhin Element. 
Es sind dies die einfachsten Elemente: der Punkt, die Ebene und die Gerade. 

Ein Element hingegen, welches sich in Punkt-Coordinaten durch eine Gleichung nten Grades 
darstellen lässt, heisst Element nt^r Ordnung, und ein solches, welches durch eine Gleichung wten 
Grades in Plan- oder Linien-Coordinaten darstellbar ist, Element wter Klasse. 

Zusatz (1). Solche Elemente höherer Ordnung oder Klasse sind krummlinige Punktreihen, 
Strahlen- und Ebenen-Büschel höherer Ordnung u. s. w. Man findet dieselben besprochen in den 
Abschnitten über Curven und Flächen. 

Zusatz (2). Höhere Elemente können in besonderen Fällen wieder in niedrigere Elemente 
zerfallen. So stellt eine Gleichung zweiten Grades ein Ebenen-, Linien- oder Punkte-Paar dar, 
wenn die Determinante der Coefficienten verschwindet. 

Zusatz (3). Wie man nach v. StaucU (G. d. L. § 2) eine Ebene durch drei Punkte 
bestimmen kann und eine Gerade als Durchschnitt zweier Ebenen, der durch zwei seiner Punkte 
bestimmt ist, so kann man auch in einem Nicht- jEwi^/d' sehen Räume eine unendliche Anzahl stetig 
gekrümmter Flächen voraussetzen von der Eigenschaft, dass jede derselben durch drei beliebige 
Punkte des Raumes bestimmt ist, und dass je zwei derselben eine Durchschnittscurve haben, die 
durch zwei beliebige ihrer Punkte bestimmt ist, so dass alle Flächen, welche zwei Punkte dieser 
Curve gemein haben, dieselbe zur gemeinschaftlichen Schnittcurve haben. Diese Flächen und 
Cur\'en kann man bezüglich als Ebenen und Geraden dieses Raumes betrachten {Klein, Math. Ann. 
Bd. 6, S. 135). lieber verschiedene mangelhafte Definitionen der Ebene vergleiche man Baltzers 
Elemente (1878, Bd. H, S. 5). 

Zusatz (4). Bei Hamilton, Möhius und Grassmann bildet die Gerade das Grundelement. 
Sie haben aber aus demselben ein neues Element geschaffen, welches Länge und Richtung zugleich 
in sich schliesst: die Strecke oder den Vector. CUfford (Papers, p. 183) stellt diesem Elemente 
zwei weitere an die Seite, die er als „Rotor" (statt Rotator) und „Motor" bezeichnet. Das erstere 
verbindet den Begriff der Länge mit dem einer Drehungsaxe, das letztere den Begriff der Länge 
mit dem einer Schraube (vergl. den Abschnitt: Ausdehnungslehre). 
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Diese drei Elemente sollen die Abkürzung der analytischen Ausdrucksweise bezwecken, 
und können beispielsweise eine Translation, eine Rotation und eine Schraubenbewegung unmittelbar 
darstellen, und kommen somit der von Leihiiz vorgeschlagenen „Analyse" ziemlich nahe (s. Pro- 
jectivische Geom. I, 2,). 

Zusatz (5). LobatscJiewsJcy findet die bisherigen Definitionen der Gerade und der Ebene 
mangelhaft, und wählt deshalb zu Grundelementen den Kreis und die Kugel, weil dieselben sich, 
wie er sagt, aus der Entstehung definiren lassen. Die Ebene ist ihm dann der Ort des Durch- 
schnitts von Kugeln, und die Gerade derjenige von Kreisen (Pangeomötrie, Oeuvres t. n, p. 618). 

2, Unendlich ferne Elemente wurden schon von Kepler (Ad ViteUionem, 1604; Opera 
Omnia, vol. n, p. 185—188) betrachtet, wo er der Parabel einen unendlich fernen oder „blinden 
Brennpunkt" zuschreibt. 

Durch die Einführung unendlicher ferner Elemente werden nach v. Staudt (G. d. L. No. 58) 
„oft anscheinend ganz verschiedene Sätze in eine Aussage zusammengefasst und die Ausnahmen 
beseitigt, welche der Aufstellung allgemeiner Sätze häufig im Wege stehen würden". 

Die folgenden Sätze finden sich zerstreut in verschiedenen Büchern, beispielsweise in 
Poneelefs Propr. proj. (art. 96—107 -etc.). aber übersichtlich zusammengestellt in v. Staudfs Geometrie 
der Lage (1847, § 5, No. 55—57). Sie gelten nach der Vorbemerkung nur für die parabolische 
Geometrie. 

(a) „Von parallelen Geraden sagt man, dass sie in einem unendlich fernen (uneigentlichen) 
Punkte sich schneiden." 

Zusatz (1). Diese Anschauung bildete sich Kepler (a. a. 0.) aus der Betrachtung des 
unendlich fernen Brennpunktes der Parabel, und ebenso Dcsargues (Poudras Ausgabe, p. 205) aus 
seinen Studien über Perspektive. 

Zusatz (2). Dreht man also eine Gerade in einer Ebene, so geht ihr Schnittpunkt mit 
einer zweiten Geraden durch das Unendliche, wird aber dabei immer als ein und derselbe 
Schnittpunkt betrachtet. Eine Gerade hat also nur einen unendlich fernen reellen Punkt. Nach I, 2. 
ist diese Definition gleichbedeutend mit EuMid's Parallel-Axiom. 

(b) „Von den unendlich fernen Punkten einer Ebene wird gesagt, dass sie in einer 
unendlich fernen (uneigentlichen) Linie liegen, welche, weil sie von einer jeden mit ihr in einerlei 
Ebene liegenden Geraden in einem Punkte geschnitten wird, selbst eine Gerade heisst." 

Zusatz (1). Dreht man also eine Ebene um eine ihrer Geraden, so geht ihre Schnittlinie 
mit einer zweiten Ebene, welche parallel jener Drehungsaxe ist, durch das Unendliche, wird aber 
dabei immer als ein und dieselbe Schnittlinie betrachtet. Eine Ebene hat also nur eine 
unendlich ferne Gerade. Diese unendlich ferne Gerade geht durch die beiden „imaginären Kreis- 
punkte". Auch diese Definition gilt nur für die parabolische Geometrie (vergl. unten Projectivische 
Geometrie, 11, 6.— ?•). 

Zusatz (2). Nach Eiemann (vergl. Synopsis Bd. I, S. 182) ist eine Ebene einfach zu- 
sammenhängend. Um diese Bestimmung auch für die projektivische Geometrie aufrecht erhalten 
zu können, schlägt Klein (Math. Ann. Bd. 7, S. 549 flf.) vor, die unbegrenzte Ebene als Doppel- 
Ebene aufzufassen, und folglich auch jede gerade Linie als Doppellinie. Durch eine solche 
Doppellinie zerfällt die unbegrenzte Ebene in zwei getrennte Stücke (vergl. Project. Geometiie, 
n, 7, Zusatz (2)). 

(c) „Von allen unendlich fernen Punkten und Linien wird gesagt, dass sie in einer unendlich 
fernen (uneigentlichen) Fläche liegen, welche, weil sie von einer jeden nicht in ihr liegenden 
Geraden in einem Punkte, und von jeder Ebene in einer Geraden geschnitten wird, selbst eine 
Ebene heisst." 

Zusatz (1). Ein geometrisches Gebilde kann also nur eine unendlich ferne Ebene haben. 
Diese Ebene geht durch den „imaginären Kugelkreis". Auch diese Definition gilt wieder nur für 
die parabolische Geometrie. 
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Zusatz (2). In der gleichartigen Projektiv! tat, wo Punkte, Gerade und Ebenen in dem 
einen Gebilde wieder Punkten, Geraden und Ebenen im andern entsprechen, sagt man daher, dem 
unendlich Fernen entspreche bei geraden Gebilden ein Punkt, bei ebenen Gebilden eine Gerade 
und bei rUumliclien Gebilden eine Ebene. Man vergleiche Gliasles G6om. sup. (no. 502—503) und 
den nUchsten Abschnitt (IV, 3. ((?)), wo gezeigt wird, dass sich die unendlich fernen Punkte ver- 
halten wie eine Ebene, die im Endlichen einen Pol hat. 

Zusatz (3). Die Abbildung der unendlich fernen Elemente im Endlichen wird als Plucht- 
l>unkt, Fluchtlinie und Pluchtebene bezeichnet, 

B. Die imasrinftren Elemente. 

Vorbemerkung (1). Die geometrische Deutung der imaginären Elemente in der pro- 
jektiviscJien Geometrie wurde von e;. Siaudi in seinen Beiträgen begründet. Das Verständniss der 
r, >Sf(jii(i/*sclien Tlieorie wiixl wesentlich erleichtert durch die analytische Behandlung desselben 
Gegenstandes von Stai^ (Math. Ann. Bd. 4, 1871. S. 416) und durch die geometrische Darstellung 
und Erweiterung von Umith (Math. Ann. Bd. 8, 1875. S. 145) und KötUr (Berlin. Abhandl.. 1877, 
S, 200-291). 

Vorbemerkung (2). Der Satz, dass der Punkt (oder Strahl) Xr + i-yr auf der Verbindungs- 
linie der Punkte (oder auf dem Schnittpunkte der Sti'ahlen) Xr und y^ liegt, bleibt auch bestehen, 

wenn i — i V — 1 ist so dass je zwei conjugirt complexe Punkte (oder Strahlen) eine reelle 
Gerade (einen reellen Punkt) bestimmen. Dasselbe gilt auch von Ebenen im Räume. Für 
Gerade im Kaum e ist es aber im Allgemeinen nicht wahr, dass sie einen reellen Punkt bestimmen. 

ä« Zwei conjugirt complexe Punkte oder Strahlen oder Ebenen lassen sich reell 
deuten durch diejenige Involution, deren Doppelelemente sie sind (vergl. den folgenden 
Abschnitt, IX, U, 12) und 14>). 

Zusati (1). Nach dieser Auffassung lässt sich beispielsweise ein imaginärer Kegelschnitt 
definiren durch die Gesammtheit seiner Punkt -Involutionen auf den zweifach unendlieh vielen 
Gemden der Ebene, oder durch die Gesammtheit seiner Strahlen -Involutionen auf den zweifach 
unendlich vielen Strahlenbüscheln derselben Ebene. 

Zusatz (2). Die e\ iSfai«<ft'sche Deutung im^iginärer EUemente wurde von Kteiu und Sturm 
(Götting. Nachr., 1872, S, 373 ff. und Math. Ann. Bd. 9, S. 479 und S. 341 ff.) erweitert durch die 
Gruttilgebilde der projekti vischen Mas^bestimmung und mit Hilfe einer Art von JBimawii'schen Flache. 

4% Vm die beiden coiyugirten Elemente von einander zu unterscheiden, ordnet i\ Siamti 
jeilem derselben einen bestimmten Sinn bei, so dass jedes imaginäre Element durch eine »ellip- 
tische) Involution, verbunden mit einem gewissen Sinn, bestimmt ist (Beiträge §§ 12 und 28k 

Zusatz (1). Sind irgend drei EUemente dargestellt durch die drei Parameter i^^. L. i^, so 
bleibt ihr „Sinn" bei cyclischer Vertauschung. und nur bei dieser, ungeändert. Der ..Sinn* hängt 
also ab vom Vorzeichen des Pnxluktes 

t^ — f5^ <^ - ^i> ^^i - ^>- 

Dieses Produkt behält aber, wie t\ SiatuÜ zeigt, für alle projektivischen Umformuagen 
eiuer elliptischen Involution dasselbe Vorzeichen. 

Zusatz {2). Beispielsweise kann man nach Siol^ den eomplexen Punkt x = a — bi durch 

die Involution darstellen: 

u — a) u' — a) — 6- = 0. 

welche den Punkt x — a zum Mittelpunkte und die beiden Punkte x = a — b zu einem aus^- 
zeichneten Paare hat. welches zum OentnüpiUire harmonisch liegt und den kleinsten AbsUiad be- 
sitzt, wenn man zugleich mit der Involution den Sinn verbindet: — Ä^ 0. — &. 
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Für den conjugirt complexen Punkt x — a--bi hat man dieselbe Involution, verbunden 
mit dem entgegengesetzten Sinne : + 6, 0, — 6. 

Ebenso kann man die complexe Gerade: p + qi = durch den involutorischen Strahlen- 
btischel darstellen: 

xj; - Ag = ü, Xj) -{- xq^=Of 
verbunden mit dem Sinne: 

pz=zO, p + q^q=^0, q = 0. 

Zusatz 3. Die geometrische Deutung des Doppelverhältnisses von vier Elementen, die 
nicht sämmtlich reell sind, ist nicht so einfach, wie diejenige einzelner Elemente, wurde aber 
ebenfalls von v. StaucU gegeben. Vergleiche LürM (a. a. 0.). 

5. Die imaginären Geraden im Räume werden von v. StaucU (Beiträge no. 116—117) in 
zwei Arten eingetheilt, je nachdem sie sich schneiden oder nicht. Diejenigen erster Art haben 
einen reellen Punkt und eine reelle Ebene gemeinschaftlich, diejenigen zweiter Art hingegen kein 
reelles Element. 

Zusatz. Aehnlich wie man conjugirt complexe Elemente in der Ebene durch eine reelle 
Involution ersetzen kann, so lassen sic]i auch conjugirt complexe Gerade im Räume durch eine 
reelle Linien-Congruenz darstellen, deren Directricen sie sind. Man kann auch hier die beiden 
Geraden von einander unterscheiden, indem man der Congruenz jedesmal einen bestimmten „Sinn" 
beilegt (vergl. Stolz a. a. 0. S. 432—441). 

C. Die Gruudgebilde erster Ordnung. 

Vorbemerkung (1). Die aus den Elementen zusammengesetzten Gebilde oder Systeme 
werden eingetheilt in Ordnungen je nach der Ordnung ihrer Entstehung, und in Stufen oder 
Mannigfaltigkeiten je nach der Anzahl der Parameter, endlich in Grade je nach dem Grade der 
Parameter. 

Vorbemerkung (2). Die im Folgenden angewandte abgekürzte Bezeichnung stammt nach 
Clehsch fast gleichzeitig von PUickcr (Entwickl. 1828) und Bdbillier (Gcrgonnes Ann., t. 18, 1827 bis 
1828, p. 320). 

6. Die einfachsten geometilschen Gebilde sind diejenigen vom ersten Grade, welche sich 
also durch lineare Funktionen der Parameter darstellen lassen. 

Je nachdem ein, zwei oder mehrere Parameter vorhanden sind, ist auch die unendliche 
Mannigfaltigkeit der Gebilde einfach, zweifach oder mehrfach, und die Gebilde heissen dem- 
entsprechend von der ersten, zweiten u. s. w. Stufe. 

Unter diesen linearen Gebilden gibt es gewisse einfache Gebilde, welche unmittelbar aus 
den Elementen oder aus Gebilden niedrigerer Ordnung entstehen und deshalb Grundgebilde ge- 
nannt werden. 

Zusatz (1). Die verschiedenen Mannigfaltigkeiten werden vielfach durch die Symbole 
<x,^ '>.^ . . . cjc*» bezeichnet. 

Zusatz (2). Ueber nicht-lineare Gebilde erster Ordnung und ei-ster Stufe, deren Parameter 
also in zweiten und höheren Potenzen vorkomme:), findet man Andeutungen bei Ikssc (Vier Vorles., 
S. 17 und 30) und Clebsch-Luidemann (I, S. 54—55). 

Zusatz (3). Die Bezeichnung „Stufe** kommt b3i Grassinann (1844) vor, jedoch in einem 
etwas verschiedenen Sinne (vergl. Abschnitt V). 

7. Die Grundgebilde erster Ordnung und erster Stufe sind die einfachste Erzeugung 
durch die Elemente. Bewegt sich nämlich ein Punkt auf einer Geraden, so besebreibt er eine 
Punktreihe, dreht sich eine Gerade in einer Ebene um einen festen Pol, so beschreibt sie einen 
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Strahlenbüschel, dreht sich eine Ebene im Räume um eine feste Axe, so beschreibt sie einen 
Ebenenbüschel*) 

Jene Gerade, jener Pol und jene Axe heissen Träger des Gebildes. 

Jedes der drei Grundgebilde kann durch eine lineare Gleichung mit einem ver- 
änderlichen Parameter dargestellt werden 

n + kn'= 0, oder xn + X'n'z= o, 

und der TrSger durch das System der Gleichiuigen 

Zusatz (1). Es bezeichnet also die Gleichung i2 + Aß'=:0 irgend einen Punkt auf der 
Verbindungslinie der beiden Punkte Sl und Si\ oder irgend einen Strahl durch den Schnittpunkt 
der beiden Strahlen i2, //, oder irgend eine Ebene durch die Schnittlinie der beiden Ebenen /i, 12'. 
Das Element ist also eindeutig durch den Parameter k bestimmt und wird deshalb durch ihn 
bezeichnet oder einfachhin „Element /" genannt. 

Die ganze Elementenreihe wird auch als lineare Involution bezeichnet (s. den Abschnitt: 
Die Project. Geom. IX. 16. (3)). 

Zusatz (2). Punktreihe, Strahlen- und Ebenen -Büschel kommen schon bei Besargucs vor. 
Die erstere nennt er „tronc", die letztern „ordonnance" (Poudra'^ Ausgabe I, p. 99). 

Zusatz (3). r. Staudt (G. d. L. §§ 1—2) unterscheidet auch Halb-Strahlen und Halb- 
Ebenen, welche sich vom Träger aus nur nach einer Richtung ins Unendliche ei'sti'ecken. Er 
spricht demnach von Halbstrahlen-Büscheln und Halbebenen-Büscheln. 

Zusatz (4). Hesse (Vier Vorles., S. 11—13) zeigt, wie sich die Gleichung i2 + Ai2' = 
ändert, wenn man die Punktreihe auf dem Träger verschiebt oder den Büschel um den Träger dreht. 

8, Die Grundgebilde zweiter Stufe entstehen durch Erweiterung derjenigen erster Stufe, 
ebenso diejenigen dritter Stufe durch Erweiterung derjenigen zweiter Stufe, und so fort. 

(a) Betrachtet man nämlich die einfach unendlichen Gebilde (Punktreihe, Strahlen- und 
Ebenen-Büschel) wieder als Elemente und erweitert sie durch einen zweiten unbestimmten Para- 
meter, so stellen sie eine zweifach unendliche Mannigfaltigkeit dar: 

n + xn' + fin'' = o, oder xsi + X'n' + rn" = o. 

Man theilt dieselben in Ebene Gebilde, auch Netze genannt, und Bündel; zur ersteren Art 
gehören die Punkt-Ebene und die Strahlen-Ebene, zur letzteren der Strahlen-Bündel und 
der Ebenen-Bündel. 

Dieses sind nach v. Staudt (G. d. L. art. 28) die vier Grundgebilde zweiter Stufe. 

(b) Betrachtet man weiter eine solche zweifach unendliche Elementenreihe wieder als 
Element und verbindet sie mit einem dritten Parameter, so stellt sie eine dreifach unendliche 
Mannigfaltigkeit dar: 

n + xn' + fiSi" + vi2'" = 0. 

Es ist dies nach v. Staudt (G. d. L. art. 28) das Grundgebilde dritter Stufe. 

Zusatz (1). Die Grundgebilde erster, zweiter, dritter Stufe können demnach algebraisch 
homogen bezüglich als binäre, ternäre, quaternäre Formen der veränderlichen Parameter dar- 
gestellt werden. Cayley nennt sie deshalb in seinem sechsten Memoir (Papers, vol. n, p. 561 ss, 
und besonders p. 577 ss) Gebilde von bezüglich einer, zwei, drei Ausdehnungen (Mannig- 
faltigkeiten). 

Diese Ausdrucksweise ist auch im gewöhnlichen Sinne (in Bezug auf De^car^e^'sche Coor- 
dinaten) richtig für die direkten Gebilde: Punktreihe, Punkt- und Strahlenebene, Punkt-, Strahlen- 
und Ebenenraum, nicht aber für ihre reciproken Gebilde: Büschel, Bündel u. s. w., welche 
jedesmal eine oder zwei Ausdehnungen mehr erheischen. 



*) Die Worte: Büschel und Bündel findet man mit beiden Artikeln: der und das; mit dem ersteren jedoch 
ausschliesslich in den Schriften von Steiner, v. Staudt, Hesse, Burhge und Beye. 
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Zusatz (2). Schneidet man einen Strahlen- oder Ebenen-Bündel durch eine concentrische 
Kugel, so erhält man Punkt- und Strahlensysterae auf der Kugelfläche. Nach Steiner (Werke 
Bd. I, S. 323) sind dieselben „nichts eigentümlich Neues", sondern vielmehr eine Beschränkung 
ihrer erzeugenden Bündel. 

D. Die Grundgebilde zweiter Ordnung. 

9. Die Grundgebilde zweiter Ordnung sind die projektivische Erzeugung 
zweier Grundgebilde erster Ordnung und erster Stufe. Dieselben sind nach v, Staudt 
(Beiträge, art. 3) die folgenden fünf: 

Die Punktreihe zweiter Ordnung einen Kegelschnitt darstellend, die Strahlen oder 
Ebenen einer Kegelfläche zweiter Ordnung, ein Strahlenbüschel zweiter Ordnung einen 
Kegelschnitt umhüllend, ein Ebenenbüschel zweiter Ordnung eine Cylinderfläche zweiter 
Ordnung umhüllend, und eine Regelschaar zweiter Ordnung eine geradlinige Fläche zweiter 
Ordnung erzeugend. 

Zusatz (1). Der Ebenenbündel zweiter Ordnung, eine Fläche zweiter Ordnung umhüllend, 
ist nicht die Erzeugung von Grundgebilden erster Stufe. Man vergleiche unten E. 12. 

Zusatz (2). Diese Grundgebilde zweiter Ordnung lassen sich auch als Grundgebilde erster 
Ordnung zweiter oder dritter Stufe betrachten, deren Elemente gewissen Beschränkungen unter- 
worfen sind. 

10. Diese projektivische Erzeugung durch Grundgebilde erster Stufe lässt sich analytisch 
darst(3llen wie folgt (vergl. Fiedlers Darstellende Geometrie, Bd. m, art. 42 ff.): 

Wählt man zwei zugeordnete Elemente zu Leit-Elementen, so lassen sich zwei projektivische 
Grundgebilde erster Ordnung und erster Stufe durch das System der Gleichungen darstellen (s. unten: 
Die Projectiv. Geom., IE, 1. (D): 

Sind nun die Systeme in den Coordinaten gleichartig, so erhält man durch Elimination 
von X eine Gleichung zweiten Grades. 

als geometrischen Ort der Verbindungen je zweier entsprechenden Elemente (der Verbindungslinien 
zweier Punkte, der Schnittpunkte zweier Strahlen, der Schnittlinien zweier Ebenen), der auch die 
Träger der beiden Gebilde berührt, also. ein Grundgebilde zweiter Ordnung. 

Zusatz (1). Mit Hilfe dieses Satzes stellt Hesse (Vier Vorles., S. 16—17) beliebige Punkte 
eines Kegelschnittes durch nullte, erste und zweite Potenzen von X dar, sowohl in Gestalt von 
Coordinaten, als auch in Gestalt von Gleichungen. 

Zusatz (2). Liegen die beiden projektivischen Gebilde perspektivisch, haben sie also 
ein Element gemeinschaftlich, welches sich selbst entspricht und auf den beiden Trägern liegt, und 
wählt man dieses als Leitelement S2i = S22y so artet der erzeugte geometrische Ort aus in das 
System zweier Elemente: 

von denen das zweite (in der Klammer) den Punkt, die Gerade oder die Ebene der Perspektivität 
darstellt, das heisst den Ort, auf welchem sich die entsprechenden Elemente schneiden (s. Die 
Projectiv. Geom., VHI, 1.). 

11. Die Art der erzeugten Grundgebilde zweiter Ordnung ergibt sich im Allgemeinen aus 

der Anzahl Elementenpaare, welche unendlich ferne Verbindungslinien, Schnittpunkte oder 

Schnittlinien erzeugen. Im Besondem gibt Steiner (Werke, Bd. I, S. 334—338, S. 365—395) eine 

Menge Sätze, von welchen folgende allgemeinerer Natur sind: 

2* 
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(a) Liegen die erzeugenden Gebilde in derselben Ebene, so stellen die erzeugten Elemente 
Kegelschnitte dar, und zwar Ellipsen, Parabeln oder Hyperbeln, je nachdem die erzeugenden 
Gebilde kein, eines oder zwei Paare entsprechender Elemente besitzen, welche unendlich ferne 
Punkte erzeugen. 

Zusatz. Sollen also zwei projektivische Punktreihen eine Parabel erzeugen, so müssen 
dieselben ähnlich sein {Steiner, S. 334; Cremom, P. G., art. 157). 

(b) Zwei projektivische Punktreihen im Räume erzeugen im Allgemeinen eine Regel- 
schaar des einschaligen Hyperboloids (Steiner, S. 370). 

Zusatz. Diese Punktreihen dienen auch unmittelbar zur Erzeugung von Kegeln zweiter 
Ordnung, indem man von einem beliebigen festen Punkte aus durch die entsprechenden Punkte- 
paare ebensoviele Ebenen legt (Steimr, S. 365). 

(c) Eine Punktreihe und ein projektivischer Strahlenbüschel im Räume bestimmen 
durch ihre entsprechenden Elemente ebensoviele Ebenen, welche einen Kegel zweiter Ordnung 
umhüllen, mit dem Scheitel im Träger des Büschels. 

(d) Eine Punktreihe und ein Ebenenbüschel im Räume geben unmittelbar keine 
projektivische Erzeugung [Steiner, S. 363). 

(e) Zwei Strahlenbüschel im Räume geben ebenfalls unmittelbar keine projektivische 
Erzeugung. 

Zusatz. Legt man jedoch von einem beliebigen Punkte des Raumes aus gerade Linien, 
so dass sie je zwei entsprechende Strahlen schneiden, so erzeugen diese Geraden einen Kegel 
zweiter Ordnung [Steiner, S. 363). 

(f) Ein Strahlenbüschel und ein Ebenenbüschel erzeugen durch die Schnittpunkte 
entsprechender Elemente einen Kegelschnitt. 

(g) Zwei projektivische Ebenenbüschel erzeugen durch die Schnittlinien entsprechender 
Elemente eine Regelschaar des einschaligen Hyperboloids, während die beiden Träger der 
Büschel der zugeordneten Schaar des Hyperboloids angehören, also von allen erzeugenden Schnitt- 
linien getroffen werden [Steifier, S. 370). 

Sind aber die projekti vischen Ebenenbüschel in der besondern Lage, dass sie ein ent- 
sprechendes Paar paralleler Ebenen haben, so erzeugen sie die Regelschaar des Hyperbolischen 
Paraboloids. 

Sind endlich die projektivischen Ebenenbüschel in derartiger schiefer (nicht perspektivischer) 
Lage, dass ihre Träger sich schneiden, so erzeugen sie einen Kegel [Steinern Pundamental- 
satz n, S. 332). 

Dieser Kegel wird zu einem Cylinder, wenn der Schnittpunkt der beiden Axen im Un- 
endlichen liegt, die Träger also parallel sind. 

Zusatz (1). Umgekehrt lassen sich aus Grundelementen zweiter Ordnung projektivische 
Grundelemente erster Ordnung ableiten. 

Nach 10. hat man zw^ei Punkte, Linien oder Ebenen der Curve oder Fläche zweiten Grades 
als Träger zu wählen; dann liefert jede Combination eines Elements der Curve oder Fläche mit 
den beiden Trägern zwei 'projektivische Elemente auf den beiden Trägem [Steinern Fundamental- 
sätze I und m, S. 331—332). 

Beispielsweise erhält man ähnliche Punktreihen durch die Schnittpunkte der Tangenten 
einer Parabel mit zwei festen Tangenten. 

« 

Zusatz (2). Auch ungleichartige projektivische Gebilde können durch die Schnittpunkte 
ihrer entsprechenden Elemente Curven und Flächen zweiten Grades erzeugen (s. SeydewUe, G-runerfs 
Archiv, Bd. 9, 1847, S. 187 ff.). 
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E. Grundgebilde dritter und vierter Ordnung. 

12. Die- Grundgebilde dritter und vierter Ordnung werden durch die Grundgebilde 
erster Ordnung und zweiter Stufe projektivisch erzeugt. Dieselben sind nach v. Staudt 
(Beiträge, art. 493) die folgenden: 

(a) Grundgebilde dritter Ordnung sind jede Raumcurve dritter Ordnung und jeder 
Ebenenbüschel, welcher einer solchen Raumcurve sich anschmiegt. 

(b) Grundgebilde vierter Ordnung sind alle Strahlenbüschel, welche sich Raum- 
curven dritter Ordnung anschmiegen. 

Zusatz. V. Staudt rechtfertigt diese Erweiterung der Grundgebilde dadurch, dass Alles, was 
von Grundgebilden erster und zweiter Ordnung gelte, auch für die erwähnten Gebilde dritter und 
vierter Ordnung giltig bleibe. 

13. Bei der Erzeugung der Grundgebilde dritter und vierter Ordnung sind nur gleich- 
artige, das heisst homographisch auf einander bezogene Systeme zu verwerthen. 

(a) Zwei homographische Ebenen- oder Strahlen -Bündel erzeugen im Allgemeinen 
ein Strahlensystem erster Ordnung und dritter Klasse, und eine Raumcurve dritter 
Ordnung. 

Die dualistische Deutung dieses Satzes lautet: 

Zwei homographische Punkt- oder Strahlen -Netze erzeugen im Allgemeinen ein Strahlen- 
system erster Klasse und dritter Ordnung, und einen Ebenenbüschel, der sich einer 
Raumcurve dritter Ordnung anschmiegt, den sogenannten Ordnungsbüschel des Strahlen- 
systems (s. den Abschnitt: Liniensysteme 11, 7. (6)). 

Zusatz (1). Zerfällt die Raumcurve dritter Ordnung in das System eines Kegelschnittes 
und einer Geraden, oder in das System dreier Geraden, so ist auch das erstgenannte Strahlen- 
system nur von der zweiten oder ersten Klasse. 

Zusatz (2). Die cubische Raumcurve enthält alle singulären Punkte des Strahlensystems 
und jeder Strahl dieses Systems ist eine Sehne der Curve {v, Staudt^ Beiträge, art. 503). 

Zusatz (3). Die Raumcurve geht durch die Träger der beiden erzeugenden Bündel und 
wird aus ihnen durch Kegel zweiten Grades projicirt. Zerfällt die Raumcurve wie oben in Zusatz (1), 
so zerfallen auch diese Kegel in Systeme von je zwei Ebenen. 

(b) Sind zwei Bündel reciprok (Ebenen- und Strahlen-Bündel), so erzeugen sie durch die 
Schnittpunkte entsprechender Elemente eine Fläche zweiten Grades. 

Sind zwei Netze reciprok (Punkt- und Strahlen-Netz), so erzeugen sie durch die Ebenen, 
welche durch entsprechende Elemente bestimmt sind, eine Fläche zweiten Grades (vergl. oben 9. (1); 
Salman-Ftedler, A. G. d. R. I, art. 241, S. 333; Heye, G. d. L. 11, 5. Vortrag). 

Diese Punkt- und Ebenensysteme, welche allgemeine Flächen zweiten Grades dar- 
stellen, gehören aber nicht zu den Grundgebilden. 

14. Die projektivische Erzeugung von Gebilden höherer Ordnung scheint zuerst von ClmsUs 
(Compt. Rend. t. 73, 1853, p. 273 ss) und Jonquieres (Liauvüles J. t. 6, 1861, p. 117 und Paris M^m. 
t. 16, 1862, p. 159 ss) behandelt worden zu sein. Ihre Untersuchungen beschränkten sich vornehmlich 
auf die Erzeugung ebener Curven. 

Zusatz (1). Eine allgemeine Theorie dieser Erzeugungen ist in Saimon' Fiedler' s Anal. 
Geom. d. R. 11. angedeutet (vergl. unten: Theorie der Flächen). Viele einzelne Fälle findet man 
behandelt an den angegebenen Stellen, dann bei Cremona (Einleitung § 14), Heye (G. d. L. 11, 
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lih Vortra«; Math. Ann. Bd. 2, wS. 491 ff.) und Schur (Math. Ann. Bd. 18, 1881, S. 1 ff. und Bd. 23. 
1884. S. 437 ff.). 

Zusatz (2). Insbesondere sind Grundgebilde fünfter und höherer Ordnung noch nicht 
aufgestellt worden. 

F. Unstetigre Gebilde. 

15. Die oben erwähnten Grundgebilde sind ihrem Wesen nach stetige Gebilde, indem 
sl(* den Kaum von einer, zwei, drei Ausdehnungen in stetiger Aufeinanderfolge ihrer unendlich 
vielen Elemente erfllllen. 

(ireift man aber aus den unendlich vielen Elementen eines stetigen Gebildes eine end- 
liche Anzahl heraus, so erhttlt man Gebilde in unstetiger Aufeinanderfolge von Elementen, 
nilmlich Vielecke. Vielseite und Vielflache. 

Zusatz 0)- Diese unstetigen Gebilde sind schon von Euklid und seinen zahlreichen Er- 
klUrtTU behandelt, und neuerdings namentlich von Carnot, Foncclet, Mobius, Stehier und Cayley in 
Verbinduilg mit der projektivischen Geometrie untersucht worden. 

Zusatz (2). Lehrsatze und Aufgaben über Polygone und Polyeder wurden von Steiner 
in grosser Zahl aufgestellt. Man findet dieselben in seinen Gesammelten Werken in vielfach ver- 
besserter Darstellung. 

AllgiMuelne Sätze über Polygone, welche gegebenen Kegelschnitten ein- und um- 
geschrieben sind, findet man bei SeydewiU (Gnuwrts Archiv, Bd. 4, 1844, S. 421 ff.). 

16. Die unstetigen Gebilde lassen sich nach Steiner (Werke Bd. I. S. 288 und 396 ff.) 
folgendennassen definiren: 

Die aus h Elementen gebildeten Figuren heissen vollständig, wenn sie aus diesen 
Kiementen in allen möglichen Verbindungen zusammengesetzt sind, hingegen einfach, wenn 
sie aus denselln^n in irgend einer bestimmten Aufeinanderfolge entstanden sind. Im letzteren 
Falle heissen nur die Verbindungen der so aufeinander folgenden Elemente Ecken, Seiten oder 
Kanten. wfthnMid in ersterem Falle alle Verbindungen so genannt werden. 

{i\) Aus H getrennten Punkten erhält man ein vollständiges n-Eck mit w Ecken und 

m\ 1 

A StMton. Es enthält ^^ • (w — 1^1 einfache w-Ecke. 

{h) Aus N getrennten Geraden erhält man ein vollständiges w-Seit mit n Seiten und 

A Ecken. Es enthält - • (h — iV, einfache M-Seite. 

(c) Aus H getrennten Ebenen erhält man ein vollständiges ii-Flach mit ii Flächen und 

lA Kanten. Es enthält ^y • (#• — Dl einfache M-Flache. 

Zusatz {\\. Die n-Seite sind nur in der Ebene vollständig, da sich die Geraden im 
Kaumo im Allgemeinen nicht verbinden lassen. 

Zusatz (2i. Als Grundgebilde der unstetigen Gebilde kann man das Dreieck und das 
Tetraeder b^^t rächten, aus denen sich alle übrigen zusammensetzen lassen. 

Die lahlrinchen merkwürdigen Punkte, Seiten und Ebenen dieser Grundgebilde findet 
man n;uuentlioh in fhmi5sischen Büchern behandelt beispielsweise bei P. Potain S. J. (^ouvelle 
inV>metrie du TriaiurU\ Paris. 1M^2> und AWf/ovi «Memoire sur le Tetraedre. BruxeUes, 1884). 

Zusatz tS^, Diese unstetigen Gebilde gehören ihrem Wesen nach der niedern Mathe- 
matik an. obwohl die Methoden der hohem Mathematik vielfach auf dieselben angewandt worden 
sind. Diest^lb^^n sind dt^halb von dieser Synopsis ausgeschlossen. 
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IIL Hauptstück. 

Das Doppelverhältniss. 

Vorbemerkung (1). Das Doppelverhältniss von je vier Elementen gehört zu den Grund- 
lagen der projektivischen Geometrie und folglich auch der Geometrie im Allgemeinen (vergl. Die 
Project. Geom. I, 2. (2)). 

Vorbemerkung (2). In der Alexandrinischen Schule trifft man das Doppelverhältniss 
als solches noch nicht an, weder das harmonische noch das anharmonische. Trotzdem aber finden 
sich bei Pappiis (gegen 280 n. Chr.) Sätze, welche mit bekannten Sätzen über Doppelvefhältnisse 
dem Wesen nach tibereinstimmen (vergl. unten Die Projectivische Geometrie n, 2. (4)). 

Ebenso kommt bei ihm die dritte harmonische Proportionale vor. Denn zwischen der 
fünften und sechsten Proposition des lH. Buches gibt er die Definitionen für die arithmetische, 
geometrische und harmonische Proportionale (in Commandino's Uebersetzung, Pisauri, 1588, pag. 8). 

JDcsargue^ (1639, Poudra's Ausgabe I, p. 134 u. 147) behandelt das harmonische Doppel- 
verhältniss unter dem Namen: Involution von vier Punkten oder Strahlen. 

Vorbemerkung (3). Als Grundlage einer projektivischen Geometrie tritt das Doppel- 
verhältniss erst auf in Pmi^elefs Propriötes Projectives (1822) und in Möbius' Barycenti'ischem 
Kalkül (1827). 

Vorbemerkung (4). Der Name Doppelverhältniss ist eine Abkürzung des von Mobius 
(Bar. Calc. § 182) zuerst gebrauchten Ausdruckes „Doppelschnitt- Verhältniss" (ratio bissectionalis). 

Der Name: „Anharmonisches Verhältniss" oder „Anharmonische Punktion" wurde von 
Cluisles (Ap. Hist. p. 35) eingeführt als Erweiterung des harmonischen Verhältnisses. 

V. Staudt (Beiträge no. 24) bedient sich der Benennung „Wurf" für den Inbegriff von vier 
Elementen eines Grundgebildes mit Rücksicht auf ihre Ordnung und auf das Grundgebilde selbst. 
Der Ausdruck „Wurf" empfiehlt sich nach Klein (Math. Ann. Bd. 6, S. 142), wenn man die Beziehung 
zwischen je vier Elementen als von metrischen Begriffen unabhängig betrachten will, während der 
Ausdruck Doppelverhältniss mehr für den metrischen Gesichtspunkt passt. 

Vorbemerkung (5). Der Begriff des Doppelverhältnisses wurde von Mobius (Bar. Calc, 
§ 215) verallgemeinert in denjenigen des Vieleckschnitt-Verhältnisses (ratio sectionalis poly- 
gonica), das aus den Verhältnissen zusammengesetzt ist, nach welchen die Seiten eines (ebenen 
oder räumlichen) Vielecks, in stetiger Aufeinanderfolge genommen, von beliebigen Punkten getheilt 
werden. Es erscheint dann das Doppelverhältniss als ein Zweieckschnitt-Verhältniss. 

1. Das Theilungsverhältniss eines Elementes c in Bezug auf zwei andere Elemente a 
und 6 eines Grundgebildes erster Ordnung und erster Stufe ist für Punkte der Quotient {ca)\(ch), 
für Strahlen und Ebenen der Quotient sin {ca) : sin (c6), wobei die Richtungen der Strecken und 
Winkel gleiche oder ungleiche Zeichen haben, je nachdem c ausserhalb oder zwischen a 
und h liegt. 

Zusatz (]). Mobius bedient sich statt der Sinus durchgehends entsprechender Strecken. 

Zusatz (2). Ist das Gebilde dargestellt durch die Gleichung 

wo die Q in der „Normalform" gegeben seien, so ist der Parameter X gleich dem negativen 
Theilungsverhältniss des dargestellten Elements in Bezug auf die beiden Leitelemente 
n und n'. 
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2, Das Döppolverhältniss zweier Elemente c, d in Bezug auf zwei andere Elemente a, h 
dossolben Grundgebildes ei^ster Ordnnung und erster Stufe ist der Quotient ihrer Theilungs- 
YorlUUtnisse: 

/ T jx ca da 

. , , ^ sin ca sin da 

sm (ahca) = — £ : — — r,-. 

^ ^ sin CO sm db 

ca 
Zusatz (1). Liegt d im Unendlichen, so ist das Doppelverhältniss einfach -y, liegt c im 

Unendlichen, so ist es j-. 

da 

Zusatz (2). r. Staadt gibt in seinen Beitrügen (§§ 19, 20, 21) die Definitionen und Constiiiktionen 
von Summen, Produkten und Potenzen der Doppelverhältnisse. 

3. Aus vier Elementen a^ 6, r, d eines Elementai^ebildes kann man durch Vertauschung 
1 •2«3«4 - 24 Doppelverhältnisse bilden, von denen aber je vier einander gleich, also nur sechs 
verschieden sind. Miibius (Bar. Calc. § 184) stellt alle 24 Doppelverhältnisse in einer Tafel 
zusammen, womus sich ihre gegenseitigen Beziehungen leicht absehen lassen. 

Bezeichnet man eines derselben mit x, und mit 6 den Winkel, unter welchem sich die 
beiden über ah und cd als Durchmesser errichteten Kreise schneiden {Cascy, Phil. Trans, vol. 161, 
15S71, p. 704), so sind dieselben: 



{abcd) = K = - tg 2 
(nchd) ~ 1 — -X = sec - B'^ 
\fidch) = ^ = sin - ö^ 



{ahdc) = - = -- cotg ^ ö* 

lacdh) — = cos tt 6^ 

1 — X 2 

(adhc) = = cosec ^r Ö^ 



Zusatz (1). In zwei Grundgebilden von je vier Elementen kann man also die Elemente 
auf vier verschiedene Arten einander entsprechen lassen, ohne das Doppelverhältniss zu ändern. 

Zusatz (2). Da drei dieser Doppelverhältnisse die umgekehrten Werthe der andern sind, 
so kann man dieselben als die Haupt- Doppelverhältnisse betrachten. 

Jeiles der sechs Doppelverhältnisse hat ein ihm complementäres. mit welchem es die 
Summe Eins hat 

Fallen keine zwei Elemente zusaumien, so kann das Doppelverhältniss alle positiven und 
negativen Werthe annehmen, ausgenommen + 1, 0, oc. 

Zusatz (3). Betrachtet man die Elemente a, h als grundlegend, so kann man die Th^ilungs- 
Verhältnisse als homogene Coordinaten des Elementes d in Bezug auf das Elemente betrachten, 
weil das Verhältniss der beiden Coordinaten, oder das Doppelverhältniss, die Lage des Elementes <i 
in Be^ug auf c bestimmt Das Element c kann als Einheits-Element bezeichnet werden, weil ffir 
alle Elemente r, welche auf d fallen, das Verhältniss der Coordinaten gleich Eins ist. 

FkiUtr (Darstellende Geom. UI, § 14—15) nennt diese Coordinaten projektivisch, weil sie 
bei allen projelrtivischen Umformungen unverändert bleiben (s. unten Die Proj. Geom. H 2.). 

Durch verschiedene Wahl des Einheits-Elementes erhält man verschiedene Gattungen A'on 
Coonlinaten, unter andern auch die Iksmrtes ^ohen. 

Nach Klem (Math. Ann. Bd. 6. S. 142) dienen diese Coordinaten dazu, um die analytische 
üeoiuetrie auf die projektivische aufzubauen. Man vergleiche darüber Liiroth (Math. Ann, 
Bd. S. S. 1\>T fix 
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4. In besouderu Fällen kommt es vor, dass die sechs Doppelverhältnisse zu zwei und zwei 
oder drei und drei zusammenfallen. Für 

x = - — ±1, oder x=zi —X =: -, oder x = 7 = 2, (auch x = oder ^) 

X 2 X — 1 

fallen nämlich dreimal zwei zusammen; und für 

i —X X 2 2 

zweimal drei. 

Im ersten Falle {x — ± l) sind die Elementenpaare bezüglich identisch oder harmonisch, 

im letzten \x^=V— l) äqui-anharmonisch, eine Bezeichnung, die von Crefno)ia (Einleitung No. 26) 

eingeführt wurde, um anzudeuten, dass drei Doppelverhältnisse einander gleich sind. 

Zusatz. Bei vier harmonisch liegenden Elementen können nur entweder zwei oder alle 
vief imaginär sein; bei vier äqui-anharmonischen dagegen ist immer wenigstens eines imaginär 
{Clehsch- Lindemann I, S. 40—42). 

6. Hat man irgend ein Gebilde von n Elementen in einer Geraden oder in einer 
Ebene oder im Räume, und sind von den daraus zu bildenden Doppelverhältnissen bezüglich 
n -3, 2n — 8, 3n — 15 von einander unabhängige gegeben, so kann man hiermit alle übrigen 
finden [Mobius B. C. § 233). 

6. Hat das Doppelverhältniss den ausgezeichneten Werth — 1, so heisst es harmonisch 
und die vier Elemente bilden zwei harmonisch conjugirte Elementen -Paare. Für solche Paare 
hat man also die Formeln in symbolischer und entwickelter Form: 

{ahcd) — — 1, sin [ahcd) =1 — 1, 

ca .da_^ sin ca sin da _^ 
cb db'^ ' sin cb sin db ~ 

Zusatz (1). Die Elemente des Paares ab heissen einander zugeordnet, und sind durch 
diejenigen des andern Paares harmonisch getrennt. Die beiden zugeordneten Elemente können 
sich nur zugleich einem nicht zugeordneten unendlich nähern. 

Zusatz (2). Aus obigen Gleichungen folgen die beiden Fonneln für cd: 

i=ip- + -M = -(- + -- 

cd 2\da^dbj 2\ca^cb 

das heisst: cd ist das harmonische Mittel (Synopsis Bd. L, S. 85) sowohl von da und db als 
auch von ca und cb; ebenso die Formel für die Hälfte von cd, wenn den Mittelpunkt von cd 
bezeichnet: 



od = oc ^=^ oa* ob, 

das heisst der halbe Abschnitt cd ist das geometrische Mittel zwischen oa und ob. 

Zusatz (3). Die geometrischen Sätze über harmonische Theilung findet man zusammen- 
gestellt in ChasW G6om. Sup. (I. Section), in Cremona^ Proj. Geom. (VIII) und in Hesses Anal. 
Geom. in der Ebene (3. und 5. Vorles.). Zerstreute Sätze findet man in Mobius" Bar. Calc. (§ 198 flf.) 
und in v. Staudt's Geom. d. Lage (§ 8). 

In Steiner's Werken (Bd. I, S. 251) ist das harmonische Verhältniss einfach gleich Eins 
gesetzt, ohne Rücksicht auf das Zeichen. 

Zusatz (4). Der Begriff der harmonischen Lage von Gebilden erster Stufe ist von Mobius 

(1852, Werke Bd. n, S. 202) auf Gebilde zweiter Stufe übertragen w^orden (s. unten Die Project. 

Geom. IX. B.). 

8 
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7. Die geometrische Coastruktion des vierten harmonischen Elementes aus drei 
gegebenen Elementen geschieht am einfachsten mit Hilfe des vollständigen Vierseits (System 
von 4 Geraden, die sich zu 2 und 2 in 6 Punkten schneiden) und des vollständigen Vierecks 
(System von 4 Punkten, die zu 2 und 2 in 6 Geraden liegen). 

Zusatz. Diese Construktion, die durch blosses Ziehen von geraden Linien, ohne Hilfe 
des Zirkels, geschieht, soll von de la Hire (Sectlones Conicae, Parisiis 1685, I, 20) stammen. Sie 
findet sich bei Stmdt {G. d, L. art. 93), Cremom (Einleitung S. 8—9, Proj. Geom. art. 46) und in 
den meisten Lehrbüchern Über Planimetrie. 

8. Darstellung der Doppelverhältnisse durch Parameter: 

(a) Sind vier Elemente eines Grundgebildes dargestellt durch die vier Gleichungen: 

J2 = 0, J3 + /J2' = 0, 
Ü' = 0. ß +fiä' = i), 
so ist ihr Doppelverhältniss — i:/t. 

Es wirtl harmonisch, wenn Jl + j^^O. 

(b) Sind die vier Elemente dargestellt durch 

n + xii' ^ 0, ii + ijy = 0, 
ii +nß' = 0, n + fiji' — 0, 
so ist ihr Doppelverhältniss 

X i( , A — fi| 
/* -^i> — /*.' 
Es wird harmonisch, wenn: 
1 

Zusatz (1), Stellt man die beiden Elementenpaare durch zwei quadratische Gleichungen 
dar, welchen ihre Parameter gentigen müssen: 

aJl» + 2AJl + & = 0. a^}t} + 2Kl + \=Q. 
so kann man die symmetrischen Punktionen X(i. {X + /*), etc. in obiger Bedingungsgleichung durch 
die Coefficienten der beiden Gleichungen ausdrücken und erhält {Sdmon, C S. art. 332; Hesse, 
A. G. m der Ebene, S. 82): 

a,ft — 2AA, +nt, = 
als Bedingung der harmonischen Lage. 

Zusatz (2). Man kann die beiden Elementenpaare aber auch durch eine Gleichung 
vierten Grades darstellen: 

aX*- + 4)JA» + &yX* + 4(Ji + « ^ 0, 
und erhält dann nach Oremona (Einleitung § 1, No. 6, wo auf Sdmon\ Lessons 1859, p. 100 ver- 
wiesen ist), als Bedingung ihrer harmonischen Lage: 

ayt + 2ßrS — a<J* — «J»* — ;-« = 0. 

9. Die obige Bedingung ^r zwei harmonische Elementenpaai'e: 

ist von Poncfiel {CreUes J. Bd. 3. 1828, S. 213) auf n Punkte einer Geraden ausgedehnt worden: 

cb^ db^ eb^ -■ ,cb • 
wo der Punkt « daa Centrum der harmonischen Pole oder der harmonische Mittelpunkt 
In Bezug auf den Pol b genannt wird. 



1 =0. 
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Diese Bedingung wurde wiederum von Jotiquieres (Lioiivüle'^ J. t. 2, 1857, p. 266) dahin er- 
weitert, dass er jedes Glied durch das Produkt aus je r Gliedern ersetzte, nämlich symbolisch: 

Diese Gleichung rten Grades liefert r Punkte a oder harmonische Mittelpunkte rten Grades 
in Bezug auf den Pol k 

Zusatz (1). Durch Multiplikation dieser Gleichung mit 

cb'db'eb . . . . 
ca»da-ea . , , . 
erhält man 

das heisst, ist a harmonischer Mittelpunkt rten Grades in Bezug auf den Pol &, so ist umgekehrt 
h harmonischer Mittelpunkt {n — r)ten Grades in Bezug auf den Pol a, beidemale dasselbe Punkt- 
system c, d, . . . vorausgesetzt. 

Zusatz (2). Bestimmt man in Bezug auf die r harmonischen Mittelpunkte a wiederum 
harmonische Mittelpunkte ^ten Grades, so sind diese letztern auch harmonische Mittelpunkte 6ten 
Grades des ursprünglichen Systems, immer denselben Pol 6 vorausgesetzt. 

Zusatz (3). Sind a^, o^ . . . die harmonischen Mittelpunkte rten Grades in Bezug auf den 
Pol 6, und a'j, a^ . . . die harmonischen Mittelpunkte r'ten Grades in Bezug auf den Pol b\ beide 

bezogen auf dasselbe System von n Punkten c, d, . . .. so sind die harmonischen Mittelpunkte 
{r + r' — n)ten Grades des Systems a^, Oj, . . . in Bezug auf den Pol V identisch mit denen des 
Systems a\, a^ . . . in Bezug auf den Pol h {Cremona, Einleitung § 3, No. 14). 

Zusatz (4). Verschiebt man die gegebene Punktreihe perspektivisch, so bleibt obige 
Bedingungsgleichung auch für die neue Punktreihe bestehen. Die drei vorstehenden Zusätze lassen 
sich demnach unmittelbar auf Strahlen- und Ebenen- Büschel übertragen, welche das genannte 
Punktsystem perspektivisch enthalten, indem man die Bezeichnung: harmonischer Mittelpunkt 
durch die allgemeinere: harmonisches Centralelement ersetzt. 

Zusatz (5). Fallen s Punkte c, d, . . . mit dem Pol h in einen einzigen Punkt zusammen, 
so ist der Pol b der Ort für s harmonische Mittelpunkte beliebigen Grades. Die übrigen r — s 
harmonischen Mittelpunkte rten Grades sind die harmonischen Mittelpunkte (r — s)ten Grades für 
die übrigen n — s Punkte c, . . . und denselben Pol 6. Ist s — r + 1, so sind die harmonischen 
Mittelpunkte rten Grades unbestimmt. 
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II. A-beclmitt. 

Die Projektivisclie Geometrie. 

(Poiicelefs Propr. Proj., MobiuSj Steiner, Cliasles, Hesse, Clelsch, v. Staudt, Heye, Cremonay Lindemann.) 



L Hauptstück. 

Verhältniss zu andern Zweigen der Geometrie. 

!• In der Entwicklung der Geometrie lassen sich folgende Hauptabschnitte unterscheiden 
(vergl. Chasles A. H.): 

(a) Die Geometrie der Griechischen Schule, mit den Hauptvertretern Euklid und 
ApoUonius, auch die synthetische Geometrie genannt, weil sie wesentlich in der Construktiön der 
Figuren besteht. 

Sie wird nicht als Theil der höhern Mathematik angesehen und ist deshalb von dieser 
Synopsis ausgeschlossen. 

(b) Den zweiten Abschnitt bildet die Geometrie im Anfange des 17ten Jahrhunderts. 
Während Kepler, GuJdin, Desargues, Bdberval und Andere sich noch mit dem Ausbau der syn- 
thetischen Geometrie befassten, schlugen ihre Zeitgenossen Descartes und Fermat den analytischen 
Weg ein, indem sie die Algebra auf die Geometrie anwandten durch Vermittlung von Coordinaten- 
systemen. Die von Descartes begründete Geometrie trägt vielfach seinen Namen, und bildet 
einen Theil dieses Bandes. Ihr Hauptfeld sind die algebraischen Gebilde. Man kann sie 
deshalb auch algebraische Geometrie nennen, im Gegensatz zur construirenden des Euklid, So 
wurden die von den Griechen als Schnitte eines Kegels betrachteten Figuren jetzt als Curven 
zweiten Grades behandelt. 

Die Hauptvertreter dieses Zweiges nach Descartes und Fermat waren Schooten und Uuygens, 

(c) Den dritten Abschnitt bildet die Geometrie von der Mitte des 17ten Jahrhunderts bis 
zum Anfang des 19ten, mit den Hauptvertretern Leihniz, Newton, üotes, Maclaurin, Euler, Gramer, 
Uälley, Simsofi, Lambert, Monge, 

Sie besteht in der Anwendung der Differentialrechnung auf Geometrie und begreift deshalb 
sowohl die transcendenten Formen wie die algebraischen ohne Unterschied. 

Sie ist aus diesem Grunde in den IE. Band dieser Synopsis verschoben. 

(d) Die Geometrie der Neuzeit, mit den Hauptvertretern Motige, Carnot, Foficdet, C/iasles, 
MÖbius, Plücker, Clebsch, v. Staudt und Andern. 

Sie unterscheidet sich von der Geometrie der Griechen dadurch, dass bei ihr die Grössen- 
verhältnisse und Construktionen in den Hintergrund treten, von der Descartcs*schen, dass sie nicht 
an Coordinatensysteme gebunden ist, und von der Leibni^s- Neuion sehen, dass sie der Differential- 
rechnung nicht bedarf. 

Sie bildet den Gegenstand dieses Abschnittes. 
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2. Das Wesen dieser neuern Geometrie besteht in der Betrachtung der Lagenverhältnisse. 
Ihre Methode ist die der Projektion im weitesten Sinne des Wortes, indem bei dieser die Lagen- 
verhältnisse ungeändert bleiben, während allerdings die Grössenverhältnisse sich ändern. 

Eine Ausnahme von der letztern Behauptung bildet das Doppelverhältniss entsprechender 
Strecken und Winkel. Dasselbe wird deshalb oft als Mittelglied zwischen der projektivischen und 
metrischen Geometrie bezeichnet. 

Zusatz (1). Auf den Unterschied zwischen Lagen- und Grössenverhältnissen hat 
Lcihüz*) hingewiesen. Er glaubt das Mittel zu einer Analysis Situs in der Wahl gewisser 
„Charaktere" gefunden zu haben, durch welche Figuren. Maschinen und Bewegungen dargestellt 
werden, wie die Algebra die Zahlengrössen darstelle. Er beschreibt diese Darstellung in einem 
beigelegten Essai. 

-Ewfer griff diesen Gedanken auf und behandelte die Aufgabe, eine Anzahl Brücken zu 
einer Pluss-Insel je einmal zu tiberschreiten (Comm. Petrop. t. 8, 1736, p. 128), und später die 
Aufgabe, mit dem Rösselsprung alle Felder des Schachbretts je einmal zu besetzen (Berlin. Möm. 
t. 15, 1759, p. 310). Dieselbe Methode wandte Vandermonde (Paris. Mem. 1771, p. 566) auf eine 
Aufgabe über Gewebe an. 

Aehnliche Zeichen wie die 2>i6«//schen, die nur die Lage von Gebilden bestimmen sollten, 
wurden von Carnot (Göom. de Position, 1803, art. 435) vorgeschlagen. Er nannte solche Formeln 
technisch, im Gegensatz zu den algebraischen, durch welche die Grössenverhältnisse be- 
zeichnet werden. 

Foinsot (J. de r6c. P., Cah. 10, 1810, p. 17) meint, die Lagen -Geometrie mtisse durch die 
unbestimmte Analysis behandelt werden, wie die metrische Geometrie durch die bestimmte. 

Im Sinne der projektivischen Geometrie aber tritt der Unterschied zwischen Lagen- und 
Grössenverhältnissen erst deutlich herv^or bei Foncelet (1822, P. P., I, art. 7), Gergonne (1826, in 
seinen Annalen, t. 16, p. 209), Pliicher (1835, S. A. G., Vorrede S. V), Chasles (A. H. p. 702) 
und Andern. 

Die projektivische Geometrie ist also nicht jene „Analysis", welche Leihniz angedeutet 
hatte (vergl. oben Grundlagen der Geom. 11, 1., Zusatz (4)). 

Zusatz (2). Cayley (Phil. Trans.. 1859, vol. 149, P. L p. 90; Papers, ü, p. 592) will jedoch 
die metrische Geometrie der Lagengeometrie nicht an die Seite gestellt, sondern untergeordnet 
wissen. Letztere ist nach ihm die ganze Geometrie, die erstere nur ein Theil derselben. Die 
metrischen Eigenschaften kommen in der That einem Gebilde nicht an und für sich zu, sondern 
nur durch Vergleichung mit einem andern Gebilde, welches als Mass dient. 

3. Ueber die Benennung dieses Zweiges der Geometrie herrscht noch Verschiedenheit. 
Man findet die folgenden Namen, allerdings nicht durchgehends in derselben Bedeutung: Neuere 
Geometrie oder Höhere Geometrie (Gluides), Geometrische Venvandtschaften (Möhnw)^ Geometrie 
der Lage (Carnot^ Caylet/y v. Staudt)y Situations-Geometrie (Gergonne, Poinsoty Ik\sse)j Beschreibende 
Geometrie (Monge, CagJey), Analysis situs (Riemann), Projektivische Geometrie (Poncelet, 
Crcmotia, Clebseh, Klein), Steiner bedient sich auch des allgemeinen Ausdrucks: Abhängigkeit 
geometrischer Gestalten von einander. 

Zusatz (1). Die Benennung Analysis situs wird jedoch vielfach in einem engern Sinn 
genommen. 

Riemann (Th. d. JWschen Functionen, No. 2; Werke. S. 84, vergl. S. 106) sagt über die 
Analysis situs: „Mit diesem von Leihniz, wenn auch vielleicht nicht ganz in derselben Bedeutung 
gebrauchten Namen darf wohl ein Theil der Lehre von den stetigen Grössen bezeichnet werden, 
welcher die Grössen nicht als unabhängig von der Lage constniirend und durch einander mess- 



*) Leibfiiz an „Hugens van Zulichom*', 8. Soptcmbcr 1G79: „Je crois qu'il nou8 faut encor une autre analy8e 
proprement geometriquc ou lineairc, qui nous cxprimc directcment situm, comnie Talgebro exprime mngnitudincm.*' 
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bar betrachtet, sondern von den Massverhältnissen ganz absehend, nur ihre Orts- und 
Gebietsverhältnisse der Untersuchung untenvirft."- 

In SJein's Programm {1872, S. 30) heisst es: „In der sogenannten Analysis situs sucht man 
das Bleibende gegenüber solchen Umformungen, die aus unendlich kleinen Verzerrungen durch 
Zusammensetzung entstehen." 

In dem „Proces- Verbal" des Internationalen Congresses für mathematische Bibliographie 
(Paris, 1889, p. 57) wird die Analysis situs sogar von der Geometrie der Lage getrennt. Als 
Gegenstand der ersteren werden die stetigen Deformationen von Flächen bezeichnet, d. h. solche 
eindeutige Beziehungen derselben aufeinander, dass jeder stetigen Curve auf einer Fläche wieder 
eine stetige Curve auf der andern Fläche entspricht 

Zusatz (2). Clebsch (z. Ged. an J. Pliicker; Götting. Abh. Bd. 15; Sonrierabdruck S. 10) 
empfiehlt die Benennung: Projektivische Geometrie, als das Wesen der Sache treffend. Er be- 
zeichnet namentlich die Unterscheidung zwischen synthetischer und analytischer Geometrie, deren 
Methoden sich in der projektivischen vereinigt haben, als weniger passend. 

4. Die Präge, ob die projektivische Geometrie unabhängig von der metrischen 
aufgebaut werden könne, ja ob letztere sich aus der erstem entwickeln lasse, ist von Klein (Math. 
Ann. Bd. 4, S. 623 ff. und Bd. 6, S. 132 ff,) bejaht worden. An letzterer Stelle sind auch Zweifel 
erwähnt, die dagegen geltend gemacht wurden. Man findet dieselben in Caykys Math. Papers 
(vol. n, p. 605—606). wo auch Ball (Trans. R. Irish Acad. vol. 29, 1889, p. 123—182) angeführt wird. 

Zusatz. Kiein's Auffassung ist vertreten in den Lehrbüchern von Pasch (Neuere Geom. 1882, 
S. 155—201) und Litidemann {Cldtscits Vorles. II, S. 433 ff. und S. 448 ff.), obwohl in ersterem nicht 
strenge durchgeführt. 



II. HanptstOck. 
Frojektivität im Allgremeinen. 

Vorbemerkung (1). Jfon/Tc's Beschreibende Geometrie (Paris, 1797) gibt eine ausfuhrliche 
Theorie des projektivischen Zeichnens und kann in so fem als Grundlage der projektivischen 
Geometrie angesehen werden, als sich letztere aus der darstellenden Geometrie herausgebildet hat 
(s. FkdJcr's Darst. Geom. 1, Einleit.). 

Cantot geht in seinen Werken (De la Correlation des Flgures, 1801, und G^om. de Posit., 
1803) von einem „primitiven" Gebilde ans, ura verschiedene „correlative" durch Variation der 
Constanten abzuleiten, wobei er hauptsächlich auf die Deutung der negativen und imaginären 
('oefficienten achtet. Bei der Lösung seiner zahlreichen Aufgaben wendet er das „Prinzip der 
Erhaltung der Anzahl" thatsächlich an, das später von Schubert ausgesprochen wurde (vei^l. den 
Abschnitt über Ebene Curven). 

Es war jedoch Poncdel, welcher nach Gkbsch (z. Ged. an J. Pliicker, S. 11) „zuerst eine 
projektivische Geometrie schuf, welche der jetzigen Gestalt der Geometrie sehr nahe kommt. Bei 
ihm treten die reinen Lagenverhältnisse als solche deutlich hervor; ein grosses und für die Ge- 
staltung der Wissenschaft fundamentales Princip, das der Dualität, wurde von Poncelet und Gergonne, 
in Wetteifer und Streit, gegründet, beleuchtet und seinem wahren Ausdruck entgegengeführt." 

Wähi-end bei PonccH sich schon der Begriff des Doppelverhältnisses findet, soll dessen 
principielle EinfUhning nach Clebsch erst in Mi^tus' Barycentrischem Kalkül vorkommen. Der Inhalt 
des letztern blieb aber, seiner eigenthümlichen Darstellung wegen, lange Zeit verschlossen. 
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Cliasks hat viele Untersuchungen von Mobius und Steiner von neuem aufgestellt und die 
projektivische Geometrie in seinen Aper<,^u Historique und in den Comptes Rendus gefördert und 
bekannt gemacht. 

Seydemtz veröffentlichte in den Jaliren 1846—47 eine Reihe guter Aufsätze in Grunerfs 
Archiv (Bde. 7-10). 

In V. Statidt's „Beiträgen"* finden sich eine grosse Menge neuer Gedanken und Sätze an- 
gehäuft. Das Verständniss dieses Werkes wird sehr erleichtert durch Reyes „Geometrie der Lage" 
(1866-1880). 

Vorbemerkung (2). Die Projektivität lässt sich geometrisch als eine Abbildung be- 
trachten, indem man die beiden sich entsprechenden Gebilde auf Räume von je einer, zwei oder 
drei Ausdehnungen bezieht, und das eine als das Urbild, das andere als das Abbild betrachtet. 
Dabei können die entsprechenden Räume eine beliebige Lage gegen einander haben, und auch 
zusammenfallen, nur müssen ihre Coordinaten unterschieden werden. Irgend einem Satze in der 
einen Figur entspricht dann ein „Bildsatz" in der andern. Meistens jedoch wird das Wort 
Abbildung in der engern Bedeutung der eindeutigen Transformation gebraucht. 

In diesem Sinne beschreibt C/iasles (A. H. p. 189—252) die grundlegende Methode von Monge 
in dessen Göomötrie Descriptive. 

Vorbemerkung (3). Die Projektivität kann aber auch analytisch als Transformation 
betrachtet werden. Die Transformationen lassen sich, wie die Substitutionen, in Gruppen theilen, 
so dass die Verbindung der Transformationen innerhalb einer Gruppe keine Transformationen liefert, 
die nicht schon in der Gruppe enthalten sind {Jordan in ToHdinis Ann., 1868—69, p. 167; Klein in 
den Math. Ann. Bd. 6, S. 118; Synopsis, Bd. I, S. 281). 

Diejenigen Transformationen, welche nur die Lage oder die Grösse oder den Sinn (s. oben 
I. Abschnitt, n, 4.) eines Gebildes ändern, so wie alle aus ihnen Derivirten, bilden zusammen eine 
grosse Gruppe, welche die Hauptgruppe genannt wird {Klein, Erlang. Programm, 1872, S. 6). 

Alle Eigenschaften eines Gebildes, welche durch eine angenommene Gruppe nicht geändert 
werden, heissen ndLoh MÖbius (Werke, Bd. I, S. 591) projektivische Eigenschaften des Gebildes. 

In so fern diese Transformationen linear sind, liegt es nahe, die projektivische Geometrie 
als das Gegenbild der Invariantentheorie zu betrachten. CayUy und Clebsch suchten diese gegen- 
seitige Beziehung hervorzuheben, woi-über man im I. Bande der Synopsis (Sachverzeichniss: 
Geometrische Deutung) Einiges findet. Doch ist der Einfluss der Invariantentheorie auf die Ent- 
wicklung der projektiv ischen Geometrie bis jetzt nur ein geringer gewesen (vergl. Math. Ann. 
Bd. 7, S. 37). 

Vorbemerkung (4). Nach dem Vorgange von Chnsles, Hesse und Cayley wird im Folgenden 
auch die analytische Darstellung angewandt werden, obwohl dieselbe durch die rein syntlietische 
Methode ersetzt werden kann, und in der That in manchen Lehrbüchern grundsätzlich ausgeschlossen 
ist (vergl. oben I, 3., Zusatz (2)). 

1. Zwei geometrische Gebilde, seien sie elementar oder zusammengesetzt, derselben oder 
verschiedener Art, aber von gleicher Mannigfaltigkeit oder Stufe, heissen projektivisch, wenn 
das eine aus. dem andern abgeleitet werden kann durch eine endliche Anzahl von 
Projektionen und Schnitten {üremona, Proj. Geom. art. 40). 

Zusatz (1). Projektionen und Schnitte werden von Cremona als fundamentale Operationen 
der proj ektivi sehen Geometrie bezeichnet (art. 7, Note). Sie sind umgekehrte Operationen, indem 
die eine die andere aufhebt, und heissen deshalb complementär (art. 39). 

Zusatz (2). Die Projektivität zerfällt in zwei Hauptklassen: die gleichartige, auch 
Homographie oder Collineation genannt, wobei nur Gebilde derselben Art einander entsprechen, 
also Punkte nur Punkten, Gerade nur Geraden, und Ebenen nur Ebenen; und die ungleichartige, 
auch Reciprocität oder Dualität genannt, wo ein Punkt im einen Gebilde einer Linie oder Ebene 
im andern entspricht. 
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Die verschiedenen Projektivitäten werden vermittelt durch „Uebertragungsprincipe'*, nach 
welchen eine und dieselbe analytische Formel verschiedene Deutungen erhält. Vergleiche Plückers 
S. A. G. (§ 3, no. 70) und Hesse s Vier Vorles. (S. 32 und 44). 

Beide Arten von Projektivität finden sich schon in Möbius* Barycentrischem Kalkül, aber 
nach Clchsch minder durchsichtig, weil daselbst noch der Begriff der Linien- und Plancoordinaten fehlt. 

Der Ausdruck „Correlation" bedeutet bei Carnot die gleichartige, bei Cluisles die ungleich- 
artige Projektivität. 

Zusatz (3). Die drei Grundgebilde erster Ordnung und erster Stufe haben also drei 
Homographien und drei Reciprocitäten, die vier Grundgebilde zweiter Stufe haben vier Homo- 
graphien und ^echs Reciprocitäten u. s. w. 

Zusatz (4). Ist ein System mit zwei andern reciprok verwandt, so sind letztere homo- 
graphisch verwandt; ist eines von zwei homographischen Systemen mit einem dritten reciprok 
venvandt, so sind es beide {PlücJcer, S. A. G. No. 99). 

Zusatz (5). V. StaucU zeigt im Einzelnen (Geom. d. L. art. 129—138), wie man ver- 
schiedene Systeme von ebenen und räumlichen Gebilden homographisch oder reciprok auf 
einander beziehen kann. 

2. Die Constanz der Doppelverhältnisse homographischer Gebilde von dei'selben 
Mannigfaltigkeit wurde von Möhius (Bar. Cal. § 221—226) fllr Punktgebilde in folgender Weise 
dargestellt: 

(a) In zwei coUinear verwandten geradlinigen Punktreihen ist das Doppelverhältniss 
der Strecken 

AG, AB 
CB'DB 

von je vier Punkten der einen Geraden gleich dem Doppelverhältniss der entsprechenden Strecken 
auf der andern Geraden. 

(b) In zwei coUinear verwandten Punktebenen ist das Doppelverhältniss der Dreiecke 

AGP , AEF 
GBB ' EFB 

von je sechs Punkten der einen Ebene gleich dem Doppelverhältniss der entsprechenden Dreiecke 
auf der andern Ebene. 

(c) In zwei coUinear venvandten Punkträumen ist das Doppelverhältniss der Tetraeder 

ACBE ,AFGH 
GDEB ' FGHB 

von je acht Punkten des einen Raumes gleich dem Doppelverhältniss der entsprechenden Tetraeder 
im andern Räume. (Vergl. Steiners Werke, Bd. I, S. 265; Plückers S. A. G. no. 75). 

Zusatz (1). Die Constanz des Doppelverhältniss bezieht sich auf den Inhalt der ge- 
nannten Figuren. 

Die entsprechenden Sätze für die aus Strahlen oder Ebenen zusammengesetzten Grund- 
gebilde erhält man durch dualistische Umformung. 

. Zusatz (2). Sind also zwei Gebilde einem dritten projektivisch, so sind sie auch unter 
einander projektivisch [Hessey Vier Vorles., S. 7). 

Zusatz (3). Ist also das Doppelverhältniss für eine Gruppe von vier Elementen gleich —1, 
d. h. ist die Gruppe harmonisch, so ist es auch ihre entsprechende. Bildet also das eine von 
zwei projekti vischen GebUden eine Involution, so bildet auch das andere eine solche. 

Zusatz (4). Dieser Satz findet sich dem Wesen nach in des Pappus Mathematicae 
Collectiones (lib. VE, propositio 129, auch als theorema 118 und lemma III bezeichnet). Pappus 
setzt nämlich einen Büschel von drei Strahlen voraus und zeigt, dass für die Abschnitte einer 
jeden Transversale der Quotient zw^eier gewisser Rechtecke constant bleibt. Durch Division lässt 
sich dieser Quotient in ein Doppel verhätniss venvandeln. 
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Commamlinos lateinische Uebei'setzung (Pisauri, 1588) ist nicht besonders klar. Der Beweis 
ist von acht Figuren begleitet. 

CMsles (G^ora. Sup. 1880. pag. XXI) erwähnt noch fUnf spätere Propositionen, in welchen 
Pappus von dem erwähnten constanten Doppelverhältnisse spricht. 

3. Satz von ChmUs (Compt. Rend. 1855, t. 41, p. 1098). Wenn zwei geometrische Gebilde, 
nach einem beliebigen aber nicht transcendenten Gesetze, so auf einander bezogen sind, dass 
jedem Elemente des einen immer ein und nur ein Element des andern entspricht, und 
umgekehrt, so sind die Gebilde in Bezug auf ihre Elemente projektivisch, indem das Doppel- 
verhältniss von je vier Elementen des einen Gebildes gleich ist demjenigen der vier entsprechenden 
Elemente. 

Zusatz (1). Der Satz wurde erst von CMsles nur ausgesprochen, und später von Gremoim 
und Hesse bewiesen. Cliasles selbst gab einen Beweis in seinem A. H. (p. 695—696). 

Nach Geiser (Tortolims Ann. 1870 -71, t. 4, p. 25) ist dei-selbe aber an die Bedingung 
gebunden, dass die Abhängigkeit zwischen je zwei entsprechenden Elementen sich mittelst einer 
algebraischen Gleichung ausdrücken lasse, welche für alle reellen und complexen Werthe des 
Arguments giltig bleibt. 

Zusatz (2). Jeder dieser drei Sätze kann als Definition der Projektivität gelten. 

Zusatz (3). Entsprechende Elementenreihen heissen gleichliegend oder ungleich- 
liegend, je nachdem dieselben in beiden Gebilden in gleicher oder entgegengesetzter Richtung 
aufeinander folgen. 

4. Die Stetigkeit der Projektivität folgt unmittelbar aus Cretnmas Definition der Projektivität 
(oben 1., vergl. Math. Ann. Bd. 7, S. 537). 

Zusatz (1). Diese Stetigkeit wurde von Mobius (1863, Werke, Bd. 11, S. 435—471) eingehend 
untersucht. Er bezeichnet dieselbe als Elementare Verw^andtschaft (Verwandtschaft in den kleinsten 
Elementen) und definirt sie als ein derartiges gegenseitiges Entsprechen, „dass von je zwei an 
einander grenzenden Elementen der einen Figur die zwei ihnen entsprechenden Elemente der 
andern ebenfalls zusammenstossen". 

Er bespricht diese Stetigkeit bei Linien, Flächen und Körpern, und theilt zu diesem Zwecke 
die Flächen in Klassen ein, so dass alle Flächen einer Klasse und nur diese in stetiger Projektivität 
stehen können. Diese Klassen sind bedingt durch gewisse geschlossene Begrenzungen (vergl. 
unten V, 12., Jordan's Bedingungen der Flächenabbildung). 

Zusatz (2). Dass in jedem gegebenen Segmente eines Grundgebildes Elemente liegen, 
\velche man, von drei beliebig gegebenen Elementen ausgehend, durch fortgesetzte Construktion 
des vierten harmonischen Elementes wirklich erreichen kann (vergl. oben Grundlagen der Geometrie, 
in, 7.), wurde von r. Staudt ausgesprochen und von Klein (Math. Ann. Bd. 7, S. 531 ff.; vergl. Bd. 17, 
S. 52) streng bewiesen. 

Zusatz (3). Nicht zu verwechseln mit dieser Stetigkeit ist die Schlussweise von einer 
Figur auf die andere oder von einem Raum auf einen andern, dessen sich Kepler (1604 Ad 
Vitellionemj Opera Omnia, vol. II, p. 185—188) und Newton (Phil. Nat. Principia 1686, lib. I, Sectio V, 
Lenmia 22 am Schluss) bedienten. Kepler bezeichnete das Princip als „Analogie** oder seinen 
„treuesten Lehrmeister". Dasselbe Princip wurde von Boscovich S. J. (Elementa Univ. Math., 
Venetiis, 1757, t. III, Appendix, p. 311) ausführlich geometrisch behandelt, unter dem Namen 
Princip der Continuität (nach Taylor, Ancient and Modern Geometry of Conics, Cambridge, 1881). 

Es war später Gegenstand des Streites, worüber man in Poncelefs Propri6t6s Projectives 
(t. II, Suppl. p. 351—359) Näheres findet. 

Chasles (A. H. p. 204) nannte es „Princip der zufälligen Beziehungen". . 

Flacker (Grelles J., Bd. 5, S. 268—269) betrachtete es als eine sehr fruchtbare Ergänzung 
der Projektivität. 

4 
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Das Princip wurde später von Klein und Lie (Math. Ann. Bd. 4, S. 50) in bestimmterer 
Passung ausgesprochen. 

6, Eine projektivische Massbestimmung, als Verallgemeinerung der metrischen, wurde 

von Cnyley (Phil. Trans. 1859, vol. 149, Papers, vol. 11, p. 561 ss.) begründet und von Klein (Math. 

Ann. Bd. 4, 1871, S. 573—625, u. Bd. 6, 1873, S. 112—145) veiToUkomranet. Man kann dieselbe 

in der symbolischen Form definiren: 

Entfernung zweier Punkte =c*l(/ (Doppelverhältniss der beiden Punkte), 
Winkel zweier Ebenen ^=C'lg (Doppelverhältniss der beiden Ebenen), 

die Doppelverhältnisse genommen in Bezug auf ein gegebenes Grundgebilde zweiten Grades: 

(a) Im Räume ist dieses Giiindgebilde eine Fläche zweiten Grades. 

Das Doppelverhältniss der beiden Punkte wird genommen in Bezug auf die Schnittpunkte 
ihrer Verbindungslinie durch die Fläche; das Doppelverhältniss der beiden Ebenen wird ge- 
nommen in Bezug auf die Tangentialebenen ihrer Schnittlinie an die Fläche. 

Zusatz. Für Strahlen- und Ebenenbündel ist die Grundfläche ein Kegel mit dem 
Scheitel in deren Träger. 

In diesem Falle hat man das Doppelverhältniss für zwei Gerade oder Ebenen zu bilden in 
Bezug auf die beiden erzeugenden Geraden oder Ebenen des Kegels, welche bezüglich in der Ebene 
der beiden Geraden liegen oder durch den Schnitt der beiden Ebenen gehen. 

(b) In der Ebene ist dieses Grundgebilde ein Kegelschnitt (Catjleys „Absolute"*), als 
Durchschnitt der Ebene mit der in (a) genannten Fläche. 

Zusatz (1). Dieser Kegelschnitt ist der Ort derjenigen Punkte, welche von einem beliebigen 
Punkte unendlich weit abstehen; oder auch der Ort derjenigen Tangenten, welche mit einer be- 
liebigen Geraden einen unendlich grossen Winkel bilden. 

Zusatz (2). Ist das ebene Gebilde ein Strahlenbüschel, so wird das Doppelverhältniss 
je zweier Strahlen genommen in Bezug auf ein Geradenpaar, welches das System der beiden 
Tangenten an jenen Kegelschnitt bildet, also durch die beiden unendlich fernen imaginären Kreis- 
punkte geht. 

(c) Auf, einer Geraden ist das Grundgebilde das System der beiden unendlich fernen 
Punkte, als Durchschnitt dieser Geraden mit dem in (b) genannten Kegelschnitt. 

6. Diese Massbestimmung setzt eine lineare Transformation voraus, die sich analytisch 

darstellen lässt durch die Formel: 

/ = Xs, 
so dass die Scala lautet wie folgt: 

wo der Exponent a die Anzahl der Scalentheile angiebt und auch irrational sein kann. 

Die obigen Formeln erfüllen dann die Hauptbedingungen einer Massbestimmung: Die 
Massunterschiede lassen sich durch Addition und Subtraktion mit einander verbinden; der 
Massunterschied eines Elements in Bezug auf sich selbst verschwindet; er bleibt unverändert, 
wenn man auf zwei Elemente zugleich eine lineare Transformation anwendet, bei welcher das 
Grundgebilde unverändert bleibt. 

Zusatz (1). Die analytische Darstellung des Doppelverhältnisse& in Bezug auf das Grund- 
gebilde zweiten Grades findet man oben im I. Abschnitte (III, 8). 

Zusatz (2). Der Logarithmus in den obigen Formeln lässt sich (Synopsis, Bd. I, S. 47) 
durch einen arcus cosinus oder arcus sinus darstellen, wie es bei CayUy geschieht. 

7. Nach Klein gilt diese Massbestimmung für sämmtliche oben im I. Abschnitt erwähnten 
geometrischen Systeme (Math. Ann. Bd. 4, S. 579 ff.): 

Ist das Grundgebilde reell, so umfasst sie die hyperbolische Geometrie; 
Ist das Giiindgebilde imaginär, so umfasst sie die elliptische Geometrie; 
Ist das Grundgebilde zerfallend, so umfasst sie die parabolische Geometrie. 
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Zusatz (1). Im ersten Falle darf die Grundfläche keine geradlinige sein. 

Zusatz (2). Im letzten Falle zerfällt die Grundfläche im Räume in eine (doppelt zählende) 
unendlich ferne Ebene, oder, dualistisch gesprochen, in den unendlich fernen „imaginären Kugel- 
kreis"; ähnlich zerfällt der Grundkegelschnitt in der Ebene in die (doppelt zählende) unehdlich 
ferne Gerade, oder dualistisch, in die beiden unendlich fernen „imaginären Kreispunkte"; in der 
Geraden endlich fallen die beiden unendlich fernen Punkte zusammen. (Vergl. oben die Grund- 
lagen d. G. n, 2., Zusatz (2)). Den Zusammenhang der Winkel in der Ebene mit dem genannten 
Doppelverhältnisse hatte Laguerrc schon im Jahre 1853 erkannt (Nouvelles Ann. t. 12, p. 64). 

Zusatz (3). Diese Massbestimmung wurde erläutert von CayUy (Math. Ann. Bd. 5, 
S. 630), der für die hyperbolische Geometrie eine Trigonometrie aufstellte, dabei aber den Grund- 
kegelschnitt als kreisförmig voraussetzte. 



III. Hauptstflck. 

Homographie. 

Vorbemerkung (1). Homographie bedeutet im Allgemeinen, wie ihr Name andeutet, 
die gleichartige Projektivität, wo also Punkten nur Punkte, Geraden nur Gerade, Ebenen nur 
Ebenen entsprechen. MSbius behandelt dieselbe in seinem Barycentrischen Kalkül (1827) unter 
dem besondern Gesichtspunkte der Collineation (§217), indem Punkten in einer Geraden immer 
wieder Punkte in einer Geraden entsprechen. 

Er folgert daraus, dass auch Punkten in einer Ebene immer wieder Punkte in einer Ebene 
entsprechen, ebenso Büscheln und Bündeln von Strahlen und Ebenen immer wieder Grundgebilde 
derselben Art. 

Es entsprechen ebenfalls den Curven und Flächen wieder Curven und Flächen von dem- 
selben Grade, während Gebilde verschiedenen Grades nie coUinear sein können. 

Nach Bdtzer (Elemente d. Math. 11. Bd., 1878, S. 190) ist das Wort Homographie bei Chades 
die Uebersetzung von Collineation, ein Ausdruck, der bei Magnus vorkommt. 

Vorbemerkung (2). Die gewöhnliche Homographie, im Gegensatz zur Projektivität höherer 
Ordnung (s. unten V) umfasst alle linearen Transformationen oder Substitutionen, wie sie im 
I. Bande der Synopsis (S. 210) dargestellt sind, nur mit dem Unterschiede in der geometrischen 
Auslegung, dass bei der Coordinatenverwandlung dasselbe Gebilde in Bezug auf verschiedene 
Coordinatensysteme betrachtet wird, in der Homographie hingegen verschiedene Gebilde in Bezug 
auf dasselbe System (vergl. Plückers S. A. G. no. 70—73 und Clebsch-Lindcfnann, I, S. 251). 

Vorbemerkung (3). Die Homographie wird identisch, wenn ein Gebilde linear auf sich 
selbst bezogen wird. Ein Beispiel liefern die orthogonalen Substitutionen (Synopsis, Bd. I, S. 212), 
welche die Quadratsumme der Veränderlichen ungeändert lassen. Diese Transfonnation wird von 
Cayhy (Phil. Mag. vol. 6 und 7, 1853—54; Papers H, p. 105 und 133) zur „homographischen 
Transformation einer Fläche zweiter Ordnung in sich selbst" benutzt. Später (Crdle's J. Bd. 50, 
1855, S. 288 und Phil. Trans, vol. 148, 1858, p. 39; Papers II, p. 192 und 497) dehnte er diese 
automorphe lineare Transformation auf allgemeine und auf bilineare quadratische Funktionen aus. 

A. Hoinographische Grundgebilde erster Stufe. 

1. Sind S2^ = und ^^ = die Gleichungen zweier Gebilde ersten Grades (in Punkt-, 
Linien- oder Plancoordinaten), welche den Träger bestimmen, und 

n+kn'=o 

4* 



= 0. 
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die Gleichung eines Grundgebildes, stellt man ferner zwischen den Parametern X und fi zweier 
solchen Gebilde eine Bedingungsgleichung auf 

welche in Bezug auf jeden Parameter linear (lineo-linear oder bilinear) ist, so stellen die beiden 
Gleichungen 

die allgemeine Homographie zweier Grundgebilde erster Stufe dar [Hcsscy Vier Vorles. S. 2). 

Zusatz (1). Wählt man zwei zugeordnete Elemente zu Leitelementen (welche Bedingung 
nur den analytischen Ausdruck beinflusst), so hat man 

a = 0, d = 0, u — - A. 

Man kann dann (nach Aenderung von Q'^ die Homographie darstellen durch 

i2i + A ß'j r= 0, Ä + A i2;=i 0. 

Zusatz (2). Da die Bedingungsgleichung der Homographie 

alii + 6A + CfA + d = 

drei Constanten hat, so müssen zur vollständigen Bestimmung zweier homographischen Gebilde 
erster Stufe drei Paare entsprechender Elemente bekannt sein. Bezeichnet man diese mit untern 
Zeigern, so kann man die Bedingungsgleichung in die Gestalt bringen: 

l fJb X (l 1 

Es sind also irgend vier Elemente (A, Aj, Ag, Aj) honiographisch zu vier andern {ft, f'iy fJi2fh)^ wenn 
sie dieser Bedingung genügen {Cayley, Phil. Trans, vol. 148, 1858; Papers, vol. II, p. 534). 
Zusatz (3). Stellt man die homographischen Gebilde in homogener Gestalt dar: 

xn^ + X'n\ = 0, iiQ^ + ii'n\ = o, 

so lautet die Bedingungsgleichung der Homographie: 

aX'(i'+ hX'ii 4- cXii'^ dX(A = 0. 

Zusatz (4). Eine geometrische Construktion der Homographie gibt Möhitis (Bar. Calc. 
§ 227 ff). 

Zusatz (5). Die Homographie lässt sich auf drei Grundgebilde ausdehnen, so dass 
jedesmal drei Elemente in den drei Gebilden sich eindeutig entsprechen, also an Stelle von 
Elementenpaaren Elemententripel treten. Eine Homographie zwischen drei Grundgebilden 
erster Stufe oder Mannigfaltigkeit wird ausgedrückt durch eine trilineare Bedingungsgleichung. 
Schubert (Math. Ann. Bd. 17.. 1880, S. 457) bezeichnet die drei Parameter mit x,x',x" und stellt die 
Homographie dar durch die Gleichung: 

xx'x"+ {ax'x'' + a'x"x + a"xx') + {hx + h'x' + V'x") f c = 0. 

Die einfachste unter den vielen trilinearen Beziehungen ist wohl diejenige, wo jedes 
Punkttripel in einer Geraden liegt, oder jedes Geradentripel durch einen Punkt geht, oder jedes 
Ebenentripel eine gemeinschaftliche Schnittlinie hat. 

Die trilineare Homographie ist noch in der Ausbildung begriffen. Man vergleiche B. Klein s 
„Theorie der trilinear- symmetrischen Elementargebilde" (Marburg, 1881) und seinen Aufsatz in 
ToHdini'^ Annalen (t. 18, 1890, p. 213), ebenso Cayleij^ Math. Papers (no. 50, 55, 70, 95, 98). 

2. Liegen zwei homographische Systeme in demselben Räume, so erhält man die Be- 
dingung, dass ein Element ii in einem Elemente X liege, indem man die Coordinaten des Elementes /* 
in die Gleichung des Elementes X einsetzt und den Werth ju. aus der obigen Bedingungsgleichung 
bestimmt. Dadurch erhält man eine quadratische Gleichung in X, so dass zwei homographische 
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Grundgebilde erster Stufe im Allgemeinen zwei und nur zwei sich selbst entsprechende 
Elemente haben können. 

Zusatz. Fallen also mehr als zwei entsprechende Elemente bezüglich in einander, so ist 
dies mit allen der Fall. 

3. Unendlich ferne und rechtwinklige Elemente {Steiner's Werke, Bd. I, S. 255, 
201 u. 316): 

(a) In jeder von zwei homographischen Punktreihen lässt sich ein und nur ein Element 
angeben, dessen entsprechendes im andern Gebilde im Unendlichen liegt. Diese beiden im 
Endlichen liegenden Elemente heissen Gegenpunkte. 

Zusatz. Bezeichnet man dieselben mit M und N (so dass Jtfi und Ni die beiden ent- 
sprechenden unendlich fernen Punkte sind), und beliebige Paare entsprechender Elemente mit 
Ä, A^', JS, Bi\ u. s. w., so ist das Produkt der Entfernungen von den Gegenpunkten constant: 

{MA) {NA,) = {MB) {NB,) = ,.. = const. 

(b) In jedem von zwei homographischen Strahlen- oder Ebenenbtischeln lassen sich zwei 
auf einander senkrechte Elemente finden, deren entsprechende im andern Gebilde auch auf einander 
senkrecht stehen. Bezeichnet mair die beiden senkrechten Paare mit M, üf, ; N, N,, und beliebige 
Paare entsprechender Elemente mit A, A^\ B, B,\ u. s. w., so ist das Produkt der Tangenten constant: 

tg {MA) tg {NA,) = tg {MB) tg {NB,) = ,.. = const. 

B. Hoinognt*aphische Gebilde höherer Stufe. 

Vorbemerkung. Eine Darstellung homographischer Gebilde zweiter und dritter Stufe 
durch verschiedene Parameter und lineare Bedingungsgleichen, ähnlich der oben in 1. gegebenen, 
scheint noch nicht versucht worden zu sein (vergl. Salmon-Fiedler, Anal. Geom. d. R. n, S. 5). 

4. Mobius drückte die Collineation analytisch mit Hilfe seines Barycentrischen Kalküls 
aus (§ 235 IT.) und führte zu diesem Zwecke besondere Abkürzungen ein. 

Später jedoch gab er auch eine Darstellung in gewöhnlichen Coordinaten {Crelles J., Bd. 4, 
1829, S. 101): 

(a) Für ebene coUineare Systeme hat man die Uebergangsformeln: 

x' p y' q 



w' u' w' u 



Hier sind x\ %j\ w' die homogenen Coordinaten eines Punktes in dem einen Systeme und 
p, q, u lineare Funktionen der Coordinaten x, y, w des entsprechenden Punktes im andern Systeme. 
Diese Formeln haben 8 willkürliche Constanten, welche durch 4 Paare entsprechender Punkte 
bestimmt sind. 

(b) Für räumliche coUineare Systeme hat man die Uebergangsformeln: 



x' p 


y' i 


z' 


r 


10 u 


w' u' 


w' 


u 



Hier sind x', y\ z\ w' die homogenen Coordinaten eines Punktes im Räume, und p, q. r, u 
lineare Funktionen der Coordinaten x, y, z, w des entsprechenden Punktes im andern Systeme. 
Diese Formeln haben 15 willkürliche Constanten. 

Zusatz (1). PlücJcer (S. A. G. 1835, no. 82) verallgemeinerte die obigen Formeln wie folgt: 

x'p' xp X'q' Xq jt^V fir 

wo X, x' . . . Constanten bedeuten und p\ u\ ... lineare Funktionen von x\ y' .... sowie p. m, ... 
lineare Funktionen von a:, y, . . . sind. 
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Zusatz (2). Dieselben Formeln wurden später (1837) von Clmshs (A. H. p. 766 ss.) ent- 
wickelt und als neu bezeichnet (p. 770). Nach ihm beziehen sich von den 15 willkürlichen 
Constanten 6 auf die Lage und die übrigen 9 auf die Gestalt des zweiten homographischen Gebildes. 

Er führt auch die obigen Formeln durch passende Wahl des Coordinatensystems auf die 
einfachste Form zurück. 

6, Die Homographie von Gebilden zweiter und dritter Stufe lässt sich auch geometrisch 
definiren. Man kann nämlich durch beliebige Wahl der nöthigen Elementenpaare die Homographie 
bestimmen, und dann zu jedem neuen Elemente das entsprechende durch Construktion angeben. 

Zusatz (1). Eine solche Construktion für lineare, ebene und räimiliche Punktsysteme gibt 
Mobiiis (Bar. Cal. § 227 «f.). 

Zusatz (2). GJiasks (A. H. p. 757—759) gibt eine Construktion mit Hilfe seiner Ver- 
hältnisscoordinaten (s. unten: Die Coordinatensysteme H, 10.). Dieselbe gestaltet sich für 
räumliche Gebilde wie folgt: 

Es seien zwei Tetraeder {ahcd) und (a'&'c'd') gegeben, deren Ecken (und Flächen) sich 
gegenseitig entsprechen. Legt man dann durch einen Punkt des ersten Gebildes drei Ebenen so, 
dass sie durch die drei Kanten bc, ca, ah des ersten Tetraeders gehen und die entgegengesetzten 
Kanten in den Punkten a, ß, y treffen, und sucht man dann Tauf den Kanten a'd', b'd', c'd' des 
zweiten Tetraeders drei entsprechende Punkte a', ß\ / mittelst der Gleichungen 

wo X, (i, V drei Constante bedeuten, so ist der Durchschnitt der drei Ebenen 

a'Vc\ ß'c'a\ r'a'V 

der homographische Punkt im zweiten Gebilde. 

Ebenso bestimmen die drei Punkte a, ß, y eine Ebene und «', ß\ / die h omo- 
graphische Ebene. 

Bei homographischen Gebilden in der Ebene hat man an Stelle der Tetraeder Dreiecke 
zu setzen und an Stelle der Ebenen gerade Linien. 

Zusatz (3). Das einfachste Beispiel der Collineation bildet die Perspektive (s. unten VHI). 
Man erhält also ebene coUineare Figuren durch beliebige ebene Schnitte von Pyramiden 
oder Kegeln. 

6. In homographischen Gebilden, die in demselben Räume liegen, gibt es immer eine 
Figur sich selbst entsprechender Elemente. • 

Während diese Figur bei homographischen Gebilden erster Stufe aus einem Punktepaar 
besteht (s. oben 2.), ist sie bei Gebilden zweiter Stufe ein Dreieck, bei Gebilden dritter Stufe 
ein Tetraeder, deren Ecken und Seiten oder Flächen sich selbst entsprechen (CJiasles, A. H. 
p. 834; Clebsch-Lindcinann, H, S. 359). 

Zusatz (1). Verschiebt man eines der homographischen Gebilde, so ändert auch die sich 
selbst entsprechende Figur ihre Gestalt und Lage. 

Zusatz (2). Plücker (S. A. G. no. 80) nennt die Ecken und Seiten des genannten Dreiecks 
nach Magnus Situationspunkte und Situationsaxen. 

Von diesen drei Ecken ist immer wenigstens eine reell, ebenso von den drei Seiten. 

Zusatz (3). Sind die Systeme affin (s. unten VIT, 1., Zusatz (2)), so liegt eine Seite des 
Dreiecks im Unendlichen, riüvkcr (S. A. G. no. 83, 89, 91, 92) erklärt die Construktion der im 
Endlichen liegenden Ecke und bespricht auch den Fall, wo die beiden im Endlichen bleibenden 
Seiten imaginär sind oder zusammenfallen, ebenso den Fall, wo alle drei Ecken ins Unend- 
liche fallen. 

Sind die Systeme congruent, so wird das Dreieck vollständig unbestimmt, indem jedes 
Element sich selbst entspricht. 

Den entsprechenden Satz für reciproke Systeme s. unten IV, 6. 
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7. Der Collineation hat Möhius später (1853, Werke, Bd. ü, S. 207 u. 243 ff.) die Kreis- 
verwandtschaft an die Seite gestellt. Er weist dabei (S. 247) auf frühere Untersuchungen von 
Magnus (1832 in Creües J. Bd. 8 und in seiner „Sammlung** S. 236 u. 290) hin, welche dieselbe 
Verwandtschaft als besondem Fall einer höhern enthalten. 

Wie bei der Collineation je drei Punkten in einer Geraden wieder drei Punkte in einer 
Geraden entsprechen, so sollen bei der Kreisverwandtschaft je vier Punkten in einem Kreise 
wieder vier Punkte in einem Kreise entsprechen, so dass also, wie dort jeder Geraden wieder eine 
Gerade, so hier jedem Kreise wieder ein Kreis entspricht, folglich auch jeder Kugelfläche 
wieder eine Kugelfläche. 

Zusatz (1). Diese Verwandtschaft ist aber noch unbestimmt, so lange man keine Pest- 
stellungen über die unendlich fernen Punkte macht. Nimmt man an, dass die unendlich fernen 
Punkte wieder unendlich fernen Punkten entsprechen, so fällt diese Verwandtschaft mit der Aehn- 
lichkeit zusammen. 

Nimmt man aber an, dass gewissen Punkten im Endlichen, den sogenannten Central- 
punkten, zwei unendlich ferne Punkte entsprechen, so erhält man eine von den fillhern ver- 
schiedene Verwandtschaft, deren Eigenschaften von Mdbius auf geometrischem Wege unter- 
sucht werden. 

Zusatz (2). Kreisvervvandte Gebilde können als stereographische Projektionen eines 
gemeinschaftlichen sphärischen Gebildes betrachtet werden, sind also, wie zu letzterem, so auch 
unter sich, in den kleinsten Theilen ähnlich. Sphärische Figuren heissen ebenfalls kreis- 
verwandt, wenn ihre Projektionen es sind. 

Zusatz (3). Cayley bespricht diese Verwandtschaft im Quart. J. of Math. (vol. 2, 1858; 
Papers, III, p. 118) und bemerkt, dass die Verwandtschaft bestimmt ist, sobald man drei Elemente 
in jedem Gebilde als einander entsprechend gewählt hat. 
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Dualität. 

Vorbemerkung (1). Das Princip der Dualität wurde fast gleichzeitig bearbeitet von 
Gergonne, Pancelet, Plücker und Möbius. lieber die Priorität entstand ein Streit, über den man in 
Gergonm's Annalen (t. 18, 1827, p. 125 — 149) und in Poncdefs Propr. Proj. (t. II, Section Supplöm. 
p. 359—396) das Nähere findet. 

Gergonne beruft sich (p. 127) auf seine Arbeiten aus dem Jahre 1819 (Ann. t. 9, p. 289 
und 321) und Poncelet auf sein der Akademie der Wissenschaften im Jahre 1824 vorgelegtes Memoir. 

Letzteres erschien in Grellen Journal (Bd. 4, 1829, S. 1). Unterdessen hatte Gergonne seine 
eigene Theorie veröffentlicht in seinen Annalen (t. 16, 1826, p. 209 und t. 17, p. 214). 

In dem letzteren Bande (t. 17, p. 37) gab auch Plücker eine Reihe dualistisch sich gegenüber- 
stehender Sätze. 

MSbius behandelte dasselbe Princip in seinem Barycentrischen Kalkül (1827, § 272 ff. 
und § 285 ff.) 

Erst in spätem Arbeiten jedoch trat das Princip in voller Klarheit hervor, namentlich in 
Plücker^ „Entwicklungen" (Bd. 11, 1830) und „Theorie der Algebraischen Curven" (1839, no. 51) 
und in Chasles' „Apercu Historique" (1837, Memoire de G6om6trie etc.). 

Vorbemerkung (2). Das Princip erhielt verschiedene Bezeichnungen: Gergonne (Ann. 1. 16, 
p. 210) nannte es „Princip der Dualität", Poneelet (CreUe's J. Bd. 4, S. 1) hingegen „Theorie der 
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reciproken Polaren" und Plücher (Entwicklungen, Bd. 11, Vorrede, S. V) „Princip der Reciprocität", 
und {Grelles J. Bd. 5, S. 26) „Theorie der Reciprocität", um, wie er sagt, kein neues Wort ein- 
zuführen. 

Vorbemerkung (3). Die Auffassung des Princips war nicht von Anfang an klar. 
Pofieelet vermittelte die reciproke Beziehung zwischen Punkten und Geraden in der Ebene (Punkten 
und Ebenen im Räume) durch eine Curve (Fläche) zweiter Ordnung als Direktrix der ReciprocitUt, 
wobei Pole und Polare sich eindeutig entsprechen. Daraus erklärt sich auch die von ihm fest- 
gehaltene Benennung des Princips. 

Gergotine hingegen behandelte diese Beziehungen unabhängig von Kegelschnitten, wodurch 
allerdings die feste Begründung des Princips, nach dem Ausdrucke von Clchseh (z. Ged. an J. Plücker, 
S. 13), sich in etwas verflüchtigte und der fruchtbare Satz über Pole und Polare „fast als ein 
geheimnissvolles, freilich sehr umfassendes, philosophisches Axiom" erschien. Diese Auffassung 
wurde von Ger gönne selbst durch die Ueberschrift seiner Arbeit (Ann. t. 16, p. 209: „Considörations 
Philosophiques etc.**) nahe gelegt, ebenso auch durch die Benennung Dualität, die er als eine 
allgemeine Eigenschaft des Raumes betrachtete. Vergleiche darüber Plüekers „Entwicklungen" 
(Bd. n, die beiden Anmerkungen S. V und VIII). 

Flacker begründete das Princip nach dem Ausdrucke von Clebsch, indem er von vorn herein 
Punkt und Gerade (Punkt und Ebene) „als gleichberechtigte Grundelemente der Geometrie** 
betrachtete. Auf diese Weise zeigte sich das Princip „als selbstverständlich in dem einen Umstände 
enthalten, dass die Bedingung der vereinigten Lage von Punkt und Gerade in der Ebene, 
sowie für Punkt und Ebene im Räume, eine für die Coordinaten der jedesmal auftretenden beiden 
Gebilde symmetrische Gestalt hat." 

1. Man kann ein ebenes oder räumliches Gebilde dualistisch auf sich selbst beziehen. 

So lässt sich eine ebene Curve betrachten entweder als Ort eines erzeugenden Punktes 
oder als Einhüllende einer erzeugenden Tangente. Im erstem Falle stellt sich ihre Gleichung dar 
durch die Coordinaten ihrer Punkte, im letztern durch die Coordinaten ihrer Tangenten. 

Diese Anschauung überträgt sich unmittelbar von Curven auf Flächen, indem an Stelle 
von Tangenten nun Tangentialebenen und folglich an Stelle von Liniencoordinaten Plancoordinaten 
treten. Die Gerade im Räume ist sich selbst reciprok; sie erscheint entweder als die Verbindungs- 
linie zweier Punkte (als Strahl), oder als Schnittlinie zw^eier Ebenen (als Axe). 

Zusatz (1). Ist das Gebilde in Punktcoordinaten oder in Linien- (Plan-) Coordinaten vom 
wten Grade, so heisst es bezüglich von der nten Ordnung oder der wten Klasse. 

Zusatz (2). Jedem Satze über Curv'en (und Flächen), der sich nur auf Lagenverhältnisse 
bezieht, steht ein entsprechender Satz dualistisch gegenüber, in welchem an Stelle der Ordnung 
die Klasse tritt, ebenso an Stelle von vielfachen Punkten vielfache Tangenten derselben Ordnung, 
an Stelle von Berührungspunkten einer vielfachen Tangente ebenso viele Tangenten eines viel- 
fachen Punktes, anstelle von Rückkehrpunkten Wendepunktstangenten, an die von Wendepunkten 
Rückkehrpunktstangenten. 

Der reciproke Satz ist im Allgemeinen ein neuer Satz, zuweilen jedoch blos die Umkeh- 
rung des gegebenen {Plücher, Entwicklungen, Bd. 11, no. 703). Schon Gergonne (in seinen Ann., 
t. 16, 1826, p. 212) machte darauf aufmerksam, dass der reciproke Satz keines neuen Beweises 
bedarf, sondern mit dem gegebenen zugleich bewiesen ist. 

Zusatz (3). Die Aufstellung dieser reciproken Sätze bildet ein vorzügliches Uebungsmittel 
für Lernende (vergl. die Vorreden zu Beyers und Cremona's Lehi'büchern). 

Ein grosse Anzahl reciproker Sätze über Punkte, Gerade und Ebenen, über Polygone und 
Polyeder, harmonische Gebilde und Involutionen u. s. w\ findet man zusammengestellt in v. Staudt^s 
Geometrie der Lage (1847). 

Zusatz (4). Mobius {Crelle's J. Bd. 10, S. 319—320) nennt entsprechende Punkte und 
Ebenen: Gegenpunkte und Gegenebenen, ebenso entsprechende Gerade Gegengerade. 
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2. Man kann auch zwei verschiedene ebene oder räumliche Gebilde durch irgend ein 
Gesetz so auf einander beziehen, dass jedem Punkte des einen bezüglich eine Tangente oder 
Tangentialebene des andern entspricht. Das eine Gebilde heisst dann die reciproke Figur 
des andern. 

Zusatz (1). Allen geraden Punktreihen, Strahlenbüscheln und Ebenenbüscheln 
einer räumlichen Figur entsprechen dann in der reciproken Figur bezüglich Ebenenbüschel, 
Strahlenbüschel und gerade Punktreihen der andern. 

Aus diesem Grunde legt Cayley (6. Mem., Papers, vol. 11, p. 561 ss.) den Worten: Punkt, 
Gerade, Ebene geradezu einen doppelten Sinn bei, so dass sie in dem einen Gebilde die wört- 
liche Bedeutung behalten, in dem reciproken aber umgekehrt: Ebene, Gerade, Punkt bedeuten. 

Aehnliches gilt für ebene Gebilde. 

Zusatz (2). Beispiele betreffend reciproke Flächen von windschiefen und abwickelbaren 
Flächen u. s. w. findet man bei Satmon- Fiedler (Anal. G. d. R., I, art. 122—129); und einen Versuch 
einer allgemeinen Theorie der Keciprokalflächen, namentlich mit Bezug auf ihre Singularitäten, 
ebendaselbst (art. 494 ss.). Viele Beispiele über die analytische und geometrische Darstellung 
reciproker Flächen gibt Chasles (A. H. p. 657—687). 

3. Die mathematische Darstellung des Princips findet sich in P/iVc/^^rs Entwicklungen 
(Bd. n, no. 697 ff.), in Chasles Apercu Historique (p. 575—694) und in Salmon-Fiedlers Anal. Geometrie 
d. R. (Bd. I, art. 128), und besteht im Wesentlichen in einer linearen Hilfsgleichung (aequatio 
directrix). 

Bezieht man einen Punkt P = {x\ y\ z') auf eine Ebene E: 

wo X, r, Z, U lineare Funktionen von x, y, z sind, so hat man folgende Theoreme: 

(a) Beschreibt der Punkt P ein Gebilde wter Ordnung, so umhüllt die Ebene E ein Gebilde 
Mter Klasse. 

(b) Diese Beziehung ist gegenseitig, d. h. der Berührungspunkt einer Ebene E des ein- 
gehüllten Gebildes ist zugleich entsprechender Punkt der Tangentialebene in dem Punkte P, welchem 
die Ebene E entspricht. 

(c) Bewegt sich der Punkt P im Unendlichen, so dreht sich die entsprechende Ebene J5 
um einen Punkt. 

Zusatz (1). Der Punkt P wird auch der Pol der Ebene E genannt, aber in einem all- 
gemeineren Sinne als dies bei Curven und Flächen zweiten Grades der Fall ist. Denn obige 
Gleichung der Ebene E hat 15 wesentliche Constanten, während die Polarebene einer Fläche 
zweiten Grades deren nur 9 hat (vergl. unten 4., Zusatz (2)). 

Zusatz (2). Beschreibt der Pol P eine Fläche A, so lässt sich die von der Ebene E 
eingehüllte Fläche B geometrisch und analytisch darstellen. Es sei 

Lx ^ My + Nz -{- i=Q 

die Gleichung der Tangentialebene der Fläche A im Punkte P; dann sind die Coordinaten 
ihres Pols: 

X = LU, Y=MIT, Z=NU, 

wo die Constanten L, 31, N von x\ y\ z* abhängen. 

Die Gleichung der Fläche B erhält man durch Elimination von x\ y\ z' aus diesen drei 
Bedingungen und der Gleichung der Fläche A, 

Zusatz (3). Lässt man umgekehrt P die Fläche B beschreiben, so umhüllt E die 
Fläche A. Man hat dann in der Gleichung der Ebene E die Coordinaten x' , y', z' mit x, y, z zu 
vertauschen, also: 

X!x + Yy + Zz + V = 0. 

5 
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Diese beiden Gleichungen der Ebene sind im Allgemeinen nicht identisch, weil sie nach den 
beiden Arten von Coordinaten nicht symmetrisch sind. Nur in zwei Fällen tritt dies nach Chasles 
(p. 084—686) ein: wenn sie die Polärebenen von Flächen zweiten Grades sind, und wenn sie der 
Reciprocität entsprechen, welche sich auf unendlich kleine Verschiebungen gründet. 

Zusatz (4). Die Anwendung dieser Formeln und Sätze auf ebene Gebilde ergibt sich 
unmittelbar durch Auslassen der dritten Coordinate. 

Zusatz (5). PlücJcer gibt in seinen Entwicklungen (Bd. 11, no. 714—715) der „Hilfsgleichung" 
verschiedene einfache Gestalten, indem er über ihre Constanten besondere Annahmen macht. Er 
empfiehlt dieses als ein „ergiebiges Feld der Unterauchung". 

In seinem System der Analytischen Geometrie (no. 103) legt er die symmetrische Gleichung 
zu Grunde: 

^^' + yy' = 1, 

welche eine Gerade in x, y darstellt, die Polare des Pols (x\ y'), oder eine Gerade in x\ y\ die 
Polare des Pols (x, y), 

4, In einem Systeme reciproker Gebilde gibt es eine Anzahl Paare entsprechender 
Elemente der Art, dass jeder Punkt, gleichviel zu welchem Gebilde er gerechnet wird, auf seiner 
entsprechenden Ebene liegt und dass jede Ebene, gleichviel welchem Gebilde sie angehört, 
durch ihren entsprechenden Punkt geht. 

Die erstgenannten Punkte beschreiben eine Fläche zweiten Grades, und die letztgenannten 
Ebenen umhüllen eine andere Fläche zweiten Grades {Chasles, A. H. p. 584; vergl. MÖbius in 
Crelles J. Bd. 10, 1833, S. 317 ff.). 

Zusatz (1). Man kann die von den Punkten beschriebene Fläche die Polfläche, und die 
von den Ebenen umhüllte Fläche die Polarfläche des Systems nennen. 

Zusatz (2). Fallen diese beiden Flächen zusammen, so besteht das reciproke System aus 
dem gewöhnlichen Polarensystem bei Flächen zweiten Grades. Cayley (Papers I, p. 378) schlägt 
für den allgemeinen Fall, wo diese Flächen nicht zusammenfallen, den Namen schiefe Polaren 
(skew polars) vor. 

Dass dieses Polarensystem ein besonderer Fall des oben envähnten ist, wo die Hilfs- 
gleichung zu Gmnde gelegt wurde (s. 8,): 

Xx' + Yy' + Z/ + ü=0, 

ersieht man daraus, dass beim Polarensystem einer Fläche zweiten Grades f=0 die vier linearen 
Grössen X, T, Z, U nicht von einander unabhängig sind, sondern die Gestalt haben: 

x=^f(x% Y=^r(y% z=^r(z% u=^r{i>r 

wo p die vierte homogene Coordinate, und f die erste Ableitung von /'ist (vergl. oben 3,, Zusatz (D). 
Zusatz (3). Die Anwendung des obigen Satzes auf ebene Systeme ergibt sich unmittel- 
bar. Man hat dort entsprechend einen Polkegelschnitt und einen Polarkegelschnitt {Plücker, 
S. A. G. no. 103; Cayley b 6. Mem.; Papers, vol. n. p. 579). Die gegenseitigen Beziehungen dieser 
beiden Kegelschnitte, die eine doppelte Berührung unter sich eingehen, findet man ausführlich 
erörtert bei Cayley (Cambr. and Dublin M. J. vol. 3, 1848, p. 173; Papers I, p. 377). 

5. Wie es bei homographischen Gebilden zweiter und dritter Stufe bezüglich ein Dreieck 
und ein Tetraeder gibt, welches sich bei Vertauschung der beiden entsprechenden Ge- 
bilde nicht ändert (s. oben in, 6,), so auch bei reciproken Gebilden, nur mit dem Unterschiede, 
dass im ersteren Falle die entsprechenden Elemente zusammenfallen, im letzteren einander gegen- 
überliegen (Plücker, S. A. G., no. 100). 

Zusatz. Bestehen die beiden Gebilde aus lauter solchen Dreiecken oder Tetraedern, so 
sind sie vollständig vertauschbar, oder, wie man nach v. Standt (Geom. d. L. art. 234) sagt, 
in Involution. Dies ist der Fall bei Polarensystemen in Bezug auf Grundgebilde zweiten Grades. 
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6, Verschiedene besondere Arten reclproker Beziehungen findet man bei CJuisles (A. H. 
p. 657—687), z. B. solche, die gegründet sind auf unendlich kleine Verschiebungen von Körpern 
oder auf die Betrachtung von Kräftesystemen in freien Körpern. 

Ein Memoire von Monge über eine gewisse Art reciproker Curven und Flächen, die sich 
auf Differentialquotienten stützt, wird von Chasles (A. H. p. 376) erwähnt. 

Auch Poncelet (P. P., t. 2, art. 250—251) gibt ein Princip der Dualität, welches nicht; von 
einem Kegelschnitte abhängt, sondern von einem veränderlichen Dreieck, dessen Gestalt und Lage 
von zwei Direktricen und zwei Polen bestimmt wird. 

Hierher gehört auch das „Princip der Kugel" {Hesse, Anal. G. d. R., 2te Vorles.), nach 
welchem jedem grössten Kreise ein Punkt entspricht, und umgekehrt; ebenso die Construktion der 
„supplementären Figuren" mittelst einer Hilfskugel nach Chasles (A. H. p. 224—225). 

Die hauptsächlichsten hier zu erwähnenden Dualitäten sind jedoch die folgenden zwei: 

(a) Salmon (H. P. C, art. 332) nennt „schief reciproke" Verwandtschaft diejenige, bei 
w^elcher die homogenen Punktcoordinaten x, y, z den Liniencoordinaten m, r, w direkt pro- 
portional sind: 

x:tj\z=zu:v\w. 

Es entsprechen sich dann Punkte und Linien eindeutig, w^enn sie sich aus ein und der- 
selben Gleichung ableiten lassen: 

au -\-hv -\- cw = 0, aa? + 6y + c^ = 0. 

Zusatz (1). Dieselbe Verwandtschaft findet sich schon bei Plücker (S. A. G., 1835, no. 98), 
der die Gleichungen in der Gestalt schreibt: 

u ■{- Äv ^ B = 0, a; + ^y + JB = 0. 

Zusatz (2). Die Anwendung auf den Raum ergibt sich durch Hinzufügung einer weiteren 
Coordinate. 

Man kann mit der oben gegebenen Proportion verschiedene duale Verwandtschaften her- 
stellen, indem man dieselbe auf das eine Gebilde irgend einer Homographie anwendet. 

Zusatz (3). Eine Erweiterung dieses Gesetzes besteht darin, dass man jede Coordinate 
des einen Gebildes gleich einer linearen Funktion aller Coordinaten des andern Gebildes setzt: 

Wi = ßi\Xx + ßi2X2 + ßnx^ + ßiiXi (i — 1,2,3,4). 

Bei Clehsch- Lindemann (11, 1891, S. 402 ff.) findet man die Constariten dieser Formeln durch 
eine Fläche zweiter Ordnung und einen Liniencomplex ersten Grades definirt. 

(b) Lie (Math. Ann. Bd. 5, 1872, S. 147 ff.) behandelt eine Dualität im Räume, bei welcher 
an Stelle einer aequatio directrix deren zwei auftreten. 

Zusatz (1). Haben dieselben die besondere lineare Gestalt (S. 171): 

— Z2 = x — {X + iY), {X-iY)z^y-Z, 

so entspricht jeder Geraden in dem einen Räume eine Kugel im andern. Zwei sich 
schneidenden Geraden entsprechen zwei sich berührende Kugeln. 

Zusatz (2). Lie gründet auf diese Dualität den „Fundamentalen Znsammenhang zwischen 
Liniengeometrie und Kugelgeometrie." 
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V. Hauptstück. 

Gleichartige Projektivität höherer Ordnimg. 

Vorbemerkung. Nach Gayley (Proc. London Math. Soc. vol. 3, p. 131) versteht man 
unter höherer Projektivität die nicht lineare, deren analytische Darstellung also von nicht 
linearen Punktionen abhängt. 

In einer solchen Projektivität entsprechen im Allgemeinen jedem Elemente des einen 
Raumes oder Gebildes mehrere Elemente des andern, und umgekehrt. Doch ist diese Mehr- 
deutigkeit für die höhere Projektivität nicht wesentlich, indem auch nicht lineare Beziehungen 
eindeutig sein können, wie sich unten bei der bi rationalen Transformation zeigen wird. 

A. Mehrdeutige Beziehungeii, 

1. Die höhere Projektivität auf krummlinigen Punktreihen, also auf Ausdehnungen 
von einfach unendlicher Mannigfaltigkeit, wird von Sdmon (H. P. C. art. 369—379) folgender- 
massen dargestellt: 

Auf einer ebenen krummlinigen Punktreihe entsprechen jedem Punkte P a Punkte P, und 
jedem Punkte P' wiederum a' Punkte P, wobei das Entsprechungsgesetz im Uebrigen beliebig 
sein kann. Eine solche Beziehung zwischen den beiden Klassen von Punkten P und P heisst 
eine (a, «') Correspondenz. 

Zusatz (1). Die geometrische Construktion der zweiten Punktreihe kommt im Allgemeinen 
darauf hinaus, dass eine gewisse Curve = gegeben ist, welche durch ihre Schnittpunkte mit 
der gegebenen Curve diese Punktreihe liefert. 

Zusatz (2). Die Correspondenz ist symmetrisch, wenn der Uebergang von P zu P' von 
gleicher Art ist, wie der von P zu P, so dass zwischen den Punkten P und P kein wesentlicher 
Unterschied obwaltet. In diesem Falle ist immer a=^ a\ Diese Gleichung ist jedoch fttr die 
Symmetrie der Correspondenz nicht hinreichend. 

Ist a = a' rrr 1, so Ist die Beziehung rational und eindeutig. 

Zusatz (3). Ein Beispiel einer symmetrischen Correspondenz bildet die Collineation 
der Punkte P, P einer gegebenen Curve nter Ordnung in Beziehung auf einen Pol 0, so dass 
sie alle auf geraden Linien liegen. In diesem Falle besteht die Bedingung = in der Geraden 
OP, welche die gegebene Cun^e in P trifft, und in [n — 1) andern Punkten P. 

Ist der Pol selbst ein it-facher Punkt der gegebenen Curve, so bilden die Schnittpunkte 
der von ausgehenden Strahlen mit der Curve eine (n -h — 1, n —h — 1) Correspondenz. Die- 
selbe wird rational, wenn n — k -\- 2 ist. Liegt ausserhalb der gegebenen Cun^e, so ist & = 0. 

Zusatz (4). Ein Beispiel einer nicht symmetrischen Correspondenz bilden die Be- 
rühningspunkte P und die „Tangentialpunkte" P einer Curve, so dass einem Berührungs- 
punkte P einer beliebigen Tangente alle Schnittpunkte P' derselben Tangente mit der ge- 
gebenen Curve entsprechen (mit der Gleichung der Tangente als Construktionsmittel), und jedem 
dieser Schnittpunkte P' alle Berührungspunkte P der von ihm aus an die Cur\^e gelegten Tangenten 
(mit der Gleichung der ersten Polare des Punktes P' als Construktionsmittel). 

Zusatz (5). Die Gleichung der gewöhnliehen Homographie (oben m, !•) 

(«A + c)ii* + (6A + d) = 

enveitert sich hier zu der folgenden {ChashSy Compt. Rend. t. 58, 1864, p. 1175): 

(ffo /« + a, /«-> + . . . -f «u)ii*"' + {h A« + . . .)/i«'-> + . . . r= 0. 

Zusatz ((>). Höhere Projektivitäten zwischen drei und mehr Grundgebilden, also Corre- 
spondenzen vom Typus (a, «'. a"). scheinen noch nicht bearbeitet worden zu sein (vergl. oben 
m, 1. (5) und Schiibcrt in Grellen J., Bd. 88, S. 342). 
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2. Coincidenz -Punkte sind solche, in welchen zwei (oder mehrere) entsprechende 
Punkte P, P' zusammenfallen. 

(a) Ist der Träger der Punktreihe vom Geschlechte Null, so ist jeder Punkt P durch 
einen Parameter i, und jeder Punkt P' durch einen Parameter fi eindeutig bestimmt, und eine 
(«, a) Correspondenz kann dargestellt werden durch eine algebraische Gleichung, welche in Bezug 
auf A vom Grade a und in Bezug auf fi vom Grade «' ist (vergl. oben !•, Zusatz (5)). 

Ist in einem bestimmten Falle X — ii, so heisst dieser Punkt „Coincidenzpunkt". Bei einer 
(a, «') Correspondenz ist also im Allgemeinen die Anzahl der Coincidenzpunkte = (« + «'), 
d. h. es gibt (a -}- «') Punkte auf der gegebenen Curve, wo zwei entsprechende Punkte zu- 
sammenfallen. 

Zusatz (1). Dieser Satz wird als CAa^/^^'sches Correspondenzprincip bezeichnet, 
obwohl CMsles dasselbe nur für geradlinige Träger ausgesprochen hat. (Compt. Rend. t. 58, 
1864, p. 1175). Daselbst gibt Chasles auch den reciproken Satz über zwei Reihen von Strahlen 
mit gemeinschaftlichem Träger. Die Erweiterung auf krummlinige Curven geschah von Cayley 
(vergl. unten (b)). 

Zusatz (2). Bei der gewöhnlichen Homographie ist a + a' = 2 (vergl. oben DI, 2,). 

(b) Ist der Träger der Punktreihe vom Geschlechte p, so erhält die erweiterte Corre- 
spondenzformel noch ein der Zahl p proportionales Glied (Cayley in den Compt. Rend. t. 62, 1866, 
p. 586; Proc. London Math. Soc. vol. 1, 1866, no. VE; Phil. Trans, vol. 158, 1868, P. I, p. 145; 
Papers, vol. V, p. 542): 

[a + «') + 2hp, 

Zusatz (1). Die geometrische Bedeutung des Faktors h findet man ausführlich erklärt bei 
Cayley und Brill (Math. Ann. Bd. 6, 1873, S. 43). In diesem Bande (S. 33) gibt Brill einen alge- 
braischen Beweis dieser Formel, und im folgenden Bande (Bd. 7, 1874. S. 607) einen geometrischen. 

Zusatz (2). Nimmt man an, dass die Correspondenz durch eine Bedingungsgleichung 
-— vermittelt werde (oben !•, Zusatz (D), so hat man zu sehen, ob und die gegebene Cur\'e 
verschiedene Klassen von Schnittpunkten P, P, P", ... aufweisen, und für jede Klasse zu 
untersuchen, wie oft die gegebene Curve von der Cur\^e in diesen Punkten geschnitten wird. 

Die Correspondenzformel nimmt dann in solchen Fällen die allgemeinere Gestalt an: 

a(a -\.a')-^h{ß^ß')^ ,.. + 2kp. 

wo die Coefficienten die Anzahl der Schnittpunkte der verschiedenen Klassen bedeuten. 

Salmon (H. P. C. art. 369—379) untersucht die Coincidenzpunkte für verschiedene Ge- 
schlechter, mit Anwendung auf Curven zweiter dritter und vierter Ordnung. 

Zusatz (3). Punktepaare, welche zweien Correspondenzen zugleich genügen, und Punkte- 
tripeln, welche dreien Correspondenzen gentigen u. s. w., wurden untersucht von lirill (Math. 
Ann. Bd. 6, S. 33 ff.) und finden sich dargestellt bei Clehsch-Luulemann (I, S. 445 u. 720 ff.). 

3, Für räumliche Systeme gleicher Mannigfaltigkeit kann man die höhere vieldeutige 
Projektivität analytisch folgendermassen darstellen: 

Sind X, y, z, p und x\ y\ z\ p* die homogenen oder Tetraedercoordinaten zweier pro- 
jektivischen Räume, und X, Y, Z, V algebraische Funktionen von x. y, z.p, ebenso X'. Y\ Z*, 1^ 
algebraische Funktionen von x\ y\ z\ p\ und stellt man die Beziehung auf: 

^\T\Z'\F ^.X\Y\Z\1\ 

so entsprechen jedem Elemente (x\ y', z\ p') mehrere Elemente [x. y, z, p). die man durch Auf- 
lösung der drei Gleichungen ertiält: 

X r z _i' 
X' " r " z' r 

El)enso entsprechen jedem Elemente (x, //, z, p) mehrere Elemente {x\ y\ z\ />'): die Correspondenz 
ist also im Allgemeinen beiderseitig irrational und mehrdeutig. 
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Zusatz (l). Setzt man insbesondere die ersten vier Punktionen als linear voraus 

so entspricht zwar jedem Elemente (x, y, z, p) nur ein Element {x', y\ z\ p'), aber nicht umgekehrt: 
die Correspondenz ist einseitig irrational. 

Sind auch noch X, Y, Z. P linear, so hat man wieder die gewöhnliche Homographie {Cayley, 
Proc. London Math. Soc. vol. 3, p. 131). 

Zusatz (2). Die Uebertragung auf Räume von zwei Ausdehnungen ergibt sich unmittelbar, 

indem man eine Coordinate und eine Punktion weniger nimmt. Eine der einfachsten ebenen 

Transformationen wurde behandelt von lioberts in Liauvillcs Journal (t. 13, 1848, p. 209), nämlich 

der Pall wo 

X=zx^, Y=y\ Pz^p^ 

und p die dritte homogene Coordinate bedeutet. 

Die besondern Pälle für n = 2, » = ^, n^ — \ wurden behandelt von Cayley (Liouvilles J. 
t. 14, 1849, p. 40). Vergleiche unten 7. 

4, Es lassen sich auch Räume von verschiedenen Mannigfaltigkeiten auf einander 

beziehen. 

Setzt man z. B. die Beziehung zwischen zwei Reihen von homogenen Coordinaten in der 

Ebene fest: 

F{x,y,z\ x\y',z') = 0. 

so entspricht jedem Punkte (x, y, z) eine Curve C und jedem Punkte {x\ y\ z') eine Curve C. 
Dem ganzen Punktnetze der einen Ebene entspricht dann ein Curvennetz auf der andern. Aehnlich 
ist die Deutung, w^enn x, y, z nicht homogene Raumcoordinaten bedeuten. Vergleiche Pliicker 
(Entwicklungen, Bd. II, S. 251), Kötlicr (Math. Ann. Bd. 2, S. 293), Lic (Math. Ann. Bd. 5, S. 149). 
Zusatz. Die Uebertragung aus der Ebene in die gerade Linie und umgekehrt wird 
von Hesse (Vier Vorles. S. 49 ff.) behandelt mittelst der Gleichungen 

n^ + xsi^ + A^Ä3 ^ 0, n\ + xn'^ = 0, 

wo die n zwar lineare Punktionen der Coordinaten x, y in der Ebene sind, der Parameter A aber 
in der zweiten Potenz auftritt. Die Beziehung wird dadurch mehrdeutig, indem jedem Punkt« 
der unendlichen Ebene ein Punktepaar auf der Fundamentallinie entspricht. 

B. Eindeutige Bezieliuiigen im Allgemeinen. 

Vorbemerkung (1). Sollen zwei Räume eindeutig auf einander bezogen werden, so 
müssen gewisse Bedingungen zwischen den Funktionen erfüllt sein, welche die Correspondenz be- 
stimmen, und die Auffindung solcher Funktionen, welche den Bedingimgen genügen, bildet eben 
die Theorie der birationalen Transformationen. 

Vorbemerkung (2). Es sind hier zwei Fälle zu unterscheiden: ob die Correspondenz 
eindeutig sein soll in Bezug auf die ganzen Räume, oder nur in Bezug auf beschränkte Gebilde 
in den Räumen (Ckujley, Proc. London Math. Soc. vol. 3, p. 127). So sind z. B. in Bezug auf eine 
ebene Grundcur\^e die Curven von Hesse, Steiner und Cayley eindeutig projektivisch, ebenso eine 
ebene Grundcurve und ihre Evolute, ohne dass sich diese Eindeutigkeit auf die ganze Ebene erstreckte. 

Vorbemerkung (3). Diese birationalen Transformationen werden von englischen Auktoren 
als (1,1) Correspondenzen bezeichnet, von deutschen meistens als Abbildungen. 

6, Die birationale Transformation für Räume von einer Ausdehnung oder auf der 
Geraden haben die Bedingungen (in homogenen Coordinaten): 

x'\y'\X\ r, x\y=X'\ Y' 
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WO die Punktionen X, F, und X', F, wie oben in 3., algebraische Funktionen bezüglich von x, y 
und x\ y' sind. 

Die Auflösung der ersten Gleichung gibt dann, wenn X und Y von der nten Ordnung sind, 
n Werthe für das Verhältniss x\y. Es müssen also, wenn die Transformation birational sein soll, 
unter denselben n — 1 Constante (d. h. von x\ y' unabhängige) Werthe vorkommen. Dies kann 
nur der Fall sein, wenn X und Y einen gemeinschaftlichen Paktor (w — l)ter Ordnung haben, der 
sich fortheben lässt, so dass X, Fund folglich auch X', F' von der ersten Ordnung werden. 

Die birationale Beziehung auf der Geraden fällt also mit der gewöhnlichen Homographie 
zusammen (Cayley, Proc. London Math. Soc. vol. 3, no. 7). 

6, Die birationale Transformation für Räume von zwei Ausdehnungen oder auf der 
Ebene ist von Gretnona gefunden worden (Mem. Accad. Bologna, 1863 und 18G5; vergl. Tortolhns 
Annali, t. 5, 1871—1873, p. 134, Anmerkung). Die folgende Darstellung schliesst sich an die 
Bearbeitung von Cayley an (Proc. London Math. Soc, vol. 3). Denselben Gegenstand findet man 
auch in Darhouxs Bulletin (1873, t. 5, p. 207) und in Salmons H. P. C. (art. 353—365). 

(a) Ist eine Transformation in der Ebene in homogenen Coordinaten ausgedrückt durch die 
Proportion : 

x':y':js' = X:Y:Z, 

wo X F, Z algebraische Punktionen nten Grades von x, t/, 2: sind, so entspricht jedem Punkte 
(x, y, z) nur ein Punkt {x\ y\ ^'). aber jedem Punkte (x\ y\ z') werden im Allgemeinen w* Punkte 
(x, y. z) entsprechen, nämlich die Schnittpunkte der beiden Cun'en 

X FZ 

x'-- y'-z' ' 

Haben aber diese beiden Curven n* - 1 gemeinschaftliche Punkte, welche von den Coor- 
dinaten x', y\ z' unabhängig sind, so bleibt nur ein Schnittpunkt, welcher von dem Punkte {x\ y\ z') 
abhängt und ihm entspricht: Die Beziehung ist beiderseitig rational. 

Zusatz. Die nothwendige und hinreichende Bedingung hierzu ist, dass die drei Curven 

X=:0, F=0, Z=0 

n* — 1 gemeinschaftliche Schnittpunkte haben, und nur so viele. In diesem Falle lässt sich die 
obige Proportion auflösen wie folgt: 

x:y:z = X' =T: Z\ 

wo X', F', Z' Funktionen von x\ y\ z* sind, und zwar vom «ten Grade wie X, F, Z, 

(b) Die Bedingung, dass die drei Curven X = 0, F — ü, Z = ü immer und nur w^ — 1 
gemeinschaftliche Schnittpunkte haben, lässt sich folgendermassen darstellen: 

Haben die drei Curven a^ einfache Punkte gemeinschaftlich, a^ Doppelpunkte, «3 dreifache 
Punkte u. s. w., wo der Zeiger von a höchstens bis n — 1 ansteigen kann, so müssen irgend 
zwei der vier Gleichungen erfüllt sein: 

^r^ar = n^'- 1, 
^r a, = 3(n-l), 

-J^r(r + l)a. = ^tj(n + 3)-2, 

-^Jt-(r-l)a.=A(n-l)()i-2). 

Zusatz (1). Die erste dieser Bedingungen drückt aus, dass die drei Cur\'en n* — 1 feste 
Schnittpunkte, also nur einen veränderlichen haben. Ueber die Bedeutung der übrigen siehe 
unten Zusatz (5) und (c). 

Zusatz (2). Da die Beziehung zwischen den beiden Ebenen gegenseitig ist, so haben 
auch die drei Cunen 

X' rrr 0. Y' r-_: 0, Z ^-- 
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vielfache Punkte gemeinschaftlich, welche denselben vier Bedingungen genügen. Haben dieselben 
nämlich a\ einfache Punkte, a[^ Doppelpunkte u. s. w. gemeinschaftlich, so hat man in den vier 

Bedingungsgleichungen nur a mit a' zu vertauschen. 

Zusatz (3). Die a und a* sind die Lösungen von irgend zwei der obigen Bedingungs- 
gleichungen, aber nicht jede Lösung ist brauchbar. Cranmm hat die brauchbaren in Tafeln zu- 
sammengestellt, die bis n =: 10 gehen und für einige besondere Klassen der Zahl n. Dieselben 
findet man auch in Caylctf^ Aufsatz. 

Zusatz (4). Crenwna zeigt, dass die Lösungen für die a und a' dieselben sind und sich 
nur in der Reihenfolge unterscheiden können, woraus folgt: 

2a = 2a\ 

Einen strengen Beweis dieses Satzes gab Clehsch (Math. Ann. Bd. 4, S. 490). 
Zusatz (5). Die vierte Bedingung zeigt, dass die drei Curven 

X=:0, r=o, Z^-0 

die grösstmögliche Zahl von Doppelpunkten haben, also vom Geschlechte Null sein müssen. 
Dasselbe gilt von den Curven 

X'=0, F=0, Z'=0, 

und von jeder linearen Verbindung dieser Curven: 

aX + hY-{-cZ = 0, 

Diese Eigenschaft der Curven ist eine nothwendige Voraussetzung der birationalen Trans- 
formation, so dass von den obigen Bedingungen für die a die zweite und dritte als eine Folge der 
ersten und vierten erscheinen. Gayley schlägt deshalb auch diese beiden letztern als die Grund- 
bedingungen vor (in einer Anmerkung zu seiner Abhandlung). 

(c) Jedem Punkte «j der ersten Ebene entspricht in der zweiten Ebene eine Gerade, 
jedem Punkte a^ ein Kegelschnitt, und jedem Punkte «r eine Curve rter Ordnung vom Geschlechte 
Null. Die Gesammtheit aller dieser entsprechenden Curven auf der zweiten Ebene ist von der 
Ordnung (vergl. die zweite Bedingung): 

2rar = ?>{n — \), 

Creniona nennt die Punkte a die Hauptpunkte und ihre entsprechenden Curven die 
Hauptcurven (wofür Caylcy bezüglich die Benennungen Hauptsystem und Hauptgegensystem 
vorschlägt). 

Ebenso entspricht den Hauptpunkten a der zweiten Ebene ein System von Hauptcurven 
in der ersten Ebene, deren Gesammtordnung 3(n — 1) ist. 

Zusatz (1). Mehrere Eigenschaften dieser Hauptpunkte und Hauptcur\-en findet man zu- 
sammengestellt bei Clehsch- Lindemann (I, S. 482—483). 

Zusatz (2). Auf jeder der beiden Ebenen lässt sich ausser den Hauptcurven noch ein 
Curvennetz betrachten, welches mit jenen in inniger Verbindung steht. Es entspricht nämlich 
jeder Geraden 

ax' + 6y' + c/ :=: 
in der zweiten Ebene eine Curve 

aX-\-hY+cZ=0 

in der ersten Ebene, und umgekehrt, jeder Geraden in der ersten Ebene eine Curve in der zweiten. 
Den ganzen Systemen von Geraden in der ersten und zweiten Ebene entsprechen also 
bezüglich die beiden Curvennetze: 

a'X + 6'F + c'Z'=:0, 

aX \-hY-VcZ=0, 

und jedes Netz hat zu seiner Jacohi'%Q\\e\\ Curve das System der Hauptcurven, welches 
mit ihm auf derselben Ebene liegt. 
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gleichen, und diejenige im Räume mit der projekti vischen Behandlung einer Mannigfaltigkeit, die 
durch eine quadratische Gleichung zwischen fünf homogenen Veränderlichen dargestellt wird. 

8, Die birationalen Transformatiotftgn für Räume von drei Ausdehnungen sind noch nicht 
vollständig aufgeklärt. Die Bedingung derselben liegt in den zwei Gleichungen: 

x'\y'\z':p' = X\Y:Z\P 
x\y:z:p = X:Y:Z':P\ 

wo die X, . . . algebraische Punktionen von a;, . . . sind, und X', . . . solche von x\ . , . 

Sind die Punktionen X, F, Z, P sämmtlich von der nten Ordnung, so werden die durch 
dieselben dargestellten Plächen einen mannigfaltigen Durchschnitt von vielfachen Curven und 
vielfachen Punkten haben: Cayhys Hauptsystem. Kann dieses Hauptsystem gleichwertliig ge- 
macht werden mit «^ — 1 Schnittpunkten, so bleibt nur noch ein Schnittpunkt veränderlich. 

Das Hauptsystem hat im andern Räume ein entsprechendes Hauptgegensystem, nämlich 
die Ja^obr sehe Pläche des Netzes im ersten Räume: 

aX + bY+cZ + dP=0. 

Sie ist von der Gesammtordnung 4 (n - 1). Aehnliches gilt umgekehrt für den andern Raum. 

Zusatz (1). Die Bedingungen, welchen die Punktionen X, . . . und X' genügen müssen, 

sind noch nicht aufgestellt worden. Dass dieselben nicht so einfach sind, wie bei der Ebene, geht 
schon daraus hervor, dass die entsprechenden Punktionen X', Y\ Z , Y im Allgemeinen nicht 
wieder von der wten Ordnung sein- werden. 

Zusatz (2). Cayley (Proc. London Math. Soc. vol. 3, no. 74—111) betrachtet einige be- 
sondere Pälle, wo die beiden Reihen von Punktionen quadratisch sind, wo die eine quadratisch 
und die andere cubisch ist, und wo beide cubisch sind. Kollier (Math. Ann. Bd. 3, S. 547) be- 
handelt eine aus drei bilinearen Gleichungen entstehende Raumtransformation dritter Ordnung, 
und eine Transformation zweiter Ordnung, deren Umkehrung wieder aus Punktionen zweiter Ord- 
nung besteht. 

Eine Uebersicht über diese Arbeiten findet man in Salmon-Fiedlers A. G. d. R. (Bd. 11, 
no. 410—430). 

C. Eindeutige Transformationen der Curven und Fläclien. 

Vorbemerkung (1). Zwei geometrische Gebilde können eindeutig auf einander bezogen 
sein, ohne dass diese Beziehung sich auf die ganzen Räume erstreckt, in welchen diese Gebilde 
liegen (vergl. oben B,, Vorbem. (2)). Während also oben in B, die eindeutigen Beziehungen 
ganzer Räume betrachtet wurden, sollen hier die eindeutigen Transformationen beschränkter 
Gebilde in diesen Räumen behandelt werden. 

Vorbemerkung (2). Diese eindeutige Transformation von Gebilden wird von Gauss 
(Werke Bd. IV, S. 193) als „Abbildung" bezeichnet. Das gegebene Gebilde nennt er das Urbild, 
und das transformirte seine Abbildung. Ueber die conforme Abbildung s. Synopsis Bd. I, S. 180. 

9, Die Abbildung ebener Curven findet man ausführlich behandelt in Clehsch und Gordans 
Theorie der AbeTschen Punktionen (Abschnitt HI). Vergleiche Salmon (H. P. C. art. 363—368) 
und Clebsch-Lindemann (I, S. 662—664). 

Es sei die Funktion f(x, y, s) zu transformiren in f[x\ y\ z*) mittelst der algebraischen 

Gleichungen 

x'\y'\z' = X\Y\Z, 

wo f von der Ordnung n und X, T, Z von der Ordnung s sind in Bezug auf x, y, z. 

Dann entspricht der Curve /'=0 eindeutig die Curve /* = 0. Umgekehrt aber wird der 
Curve f —0 nicht nur die Curve f—0 entsprechen, sondern noch ein weiterer Ort 31, indem man 
durch Elimination von x\ y\ z' erhält: 

r(X, r, Z) = 3/.A^, y, 4 
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Ordnung, bei welcher alle Curven X, Y, Z durch sämmtliche Doppelpunkte und Rückkehrpunkte: 
«3 = d + ß von f gehen, und ausserdem durch a, =2> — 3 beliebige auf f gewählte Punkte. 
Zusatz (1). Die Zahl der Doppel- und Rtickkehrpunkte dieser Normalcurve ist: 

ä' + Q' = ^p{jp-S). 

Zusatz (2). Die Fälle i>=:0, 1, 2 werden von Clebsch und Gordan {§§ 19—21) besonders 
behandelt. Es ergibt sich, dass die Normalen rven in diesen drei Fällen bezüglich eine Gerade, 
eine allgemeine Curve dritter Ordnung, und eine Curve vierter Ordnung mit einem Doppel- 
punkte ist. 

IL Die eindeutige Transformation zweier Flächen nter Ordnung und w'ter Ordnung 

fix, y, ^, i>) = r(x\ y\ z\ p') ^ 

geschieht, wie oben in 8«, vermittelst vier algebraischer Punktionen 

x':y'\z'\p' = X\Y\Z\P. 

Hier entspricht der Fläche f eindeutig die Fläche f. Umgekehrt aber wird der Fläche f nicht 
nur die Fläche f entsprechen, sondern noch ein anderer Ort Jf, indem man erhält: 

r{X,Y,Z,P) = M.f{x,y,z,p). 

Lässt man den Ort M ausser Acht, so hat man eine eindeutige Beziehung zwischen den 
Flächen f und f. 

Die den Flächen X = 0, Y= 0, Z=0, P=0 gemeinschaftlichen Punkte und Curven bilden 
wieder das Haupt- oder Fundamentalsystem. Ihnen entsprechen im Allgemeinen Gebilde von 
höheren Dimensionen. 

Zusatz (1). Wie das eindeutige Entsprechen zweier Räume von drei Ausdehnungen über- 
haupt, so hängt auch dasjenige zweier Flächen, und insbesondere die Möglichkeit eines solchen 
Entsprechens, von einer Reihe bis jetzt nicht erledigter Fragen ab (Math. Ann. Bd. 7, S. 35). 

Zusatz (2). Besondere Fälle der Flächenabbildung sind die conforme Abbildung und 
die ebene Abbildung, welche vielfach behandelt wurden. 

Ueber die erstere findet man Angaben im I. Bande der Synopsis (S. 178 und 180) und einige 
allgemeine Betrachtungen bei Klein (Ueber Biemanns Theorie etc., Abschnitt IE). Die letztere wird 
unten in D. behandelt. 

12, Die nothwendige und hinreichende Bedingung der Flächenabbildung ist nach 
Jordan (Liouvilk's J. t. 11, 1866, p. 105), dass die Flächen die gleiche Anzahl Randcurven haben 
(dieselbe ist bei geschlossenen Flächen Null), und dass die Ordnung des Zusammenhanges 
(oder die Maximalzahl Querschnitte, die man auf den Flächen ziehen kann, ohne sie zu zerstückeln) 
auf den Flächen dieselbe ist (vergl. Synopsis, Bd. I, S. 182—183). 

Zusatz (1). Der Satz gilt für alle Flächen, welche sich so auf einander beziehen lassen, 
dass jedem reellen Punkte der einen ein reeller Punkt der andern entspricht, also keine Ausnahme- 
stellen auftreten. 

Finden sich aber auf der einen Fläche f* und auf der andern v reelle Fundamentalpunkte 
(oben !!•), so muss der Zusammenhang der ersteren vermehrt um fi gleich sein dem Zusammen- 
hange der letzteren vermehrt um v (Klein, Math. Ann. Bd. 7, S. 554). 

Zusatz (2). Um die Theorie des Flächenzusammenhanges auf die projektivische Vorstellung 
unverändert übertragen zu können, schlägt Klein (Math. Ann. Bd. 7, S. 551) vor, „die unpaaren 
Flächen der projekti vischen Geometrie als Doppelflächen zu betrachten, und eine unpaare Curve 
erst dann als geschlossen anzusehen, wenn man sie zweimal durchlaufen hat". 

Zusatz (3). Statt des Flächenzusammenhanges kann man auch gleiches Geschlecht 
der Flächen (s. unten den Abschnitt über Flächen) als nothwendige Bedingung der Flächen- 
abbildung einführen, wie Clebsch (Compt. Rend. t. 67, 1868, p. 1238) gezeigt hat. Clebsch zählt alle 
Flächen von gleichem Geschlechte zu einer Klasse, und innerhalb jeder Klasse diejenigen 
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ZU einem Typus, welche keine Ausnahmestellen aufweisen, die also ohne das Auftreten von so- 
genannten Pundamentalpunkten und Pundamentalcurven algebraisch eindeutig auf einander bezogen 
werden können (Math. Ann. Bd. 5, S. 18). So gehören z. B. Ebene und Hyperboloid zu derselben 
Klasse, aber zu verschiedenen Typen, weil bei der Abbildung des letztern einer seiner Punkte 
dadurch auszuzeichnen ist, dass ihm eine Gerade auf der Ebene entspricht. Diese Plächen- 
Eintheilung in Klassen findet man schon bei Mobius (oben n, 4«, Zusatz (D). 

Die „Sätze über die Erhaltung der Geschlechtszahlen scheinen bestimmt zu sein, für eine 
allgemeine Theorie der algebraischen Punktionen mehrerer Variabein, als deren Vorstufe man 
die Abbildungstheorie betrachten mag, in späterer Zeit eine Grundlage abzugeben" (Math. Ann. 
Bd. 7, S. 36). 

Zusatz (4). Wie bei Curven jeder Geschlechtsklasse eine Normalcurve zukommt 
(oben 10, (b)), so theilt Klein {Riemanns Theorie etc., S. 26) jeder Klasse von Plächen gleichen 
Geschlechtes eine Normalfläche zu, wenn auch nicht genau in demselben Sinne, sondern nur 
als möglichst einfache Typen. Als Normalfläche für das Geschlecht p = kann die Kugel dienen, 
fUr j> = 1 der Ring und für höhere p eine kugelartige Pläche mit p ringförmigen Handhaben. 

D. Ebene Abbildung der Flächen. 

Vorbemerkung (1). Die ebene Abbildung der Kugel und überhaupt der Plächen zweiten 
Grades war schon seit längerer Zeit bekannt. Eine Theorie der Plächenabbildung begann sich 
aber erst zu entwickeln mit den gleichzeitigen Untersuchungen von Ülebsch und Cremotia über 
Plächen dritter Ordnung. 

Während Ersterer die Abbildung durch geometrische Construktion zu verdeutlichen 
suchte, tritt bei Letzterem die rein analytische Darstellung in den Vordergrund. Er sagt: „Unter 
den verschiedenen Hilfsmitteln, deren man sich bedienen kann, um zur geometrischen Abbildung 
algebraischer Plächen auf einer Ebene zu gelangen (falls sie möglich ist), scheinen mir die ratio- 
nalen Transformationen des Raumes eines der einfachsten und schnellsten" (Götting. Nachr., 1871, 
S. 129; abgedruckt in den Math. Ann. Bd. 4, S. 213). 

Vorbemerkung (2). Die ebene Abbildung bildet ein Mittel, die Eigenschaften der Plächen 
erst auf der Ebene zu untersuchen und dann auf die Pläche selbst zu übertragen oder nach 
Plückers und Clebsch's Ausdrucksweise: die „Geometrie auf der Pläche". 

13. Eine nothwendige Bedingung der ebenen Abbildung ist nach Clebsch (oben 12,, 
Zusatz (3)), dass die Pläche mit der Ebene gleiches Geschlecht, also die Geschlechtszahl Null 
habe, und folglich eine hinreichende Anzahl von Singularitäten besitze. 

Zusatz (1). Plächen, welche nach Clehsch's Ausdruck die Geschlechtszahl Null haben, 
werden von Cremona (Math. Ann. Bd. 4, S. 213) homaloidisch, von Cayley (Proc. London Math. 
Soc. vol. 3, p. 192) unicursal genannt. 

Zusatz (2). Kötlicr (Götting. Nachr., 1870, S. l— 6) gibt als hinreichende Bedingung 
der ebenen Abbildung die folgende: „Sobald eine Pläche eine einfach unendliche Schaar rationaler 
Curven besitzt, welche von einem Plächenbüschel (je eine bewegliche Curve von einer Pläche des 
Büschels) ausgeschnitten werden, so lässt sich die Pläche Punkt für Punkt eindeutig auf einer 
Ebene abbilden." 

14, Nach Clebsch (Math. Ann. Bd. 3, S. 45) kann man die Plächen, deren ebene Abbil- 
dung bisher gelungen ist, in zwei Klassen theilen: 

(a) In solche, welche im Wesentlichen nur eine Abbildung haben, die sich unmittelbar ergibt. 

Dahin gehören die Plächen wter Ordnung mit einem (u — l)fachen Punkt, die windschiefen 
Plächen dritter Ordnung und diejenigen vierter Ordnung mit einer Doppelcur\'e dritten Grades, 
dann die Plächen fünfter Ordnung, welche eine Doppelcurve dritten Grades oder zwei sich nicht 
schneidende Doppelgeraden besitzen. 
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(b) Der andern Klasse kommt eine bestimmte Anzahl gleichberechtigter Abbildungen zu, 
die aber erst gelingen, nachdem gewisse ausgezeichnete Elemente auf der Fläche durch Auflösung 
einer höhern Gleichung ermittelt sind. 

Dahin gehören die allgemeine Fläche dritter Ordnung, auf welcher die 27 Geraden nach- 
gewiesen werden müssen; dann die Flächen vierter Ordnung mit einer Doppelcurve ersten oder 
zweiten Grades; ferner die Fläche fünfter Ordnung mit Doppelcurven vierten Grades. 

Zusatz. Clebsch bedient sich hierbei einer Abbildung auf eine Doppelebene, deren 
Uebergangscurven mit den ^ftcfschen Funktionen in Verbindung stehen. Er „hat mit diesen 
Arbeiten ein neues, weites Gebiet eröffnet, das der analytischen wie der rein geometrischen 
Forschung zugänglich ist, auf dem aber bisher kaum einige weitere Schritte geschehen sind" 
(Math. Ann. Bd. 7, S. 35). 

16, Eine Fläche zweiten Grades bedarf zur ebenen Abbildung keiner Singularitäten. 
Da die Fläche von jeder Geraden nur in zwei Punkten geschnitten wird, braucht man nur die 
stereographische Projektion zu verallgemeinem, also von einem festen Punkte der Fläche aus alle 
übrigen gradlinig auf eine beliebige Ebene zu projiciren (Chasles in Gergonne^ Ann. t. 18, p. 305 
und t. 19, p. 157, 1828; und A. H. p. 219). 

Zusatz (1). Die Schnittlinie der Projektionsebene mit der Tangentialebene im Projektions- 
punkt ist die Fundamentalgerade, und die beiden (reellen oder imaginären) erzeugenden Geraden 
der Fläche in jenem Punkte schneiden die Fundamentalgerade in zwei Fundamentalpunkten. 
Das Bild sämmtlicher Erzeugenden der Fläche sind zwei ebene Strahlenbüschel mit den Fundamental- 
punkten als Trägern. 

Ist die Fläche ein Kegel, so fallen beide Fundamentalpunkte zusammen. Bei der stereo- 
graphischen Projektion sind dieselben die „imaginären Kreispunkte" der Projektionsebene. 

Die analytische Darstellung dieser Abbildung, die vom zweiten Grade ist. findet man bei 
Plücher (Crelk's J. Bd. 34, 1847, S. 347 und 360) und Clchsch-Lindcmann (Vorl. 11, S. 422). 

Zusatz (2). Diese Abbildung ist zur Untersuchung der Raumcurven auf Flächen zweiten 
Grades dienlich (Cayley im Phil. Mag. vol. 22, 1861, p. 35; Chasles in den Compt. Rend. t. 53, 1861, 
p. 985 und 1077). 

Das Bild einer solchen Raumcur\^e nter Ordnung ist nämlich eine ebene Curve gleicher 
Ordnung. Es geht wmal durch die Fundamentalpunkte. Geht es z. B. i>mal durch den einen und 
^mal durch den andern, wo p + q = w, so geht auch das Urbild pmal durch jede Erzeugende der 
einen Art und qmal durch jede Erzeugende der andern Art. 

Cayley bezeichnet eine solche Raumcurve mit dem Symbol (j), q), und unterscheidet so viele 
Typen von Curven, als Symbole möglich sind, w^obei aber die beiden Symbole {p, q) und (q, pi) 
denselben Typus liefern. Das Symbol (0, 1) gehört den erzeugenden Geraden selbst an, und (1, 1) 
den ebenen Schnitten der Fläche. 

Ein besonderer Fall tritt ein, wenn das Urbild im Projektionspunkte einen Z;fachen Punkt 
hat. Dann ist das Bild eine Cur\'e von der (n — Ä)ton Ordnung, die (j> jfc)mal durch den einen 
Fundamentalpunkt geht und [q — /.;)mal durch den andern, also die Fundamentalgerade ausserdem 
noch in k andern Punkten trifft (vergl. ClelscJi-Lindemann, 11, S. 417—422). 

Zusatz (3). Bei seiner Abbildung ebener Curven auf der Kugelfläche durch Centralpro- 
jektion verfolgte Möbius den umgekehrten Zweck, nämlich die ebenen Curv^en vennittelst ihrer 
sphärischen Projektionen zu studiren (s. unten: Coordinatensysteme, II, 9.). 

16. Die Abbildung der Flächen dritter Ordnung setzt keine Singularitäten voraus. Sie 
wurde zueilst gefunden von Cremona und Clebsch. 

(a) Cremonu gab eine ebene Abbildung in seiner Preisschrift über Flächen dritter Ordnung 
(8. chap.), die in Crellc's Journal (Bd. 68, 18f)8, S. 1, ff.) abgedruckt ist. Seine Methode ist ana- 
lytisch einfacher als die von Clebsch, insofern der Grad der Funktionen, durch welche ein Punkt 
der Fläche durch die Coordinaten in der Ebene ausgedi'ückt wird, von niedrigerem Grade ist. 
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Die geometrische Bedeutung dieser Punktionen tritt aber nicht so klar zu Tage, wie bei der 
folgenden Methode. 

(b) Eine geometrisch sehr durchsichtige Abbildung gab G^ch (Math. Ann. Bd. 1, 1869, 
S. 253). Nimmt man auf der Fläche zwei sich nicht schneidende Gerade als Leitlinien und zieht 
von einem Punkte P der Oberfläche eine gerade Linie so, dass sie jede der beiden Leitlinien 
schneidet, so trifft diese Gerade die Abbildungsebene in einem Punkte P', der dem Punkte P ein- 
deutig entspricht. Jeder Curve auf der Fläche entspricht so eine Curve in der Abbildungsebene 
und die Diskussion dieser ebenen Curven würde eben eine Theorie der Abbildung ausmachen 
(vergl. Cayley, Proc. London Math. Soc. vol. 3, p. 191). 

(c) Eine andere Abbildung erhält man aus der Erzeugung der Fläche durch drei projek- 
tivische Ebenenbündel [Clehsch, Grellen J. Bd. 65, 1865, S. 359). Bezieht man nämlich ein ebenes 
Punktsystem reciprok auf jedes der drei projektivischen Bündel, so entspricht ein Punkt der Ebene 
dem Schnittpunkte dreier entsprechenden Ebenen, d. h. einem Punkte der Fläche. 

Zusatz. Einer geraden Punktreihe des ebenen Systems entsprechen drei projektivische 
Ebenenbüschel in den Bündeln, also eine Raumcurve dritter Ordnung auf der Fläche. Diese den 
sämmtlichen Geraden der Abbildungsebene entsprechenden Raumcurven können als „erstes Curven- 
system" der Fläche bezeichnet werden, im Gegensatze zu einem „zweiten Curvensysteme", das 
durch je zwei projektivische Ebenenbündel erzeugt wird, im Uebrigen aber dieselben Eigenschaften 
hat wie das erste System {Heye, G. d. L. Vortrag 24). 

17, Die Abbildungen der Flächen vierter und fünfter Ordnung setzen Singularitäten 
der Flächen voraus. 

(a) Flächen vierter Ordnung mit einem Doppelkegelschnitt wurden behandelt von 
Chisch {ürelk's J. Bd. 69, 1868, S. 142). Diese Fläche hat 16 Gerade, welche sämmtlich den 
singulären Kegelschnitt treffen. Wählt man irgend eine derselben als Leitlinie und zieht von 
einem Punkte P der Fläche eine Gerade so, dass sie die Leitlinie und den Kegelschnitt schneidet, 
so trifft sie die Abbildungsebene in einem Punkte F der dem Punkte P eindeutig entspricht. 

Zusatz. Korndörfer behandelt die besonderen Fälle, wo die Fläche noch Knotenpunkte 
hat, und wo der Doppelkegelschnitt in zwei sich schneidende Gerade zerfällt (Math. Ann. Bde. 1—4). 

(b) Flächen vierter Ordnung mit einer Doppelgeraden wurden ebenfalls von Clebsch 
behandelt (Rendiconti R. J. Lomb., 1868, vol. 1, p. 794, und Math. Ann. Bd. 1, 1869, S. 253—316). 
Eine solche Fläche hat 64 ebene Schnitte, welche aus zwei Kegelschnitten bestehen. Wählt man 
einen dieser 128 Kegelschnitte als Leitcurv-e und zieht von einem Punkte P der Fläche eine 
Gerade, so dass sie diese Leitcurve und die Doppelgerade schneidet, so trifft sie die Abbildungs- 
ebene in einem Punkte P, der dem Punkte P eindeutig entspricht. 

Zusatz. Die Fläche, die ausser der Doppelgeraden noch vier Knotenpunkte hat, wurde 
von Frahm behandelt mittelst einer Abbildungsfunktion fünfter Ordnung (Math. Ann. Bd. 7, S. 512). 

(c) Die Flächen fünfter Ordnung mit einer Doppelcurve dritter Ordnung, oder mit zwei 
sich nicht schneidenden Doppelgeraden, findet man behandelt von Clehsch in den Rendiconti 
R. J. Lombarde (vol. 1, 1868, p. 800 und 804) und in den Math. Ann. (Bd. 1, S. 253 ff.). 

18. Geradlinige Flächen wurden allgemein abgebildet von Clebsch (Math. Ann. Bd. 5, 
S. 1 ff.) mittelst ebener Schnitte. Diese ebenen Schnitte sind nämlich, wie die Fläche selbst, vom 
Geschlechte Null (oben 13.) Es lassen sich demnach die Coordinaten eines ebenen Schnittes 
und seiner ebenen Abbildung rational durch einen Parameter darstellen. 

Clebsch setzt dieselben bezüglich 

qXi — (fi (A), qXi = ipi (i), i = 1, 2, 3, 4, 

wo q ein willkürlicher Faktor ist, und findet für die Coordinaten eines beliebigen Punktos einer 
Erzeugenden: 

welche Gleichung die Abbildung dargestellt, sobald man X und v als Coordinaten in der Ebene deutet. 
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Zusatz (1). Die Ordnung der Abbildung und die Untersuchung der Pundamentalpunkte 
findet man ebendaselbst. 

Zusatz (2). Besondere Arten geradliniger Flächen wurden behandelt von Gremona (Tortolims 
Ann. t. 1, 1867—68, p. 248), von MtJwr (Math. Ann. Bd. 3, p. 194), und Clehsch (Math. Ann. Bd. 2, 
S. 445; und Grelles J. Bd. 67, S. 17). 



VI. Hauptstück. 

Ungleichartige Projektivität höherer Ordnung. 

Vorbemerkung (1). In der gewöhnlichen Dualität ist das Gesetz der reciproken Beziehung 
durch eine lineare Gleichung dargestellt. Der Fall von Hilfsgleichungen höherer Ordnung 
wurde von Plückcr (Entwickl. Bd. 11, no. 724) nur mit wenigen Worten berührt. 

Vorbemerkung (2). Das Wenige was über diesen Gegenstand bis jetzt geleistet worden 
ist, beschränkt sich auf ebene Gebilde. Diese Untersuchung wurde begründet von Gkbsch (Götting. 
Nachr. 1872, S. 429 ff.) und findet sich zusammengestellt bei Glehsch-Lindemann (I, S. 924 ff.). Da- 
selbst (S. 936, 944, 958) werden die verschiedenen Richtungen angedeutet, in denen diese Theorie 
noch weiter auszubilden wäre. 

A. Die Elemente. 

!• Als Element der höhern Reciprocität wählt man die Verbindung eines Punktes x und 
einer Geraden w, d. h. das Element (x, ü) in der unendlichen Ebene als dessen Träger. 

Zusatz (1). Die Gesammtheit aller Elemente bildet eine vierfach unendliche Mannig- 
faltigkeit, die aber durch eine, zwei oder drei Bedingungen auf eine drei-, zwei- oder einfache 
zurückgeführt werden kann. 

Zusatz (2). Punkte und Gerade, als Theile der Elemente, sind hier nicht gleichbedeutend 
oder vertauschbar mit Strahlenbüscheln und Punktreihen, welche durch diese Elemente beschrieben 
werden, denn diese letztern entsprechen nicht wieder Geraden und Punkten, sondern Curven 
(s. unten 3,). 

B. Die Gruudgebilde. 

2. Das Grundgebilde der höhern Reciprocität ist der Connex {m, w), d. h., eine 
dreifach unendliche Mannigfaltigkeit von Punkten und Geraden in der Ebene, also bestimmt 
durch eine Bedingungsgleichung oder „aequatio directrix" mit zwei Reihen von Ver- 
änderlichen zwischen den Punkten und Geraden: 

X = {Xi, x^, rrg), u = (wi, Wjj, ^)» 

die algebraisch und nach beiden Reihen homogen ist, bezüglich von den Dimensionen m, n, 
nämlich : 

/•f, l) = 0. 

Zusatz (1). Die geometrische Bedeutung eines solchen Connexes besteht darin, dass 
vermöge dieser Bedingungsgleichung jeder Geraden u eine Curve Gm von der mten Ordnung in 
den X entspricht und jedem Punkte x eine Curve Kn von der nten Klasse in den u. 
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Zusatz (2). Alle Curven G» bilden für sich ein zweifach unendliches System, mit den 
Verhältnissen der Ui als Parametern; ebenso bilden alle Curven Kn für sich ein zweifach unend- 
liches System, mit den Verhältnissen der Xi als Paramjetern. 

Zusatz (3). Die weitere Bedingung, dass eine Gerade u von ihrer Curve G» berührt 
wird oder dass ein Punkt x auf seiner Curve Kn liegt, führt diese zweifach unendlichen 
Systeme auf einfach unendliche zurück, das heisst, alle jene Geraden umhüllen eine Curve und 
alle jene Punkte beschreiben eine andere Curve. Diese beiden Curven stehen in enger Beziehung 
%\k den Hauptcoincidenzcurven (s. unten 4. Zusatz (2)). Die erstere ist der Ort der Wende- 
punktstangenten, die letztere der Ort der Spitzen der Hauptcoincidenzcurven. 

Zusatz (4). Der Connex (1,1) erster Ordnung und erster Klasse 

f=^ 22aikXiUk = 
kann immer auf die kanonische Form gebracht werden 

f= A,X, U,+A^X^U^ + A,X, U, = 0. 

In ihm entspricht jeder Geraden u eine gerade Punktreihe und jedem Punkte x ein StrahlenbUschel. 
Sind in dieser kanonischen Form die Coefficienten A = i, so hat man den identischen 
Connex: 

sogenannt, weil er die identische Covariante (im ternären Gebiete) darstellt, welche für alle Formen 
dieselbe bleibt. 

Dieser identische Connex ist dadurch ausgezeichnet, dass jedes Element seine beiden 
Bestandtheile in vereinigter Lage hat, indem jede Gerade mit ihrer entsprechenden Punktreihe 
und jeder Punkt mit seinem entsprechenden Strahlenbüschel zusammenfällt. 

Zusatz (5). Alle Curvengleichungen mit einer Reihe von Veränderlichen stellen Connexe 
(w,o) oder (o,w) von besonderer Art dar. Jeder Punkt des Connexes (m,ö) entspricht sänmitlichen 
Geraden der Ebene, aber die Punkte ausserhalb dieser Curve gehören nicht zum Connex; ebenso 
entspricht jede Tangente des Connexes (o,m) jedem Punkte der Ebene, aber die Geraden ausserhalb 
dieser Curve gehören nicht zum Connex. 

Solche Punkte und Linien, welche bezüglich jeder Linie und jedem Punkte der Ebene ent- 
sprechen, heissen Fundamentalpunkte und Fundamentallinien. 

C. Die Coincidenzen. 

3. Der allgemeine Ausdruck der höhern Reciprocität ist die Coincidenz, das heisst 
eine zweifach unendliche Mannigfaltigkeit von Punkten und Geraden in der Ebene, deren Elemente 
zweien Connexen gemeinschaftlich sind. 

Die Coincidenz (/i, v) heisst von der fiten Ordnung und von der vten Klasse, wenn jeder 
Geraden u der Ebene /* Punkte entsprechen, und jedem Punkte v Gerade. 

Zusatz (1). Es kann der Fall eintreten, dass eine Coincidenz die gemeinsamen Lösungen 
von mehr als zwei Connexen umfasst, so lange nur diese Lösungen eine zweifach unendliche 
Mannigfaltigkeit darstellen. 

Zusatz (2). Die /* Punkte x sind die Schnittpunkte der beiden Curven, welche der 
Geraden u in den beiden Connexen entspricht, ebenso sind die v Geraden u die gemeinschaft- 
lichen Tangenten der beiden Curven, welche dem Punkte x entsprechen. Zwei Connexe (m, n) 
und (m', n') erzeugen also die Coincidenz (mw', nn'). 

Die Coincidenz zweier Connexe (1, 1) und (1, 1) ist also von der ersten Ordnung und 
ersten Klasse und stellt die gewöhnliche Dualität dar. 

4. Jeder Connex (m, n) oder f(x, u) = hat eine Hauptcoincidenz, das heisst die 
Coincidenz mit dem identischen Connexe u, = 0. 

7 
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In demselben entsprechen jedem Punkte x die w von ihm an die entsprechende Curve Kn 
gelegten Tangenten oder „Coincidenzstrahlen", und jeder Geraden « die m Schnittpunkte oder 
„Coincidenzpunkte" derselben mit der entsprechendenden Curve (7«. 

Zusatz (1). Gehört eine Hauptcoincidenz einem gegebenen Connexe /"^O an, so gehört 
sie auch den unendlich vielen Connexen an, welche durch die Formel dargestellt werden: 

wo 3/ einen veränderlichen Connex (m — 1, n — 1) darstellt. 

Zusatz (2). Die stetige Aenderung dieser Coincidenzstrahlen und Coincidenzpunkte 
erzeugt ein und dasselbe System von Hauptcoincidenzcurven, von denen je n durch einen 
beliebigen Punkt hindurchgehen und je m eine beliebige Gerade berühren. 

Diese Cun^en sind das Intregral einer Differentialgleichung, welche man erhält, indem 
man aus f{x, w) =. eine Reihe von Veränderlichen eliminirt: entweder die u vermittelst der 
Gleichungen : 

Wj. = 0, «1 üx^ + t/g dx^ + W3 d^3 = 0; 

oder die x vermittelst der Gleichungen: 

Ujt =: 0, x^ du^ + x^ dti^ + x^ du^ — 0. 

Da nun alle algebraischen Differentialgleichungen erster Ordnung auf die hier besprochene 
zurückgeführt werden können, so stellen allgemein die Hauptcoincidenzcurven ihi*e Integrale dar. 

Eine Erweiterung dieses Gedankens auf transcendente Differentialgleichungen, das heisst, 
ihre Verbindung mit der projekti vischen Geometrie, findet man angedeutet bei Clelsch - Lindanaun 
(I, am Schluss). 



VIL Hauptstück. 

Besondere Arten von Projektivität. 

Vorbemerkung (1). Projektivische Gebilde können eine Besonderheit haben, entweder in 
Bezug auf ihre innere Beschaffenheit (engere oder weitere Verwandtschaft), oder blos in Bezug 
auf ihi'e äussere Lage (pei'spektivische oder zusammenfallende). In diesem Hauptstücke soll der 
ei-stere Fall behandelt werden, in den beiden folgenden der letztere. 

Vorbemerkung (2). Eine Menge von Sätzen über besondere Projektivitäten findet man 
in Cltashs G^om^trie Supörieure (Paris, 1852), die aber mehr füi' Selbstübung als für eine syste- 
matische Darstellung des Gegenstandes berechnet sind. 

1. Mobitis erwähnt fünf einfache Verwandtschaften, die er erst (im Anhange zu den 
^Beobachtungen auf der kgl. Universitätsstemwarte zu Leipzig", 1823; Werke, Bd. I, S. 389) kurz 
beschrieb und dann ausführlich (im Barycentrischen Kalkül 1827) behandelte. Es sind ausser der 
CoUineation. die oben (HI) besprochen wurde, die folgenden vier: 

Affinität, Gleichheit, Aehnlichkeit, Gleichheit und Aehnlichkeit. 

Zusatz (1). Die ersten zwei dieser vier Verwandtschaften beziehen sich auf den Inhalt 
entsprechender Figuren, die dritte auf die Abstände entsprechender Punkte, und die letzte auf 
beide zugleich. 

Zusatz (2). Alle vier Venvandtschaften haben die Eigenschaft dass jedem eigentlichen 
Elemente ein eigentliches entspricht und jedem unendlich fernen ein unendlich fernes. Bei 
Punktreihen, welche in diesen Verwandtschaften stehen, liegen also die Gegenpunkte selbst im 



52 II- Abschnitt. Die Projektivische Geometrie. 

wenn alle entsprechenden Winkel einander gleich sind {Steiner' s Werke, Bd. I, S. 270—271; Cremofuis 
P. G. art. 100, 102, 104). Haben zwei homographische Systeme mehr als ein Paar entsprechender 
rechter Winkel, so sind sie einander gleich. 

Zusatz (3). Zwei homographische Systeme sind einander gleich, sobald drei Paare ent- 
sprechender Elemente obiger Bedingung genügen. 

Zusatz (4). Zur Bestimmung des Inhalts gleicher Gebilde gibt MSbius (§ 164 und 168) 
den Satz: Gegeben ein System von n Punkten in der Ebene oder im Räume. Bildet man dann 
alle möglichen Raumtheile, in der Ebene durch getadlinige Verbindung je zweier Punkte, im Räume 
durch ebene Verbindung je dreier Punkte, so braucht man im Falle eines ebenen Systems nur 
2n— 5, im Falle eines räumlichen Systems nur 3n— 11 von einander unabhängige entsprechende 
Figuren, um daraus den Inhalt der übrigen zu bestimmen. 

Um also die Gleichheit zweier solchen Systeme zu beweisen, hat man nur auf so viele 
Raumtheile Rücksicht zu nehmen. 

C. Aehnlichkeit. 

6. Projektivische Gebilde sind ähnlich, wenn das einfache Verhältniss je zweier 
Strecken im einen Gebilde beim Uebergang zum entsprechenden Gebilde konstant bleibt. {Euler, 
Introductio, t. 11. art. 438. MSbius, § 142). Die Gleichheit entsprechender Winkel ist eine Folge 
dieser Definition. 

Zusatz (1). Nach 1. Zusatz (2) hat bei diesen einfachen Verwandtschaften das Dreieck 
der Coincidenzpunkte ebener Systeme eine Seite im Unendlichen. Bei ähnlichen Systemen heisst 
die im Endlichen verbleibende Ecke Aehnlichkeitspunkt und die ihm gegenüberliegende (unend- 
lich ferne) Seite Aehnlichkeitsaxe {Plücker S. A. G. no. 83). Die Coordinaten des Aehnlich- 
keitspunktes hat Jacobi (Werke, Bd. vn, S. 22—23) gegeben. 

Zusatz (2). Haben zwei ähnliche Gebilde zugleich eine ähnliche Lage, so heissen sie 
nach Chasles (A. H. p. 597) homothetisch. 

Zusatz (3). Für die Construktion ähnlicher Systeme gibt Möhius (§ 143) den Satz: Zu 
einem System von n Punkten lässt sich ein ähnliches construiren, wenn bei linearen, ebenen oder 
räumlichen Gebilden bezüglich n— 2, 2n— 4, 3n— 6 von einander unabhängige Verhältnisse zwischen 
den gegenseitigen Abständen der Punkte gegeben sind. 

Beispiele von ähnlichen Figuren bilden parallele Schnitte von Pyramiden, Kegeln oder 
Strahlenbüscheln. 

D. Gleichheit und Aelinlichkeit. 

6. Projektivische Gebilde sind gleich und ähnlich, wenn das Verhältniss, welches bei 
ähnlichen Gebilden zwischen je zwei entsprechenden Strecken konstant sein muss, der Ein- 
heit gleich ist. 

Zusatz (1). Wie also die Gleichheit ein besonderer Fall der Affinität ist, so ist Gleich- 
heit und Aehnlichkeit ein besonderer Fall der Aehnlichkeit. 

Zusatz (2). Gleichheit und Aehnlichkeit ist die engste Verwandtschaft geometrischer 
Gebilde. Sie zerfällt in zwei Arten, je nachdem die beiden Gebilde gleichsinnig oder 
ungleichsinnig sind: Congruenz und Symmetrie. 

Mobius (S. 569—570) bemerkt, dass während congruente Figuren immer zur Deckung 
gebracht werden können, dies bei symmetrischen nur mittelst Umlegung durch einen höhern Raum 
geschehen kann. 

Zusatz (3). Ein System von n Punkten hat ^ n{n—\) Abstände je zweier Punkte. Bei 

der Construktion eines zweiten gleichen und ähnlichen Gebildes müssen aber bei geradlinigen, 
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Vorbemerkung (2). Die methodische Behandlung der Centralprojektion oder Perspektive 
wird von Wolf (Geschichte der Astronomie, München, 1877, S. 387) bis auf Christof Grienberger, 
S. J. (1612) zurückgeführt.*) 

Ein Werk von Desargues über Perspektive (1636) ist verloren gegangen. Nach Chasles 
(A. H. p. 85) suchte ein Stecher A. Bosse das von Desargues Gelernte zusammenzustellen (1648). 
Ein Auszug aus Bosse's Perspektive wurde von Poudra (Oeuvres de Desargues, Paris, 1864, p. 55) 
veröffentlicht mit einer begleitenden „Analyse" (p. 85).* 

Montiicla (Hist. de Math. 1. 1, p. 711) erwähnt unter andern altern Werken (von 1543 an) die 
folgenden als werthvoll: La Perspective Practique (Paris, 1642) von Du Breuil S. J.; Cursus seu 
Mundus Mathematicus (Lugduni, 1674) von De Chales S. J.; Perspectiva Pictorum et Architectorum 
(Romae, 1693) von Da Pozzo S. J. 

Newton benutzte die Grundsätze der Perspektive gelegentlich, um schwierigere Aufgaben 
auf leichtere zurückzuführen, z. B. in seiner Enumeratio linearum tertii ordinis (Cap. V, Genesis 
Curvarum per umbras) und in seinen Phil. Nat. Principia (1686, Lib. I, Sectio V, Lemma 22: 
Figuras in alias ejusdem generis figuras mutare). 

Spätere Werke über Perspektive sind: „Linear Perspective" (1715 und 1719) von Brodk 
Taylor, „Elementl di Perspettiva" (Roma, 1756) von P. Jacqukr**). und „La Perspective" (Zuric, 
1759) von Lambert. Eine allgemeine analytische Theorie der Central -Projektion gibt Jacobi 
(Werke, Bd. m, S. 138). 

Vorbemerkung (3). Die Merkmale der perspektivischen Lage projektivischer Gebilde 
werden besprochen von Steiner (Werke, Bd. L S. 272, 308 ff. und 316 ff.) und von v. Staudt, (Geom. 
d. L. no. 104). An ersterem Orte findet man viele einzelne Fälle besprochen, an letzterem eine 
übersichtliche Zusammenstellung der Definitionen. Mehrere theoretische Sätze über Perspektive hat 
Cltasles (A. H. p. 836 ss.) zusammengestellt. 

Vorbemerkung (4). Da die perspektivische Lage nur ein besonderer Fall der allge- 
meinen oder schiefen Lage ist (Steiners Werke, Bd. L S. 241, 272; Iles.se's Vier Vorles., S. 3), 
so gelten für dieselbe alle Grundeigenschaften der letztem, namentlich die Constanz des Doppel- 
verhältnisses. Das letztere war auch Desargues bekannt (s. Poudra's Ausgabe, t. I, p. 425). 

1. Die Perspektivität der Grundgebilde erster Stufe hat folgende Definitionen: 

(a) Zwei Punktreihen sind pei-spektivisch, wenn die Verbindungslinien je zweier ent- 
sprechenden Punkte sich sämmtlich in einem gemeinschaftlichen Punkte, dem Pole oder Colli- 
neationscentrum, schneiden; mit andern Worten: wenn sie Schnitte ein und desselben Strahlen- 
büschels sind. 

(b) Zwei Strahlenbüschel sind perspektivisch, wenn sich ihre entsprechenden Strahlen 
sämmtlicb auf einer gemeinschaftlichen Geraden, der CoUineationsaxe, schneiden; mit andern 
Worten: wenn sie von ihren Trägern aus dieselbe Punktreihe projiciren, oder allgemeiner, wenn 
sie Schnitte ein und desselben Ebenenbüschels sind. 

(c) Zwei Ebenenbüschel sind perspektivisch, wenn sich ihre entsprechenden Ebenen 
sämmtlich auf einer gemeinschaftlichen Ebene, der CoUineationsebene schneiden. Dieser per- 
spektivische Durchschnitt ist ein Strahlenbüschel in der genannten Ebene, dessen Träger auf dem 
Durchschnitt der beiden Axen der Ebenenbüschel liegt. 

(d) Ungleichartige Grundgebilde erster Stufe und erster Ordnung sind perspektivisch, wenn 
die Elemente des einen in den entsprechenden des andern liegen, also eines ein Schnitt des andern ist. 



*) So findet sich der Name gesehrieben in der neuen Ausgabe der Biblioth^que de la Compagnie de J^sus, 
1802, von P. iSommerwMjel, S. J., aus Strassburg. P. Grienbergtr war aus Hall in Tirol gebürtig (1664-— 1636) und der 
Nachfolger von P. Christof CUix-ius auf dem Lehrstuhle zu Rom. Sein erstes Werk hat die Aufschrift: Catalogus etc. 
Imaginum Coelestium prospectiva duplex etc. Romae, 1612. In demselben wird die Polarprojektion, und die nach 
einem beliebigen Punkte der Himmelskugel gerichtete Centrali)rojektion berechnet und gezeichnet. In Sommervogefs 
Bibliographie findet man auch Aufschlüsse und Berichtigungen über einige der folgenden Schriftsteller. 

**) 1711—1788, Professor der Mathematik am Römischen Kolleg. 
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Zusatz (1). Zwei gleichartige perspektivische Grundgebilde haben also immer ein Paar 
entsprechender Elemente, welche zusanmienfallen und durch ihre Träger gehen. 

Zusatz (2). Schneidet man also einen Ebenenbtischel durch beliebige Ebenen in Strahlen- 
büschel und letztere durch beliebige Gerade in Punktreihen, so sind alle diese Schnitte unter 
sich perspektivisch. 

Zusatz (3). Fallen in zwei projektivischen Grundgebilden drei Elemente des einen in die 
entsprechenden des andern, so gilt dasselbe von allen entsprechenden Elementen, die Grundgebilde 
sind also entweder identisch oder in perspektivischer Lage, jenachdem sie gleichartig oder un- 
gleichartig sind. 

Man kann daher alle projektivischen Grundgebilde entweder zur Deckung oder 
in perspektivische Lage bringen durch blosse Verschiebung und Drehung (Moffnus, 
Sammlung, Berlin 1833). 

Analytisch gesprochen hat also die Perspektivität drei willkürliche Constanten weniger als 
die Projektivität. 

Zusatz (4). Da die Grundgebilde zweiter Ordnung nur beschränkte Fälle von Gebilden 
zweiter Stufe sind, so ergibt sich die Perspektivität der erstem aus derjenigen der letztern (s. 2.). 
Mehrere dieser Fälle sind besprochen in v. Staudf^ Beiträgen. 

2. Die Perspektivität der Grundgebilde zweiter Stufe hat folgende Definitionen (r. Stamlt, 
G. d. L., art. 125): 

(a) Zwei (Punkt- oder Strahlen-) Netze sind in Perspektive, wenn sie ebene Schnitte des- 
selben (Strahlen- oder Ebenen-) Bündels sind. 

(b) Zwei (Strahlen- oder Ebenen-)Bündel sind in Perspektive, wenn sie von ihren Trägern 
aus dasselbe (Punkt- oder Strahlen-) Netz projiciren. 

(c) Ein Netz und ein Bündel sind in Perspektive, wenn das erstere ein ebener Schnitt 
des letztern ist. 

3. Die Perspektivität lässt sich auf beliebige Gebilde übertragen, welche aus Reihen 
und Büscheln, Netzen und Bündeln der Elemente zusammengesetzt sind. Alle entsprechenden 
Grundgebilde sind dann einzeln in Perspektive. 

Zusatz (1). Bei der Centralprojektion durch Kegel beliebiger Ordnung, deren Scheitel die 
Projektionscentra sind, wird jede Gerade wieder als Gerade projicirt, allgemein jede ebene Curve 
wieder als eine solche von gleicher Ordnung und Klasse. Jede Tangente bleibt auch in der 
Projektion Tangente, ebenso jeder Schnittpunkt und vielfache Berührungspunkt. 

Pmicelet (P. P. 1822) hat, nach dem Beispiele von Newton (oben, Vorbemerkung (2)), von 
dieser Methode ausgiebigen Gebrauch gemacht, um aus Eigenschaften einfacher Gebilde (Kreis) 
die entsprechenden Eigenschaften allgemeinerer Gebilde (Kegelschnitte) abzuleiten. Ebenso Salmon 
(C. S. art. 349—369). 

Zusatz (2). Sind zw^ei Gebilde, die in verschiedenen Ebenen liegen, in Perspektive, 
80 dass die Verbindungslinien entsprechender Punkte durch dasselbe Projektions -Centrum gehen, 
so schneiden sich alle entsprechenden Geraden auf der Schnittlinie der beiden Ebenen, der Axe 
der Perspektivität, und umgekehrt. Lässt man also eine der beiden Ebenen sich um die Axe 
drehen, so bleiben die ebenen Gebilde fortwährend in Perspektive, aber das Centrum der Per- 
spektivität beschreibt einen Kreis, dessen Ebene zur Axe der Perspektivität senkrecht steht 
(Steimr, Werke, Bd. I, S. 308-309). 

4. Homologie ist ein besonderer Fall von Perspektive, und wurde von Poncelet (P. P. 
t. I, art. 290 ss) mittelst neu eingeführter Kunstausdiücke beschrieben. 

Sind zwei ebene Figuren auf dei'selben Ebene die Centralprojektionen einer gemeinschaft- 
lichen ebenen Figur aus zwei verschiedenen Projektionscentra, so heissen sie nach Poncelet 
homolog. 



56 n. Abschnitt. Die Projektivische Geometrie. 

Solche Gebilde sind auch unter sich selbst in Perspektive, indem die Verbindungslinien 
aller homologen Punkte durch denselben Punkt, das Centrum der Homologie, gehen, und alle 
homologen Geraden sich in derselben Geraden, der Axe der Homologie, schneiden (vergl. oben 3., 
Zusatz (2)). Die beiden Projektionscentra liegen mit dem Centrum der Homologie in gerader 
Linie, und die Ebene der ursprünglichen Figur geht durch die Axe der Homologie. Ist das 
Centrum und s die Axe der Homologie, sind femer M, M zwei homologe Punkte und X der 
Schnittpunkt des Strahles OMM mit der Axe, sind ebenso a, a' zwei homologe Strahlen und o die 
Verbindungslinie des Punktes (a, a') mit dem Centrum 0, so ist das Doppelverhältniss 

{OXMM) = {osaa') 

co^stant fUr alle Paare homologer Elemente, und heisst Coefficient oder Parameter der 
Homologie (Chasles, G6om. Sup. no. 520; Cremona, P. G. art. 75). 

Zusatz (1). Zwei homologe Figuren können auf unendlich viele Arten durch Projektion 
einer ebenen Figur aus zwei Centra erzeugt werden. 

Zusatz (2). Jeder Punkt in der Axe der Homologie entspricht sich selbst, ist also sein 
eigenes Bild. Den unendlich fernen Punkten der gegebenen ebenen Figur entspricht eine der Axe 
parallele Fluchtlinie. 

Zusatz (3). Die Homologie artet aus in Aehnlichkeit (nach Gestalt und Lage), wenn 
die Axe im Unendlichen liegt, und in Affinität, wenn das Centrum im Unendlichen liegt. 

Im ersteren Falle können die Figuren als parallele Schnitte von Pyramiden betrachtet 
werden, im zweiten als beliebige Schnitte von Prismen. 

Die Homologie wird harmonisch oder involutorisch. wenn der Parameter = — 1 ist. In 
diesem Falle geht die Aehnlichkeit (Axe im Unendlichen) über in Congruenz, die Affinität (Centrum 
im Unendlichen in der Richtung senkrecht zur Axe) in Symmetrie (vergl. Cremonu's P. G., art. 76). 

Zusatz (4). Nach Chasles (A. H. p. 218 ss.) lässt sich Poncdet's Theorie der Homologie 
zurückführen auf die Methoden von La Hire und Poivre, die Kegelschnitte als Projektionen des 
Kreises zu behandeln, wobei dieser Kreis als Basis des Projektionskegels dient. 

Zusatz (5). Pmcelet (P. P. art. 576 ss.) hat die Homologie auch auf räumliche Gebilde 
übertragen, mit Zugrundelegung eines Centrums C und einer Ebene H der Homologie, auf w^elch' 
letzterer alle Punkte sich selbst entsprechen. Alle entsprechenden Punkte sind mit C coUinear 
und alle entsprechenden Graden sind mit C complanar. Jede Ebene E durch C schneidet die 
beiden körperlichen Gebilde in homologen Figuren mit C als Centrum und EH als Axe der Homo- 
logie. Die Fluchtebene ist parallel If und entspricht den unendlich fernen Punkten der gegebenen 
Raumfigur. 

Poncelet erwähnt als Anwendung dieser Theorie das Basrelief und die Bühnenmalerei. 
Construktionen des Bas-Relief gibt Chasles in seinem A. H. (p. 600) und der homologen Figuren 
überhaupt ebendaselbst (p. 773—779), mit vielen Anwendungen auf Flächen zweiten Grades 
(783—830). Er hebt dabei (p. 845) hervor, dass räumliche projektive Gebilde im Allgemeinen nicht 
durch blosse Verschiebung und Drehung in Homologie gebracht werden können. 



IX. Hauptstück. 

Involutorische Lage. 

Vorbemerkung (1). Während Affinität, Gleichheit, Aehnlichkeit, Congruenz und Symmetrie 
besondere Arten von Projektivität darstellen (s. oben VII), zeichnen sich Perspektivität und In- 
volution durch eine besondere Lage der Gebilde aus. 

Involutorische Gebilde müssen eine solche Lage gegen einander haben, dass ihre Träger 
zusanmienfallen, und dass ihre Doppelverhältnisse einer gewissen Bedingung genügen. 
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Bei gewöhnlicher Involution ist der Träger eine Gerade oder ein Punkt oder eine Axe. 
Involutionen auf Trägern höherer Ordnung oder Klasse erhält man durch Projektion, indem man 
beispielsweise durch den Pol einer Strahleninvolution einen Kegelschnitt legt, oder eine Punkt- 
involution von einem beliebigen Punkte eines Kegelschnittes aus projicirt (Wcyr in Crdle^ J. 
Bd. 72, 1870, S. 285). Die Schnittpunkte auf dem Kegelschnitte bilden so eine krummlinige In- 
volution (vergl. unten 16. (3)). Involutionen „auf nicht rationalen Trägem" wurden untersucht von 
Weur (Wien. Sitzungsber. Bd. 100, 1891, S. 589). 

Vorbemerkung (2). Eine einzelne Elementenreihe wird zuweilen, aber im uneigent- 
lichen Sinne, eine lineare Involution genannt (s. unten 12. (3)). Im gewöhnlichen Sinne versteht 
man unter Involution die quadratische. Dieselbe wurde zuerst behandelt von Desargues (Paris, 
1639, in PoMdra's Ausgabe, p. 119 und 147). 

Die höhern Involutionen sind noch in der Ausbildung begriffen und gestatten deshalb 
noch kaum eine übersichtliche Darstellung. 

A. Quadratische Involution bei Grundgebilden erster Stufe. 

1. Die Definition der quadratischen Involution kann auf drei Weisen gegeben werden: 

(a) m Elementenpaare mit gemeinschaftlichem Träger bilden eine quadratische Involution, 
wenn es ein [m + l)tes Paar gibt, welches zu jedem der m Paare harmonisch ist. So Plücker 
(Entwickl., Bd. H, no. 623, Anmerkung), Mobius (Werke, Bd. 11, S. 221), und Hesse (Vier Vorles., S. 14). 

Zusatz (1). Dieses (w -f- l)te Paar heisst Doppelpaar oder Asymptotenpaar, weil in 
jedem seiner Elemente zwei entsprechende Elemente der Involution zusammen fallen. 

Zusatz (2). Je nachdem dieses Asymptotenpaar reell oder (conjugirt) imaginär ist, heisst 
die Involution hyperbolisch (von der ersten Art), oder elliptisch (von der zweiten Art). Der 
Grenzfall, wo die reellen Elemente des Asymptotenpaares zusammenfallen, liefert die parabolische 
Involution, die aber nur im uneigentlichen Sinne diesen Namen trägt (s. unten 3. Zusatz (D). 

Zusatz (3). Bei der hyperbolischen Involution ist jedes Paar entsprechender Elemente 
entweder von beiden oder von keinem Elemente jedes andern Paares der Involution getrennt; bei 
der elliptischen hingegen ist jedes Paar durch je ein Element jedes andern Paares getrennt, 
oder nach der Ausdrucksweise v, StaucU's: bei der hyperbolischen Involution haben entsprechende 
Elemente entgegengesetzten Sinn, bei der elliptischen gleichen Sinn. 

Zusatz (4). Der Umstand, dass conjugirt complexe Grössen, als Asymptotenpaare 
betrachtet, von reellen Involutionen (zweiter Art) begleitet sind, kann zur reellen geometrischen 
Darstellung complexer Grössen benutzt werden [v. Staudfs Beiträge I; Fiedkr's Darstellende Geom. 
m, § 9—10; vergl. oben den I. Abschnitt, H, 3.). 

(b) Die Beziehung der beiden entsprechenden Elemente eines jeden Paares ist eine gegen- 
seitige, indem jedem Elemente immer das gleiche Element entspricht, gleichviel welchem der 
beiden involutorischen Gebilde man es zuschreibt. Diese Vertauschbarkeit der Elemente ist 
fttr die quadratische Involution bezeichnend und kann als Definition benutzt werden {v. Staudt, 
Beiträge, § 4). 

Zusatz (1). Nach Mobius (Werke, Bd. LI, S. 375) wird durch diese Eigenschaft das Wesen 
der Involution am einfachsten erklärt. Er stellt die entsprechenden Elemente Ä, B,C . . . und 
A\ B\ C . . , der beiden Gebilde in folgender Weise durch Uebereinandersetzung dar: 

(I) AA,BB,CC, ... 

(II) Aj^A B,B C,C . . . 

Zusatz (2). Diese Vertauschbarkeit gilt allgemein fUr alle entsprechenden Elemente zweier 
projektivischen Gebilde, sobald sie fttr ein Paar erfüllt ist. 

(c) In jedem involutorischen Systeme, sei es von der ersten oder zweiten Art, befindet sich 
immer ein und nur ein reelles ausgezeichnetes Paar, welches die Elemente des Doppelpaares halbirt, 
das Centralpaar {Plücker, Entwickl., Bd. 11, no. 623, Anmerkung; Chasles" A. H. p. 317). 

8 
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Zusatz (1). Bei Punktinvolutionen ist das eine Element des Centralpaares der unendlich 
ferne Punkt; bei Strahlen- und Ebeneninvolutionen halbirt eines den Nebenwinkel des Doppel- 
paares, steht also auf dem andern Centi'alelemente senkrecht. 

Zusatz (2). Nach HI, 3., ist das Produkt der Entfernungen entsprechender Punkte A, A^, .. . . 
vom Centralelemente M constant: 

{MA) (MA,) = (MB) {MB,) = ,., = const 

Je nachdem diese Constante positiv, negativ oder Null ist, ist auch die Involution hyperbolisch, 
elliptisch oder parabolisch (vergl. oben (a) Zusatz (2)). 

Für Strahlen- und Ebenenbtischel hat man die Strecken durch Tangenten zu ersetzen, 
indem man das Zeichen tg vor jede Klammer setzt. 

Nach Mobius (Werke, Bd. I, S. 221) lässt sich diese Formel ebenfalls als Definition der 
Involution betrachten. Eine weitere Definition findet er in seinem „Dreieckschnittverhältniss" 
(s. oben den Abschnitt: Die Grundlagen d. Geometrie m, Vorbem. (5)), w^elches sich aus obiger 
Formel ableiten lässt. 

Zusatz (3). Mobius (Werke, Bd. 11, S. 387, Anmerkung) vergleicht die Elemente des 
Doppelpaares einer Punktinvolution mit Glaslinsen und den im Endlichen liegenden Centralpunkt 
mit dem Bilde des unendlich fernen Punktes. 

2. Die analytische Darstellung der Involution kann, ebenso wie ihre Definition, auf 
verschiedene Weise gegeben werden. 

Im Anschlüsse an die erste Definition (oben 1. (a)) kann man zwei Reihen von projektivischen 
Elementen mit gemeinschaftlichem Träger darstellen durch 

n+inSy=^o, n+finn'=o, (n = i, 2, 3...), 

und die Bedingung aufstellen, dass diese Elementenpaare zu dem Paare 

auf demselben Träger, harmonisch liegen. 

Diese Bedingung ist nämlich (s. oben: Die Grundlagen d. Geom. HE, 8. (b)): 

A/i — 2 (i -f- /*) (A„ + fin) + Kfin = 0, (n = 1, 2, 3 . . .). 

Da zur Bestimmung von k und /* zwei solcher Gleichungen nöthig sind, so müssen je 
drei Elementenpaare, wenn sie in Involution sein sollen, eine Bedingungsgleichung erfüllen, wie 
die folgende (Caylcy, 1858, Phil. Trans, vol. 148; Papei-s, vol. II, p. 535-536): 

1 ^2 + ^2 ^^2 ==0. 
1 ^ T" /^^ ^^3 

Zusatz (1). Cayley betrachtet die Parameterpaare (A, fi) als Wurzelpaare von binären 
quadratischen Formen, und bringt dieselben so in Verbindimg mit der Invariantentheorie. 

Zusatz (2). Hesse (A. G. in der Ebene, S. 72 ff.) hat sieben verschiedene Gestalten 
dieser Bedingungsgleichung aufgeführt und gezeigt, mit welchen Faktoren dieselben zu multipliciren 
sind, um die Produkte identisch zu machen. 

Zusatz (3). Während das Doppelverhältniss nur zwei Elementenpaare voraussetzt, verlangt 
die Involution deren wenigstens drei. In der That spricht auch Desargues nur von sechs Elementen 
in Involution. 

Zusatz (4). Da die beiden Grössen A f /* und X^i nur einer linearen Bedingung genügen 
müssen, wenn die Elemente A, /* mit zwei gegebenen Elementenpaaren in Involution stehen sollen, 
so sind sie nicht vollständig bestinmit. Es gibt demnach eine unendliche Reihe von Elementen- 
paaren, welche mit zwei gegebenen in Involution stehen. 

Sollen dieselben aber noch mit zwei andern Elementenpaaren in Involution stehen, so 
sind sie vollständig bestimmt. Man kann dann die beiden Bedingungen in eine einzige vereinigen. 
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indem man die beiden Parameter A, fi mittelst der symmetrischen Punktionen: X + fi = a, Xfi = b 
zu Wurzeln einer quadratischen Gleichung macht (Hesse, A. G. in der Ebene, S. 38): 

Bestehen aber diese vier Elementenpaare nur aus sechs verschiedenen Elementen: 1, 2, ... 6, 
so kann das Paar (A, fi) gleichzeitig mit 3x2 Elementenpaaren in Involution stehen, nämlich mit 
1, 2 und 4, 5, mit 2, 3 und 5, 6 und mit 3, 4 und 6, 1 {Hesse, S. 77 und 80). 

3. Die analytische Darstellung der Involution lässt sich im Anschluss an die zweite 
Definition (oben 1. (b)) geben wie folgt: 

Man kann zwei Reihen projektivischer Elemente mit gemeinschaftlichem Träger dar- 
stellen durch die drei Gleichungen (oben m, 1.): 

S2 + Xü' = 0, n + fisi' == 0, 

aXfi + &A + c/ii + d = 0. 

Sollen nun die Beziehungen gegenseitig, also die beiden Elementenreihen vertauschbar 
sein, so muss die Bedingungsgleichung nach X und fi symmetrisch sein: 

Da dieselbe nur mehr zwei wesentliche Constanten hat, die also durch zwei Bedingungen 
bestimmbar sind, so erhält man für je drei involutorische Paare dieselbe Bedingungsgleichung 
wie oben in 2. 

Zusatz (1). Das Doppelpaar (oben 1.) erhält man aus obiger Bedingung fttr X = fi, also 
aus der quadratischen Gleichung: 

aA« + 2bk + d = 0. 

Je nachdem die beiden Wurzeln X reell, imaginär oder zusammenfallend sind, hat 
man die hyperbolische, elliptische oder parabolische Involution. 

Ist die Gleichung identisch erfüllt, so hat die Involution unendlich viele Doppelpaare 
und die Elementenreihen fallen zusammen. Dies ist der Fall, sobald drei Doppelelemente vor- 
handen sind. 

Zusatz (2). Wählt man das Doppelpaar zu Leitelementen i2, S}\ so wird a = 0, d = 0, 
also X + fA = 0, und die Involution lässt sich darstellen durch 

n^ — x^n'^ = 0. 

4. Eine analytische Darstellung der Involution, entsprechend der dritten Definition 
(oben 1. (c)), liegt in der dort erklärten Formel: 

[MA) {MA^) = (MB) {MB,) = .., = const., 

wo die Constante durch ihr Zeichen die verschiedenen Arten von Involutionen bestimmt. 

Eine weitere Darstellung gibt He^se (A. G. in der Ebene, 6. und 8. Vorles.). Stellt man 
nämlich drei Elementenpaare mit gemeinschaftlichem Träger durch ebenso viele quadratische 
Gleichungen dar: 

S, =0, S^ = 0, Ss = 0, 

so sind dieselben in Involution, wenn sich drei Faktoren der Art bestimmen lassen, dass die 
identische Gleichung besteht: 

Zusatz. Dies ist beispielsweise immer möglich, wenn die S die Gestalt haben (oben 3. 
Zusatz (2)): 

s. = n^ —x^ n'K 

6. Die Bedingung der Involution zweier Elementenreihen ist identisch erfüllt, wenn in 
der Determinante (oben 2.) die zweite oder dritte Columne constant wird. 

8* 
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In diesen beiden Fällen geht die Bedingungsgleichung in 3. über in die folgenden: 

(a) Xn + iin = c, 

(b) Xn> fi^ = c. 

Zusatz (1). Für das Doppelpaar erhält man (nach 3. Zusatz (D) im ersten Falle die 
Parameter und oc, welche die Leitelemente Xi, Ü' darstellen; und im zweiten Falle die Para- 
meter ± Vc^. 

Zusatz (2). Bezeichnet man im zweiten Falle das Paar der Leitelemente mit (1, 2) und 
setzt die S2 in der Normalform voraus, so erhält man aus der Bedingung kn. fin = c die Formel 
(vergl. oben: Die Grundlagen der Geom. m, 1. (2)): 

(3.1) (4^_(5JJ| (Q^i)_ _ 

(3.2) ' (4, 2) - (5, 2) • (6, 2) ""^ 

worin man für Strahlen- und Ebenenbüschel vor jede Klammer das Zeichen sin zu setzen hat 

Zusatz (3). Schneidet man einen involutorischen Ebenenbüschel durch beliebige Ebenen 
und die so entstehenden Strahlenbüschel durch beliebige Transversalen, so erhält man lauter 
Strahlen- und Punktinvolutionen. Ueberhaupt geben alle Schnitte und Projektionen von 
Involutionen wieder Involutionen (Cremonu, P. G. art. 124). 

Zusatz (4). Beispiele von Involutionen in Bezug auf Kegelschnitte, Curven- und Flächen- 
büschel findet man bei PonceUt (P. P. t. H, Sect. IV) und Sahnon (C. S. art. 344—346). Das Theorem 
von Iksargues über Vierecke und Vierseite, welche Kegelschnitten bezüglich ein- und umschrieben 
sind, findet man ausführlich bei Cremotm (P. G. eh. 17). 

B. Quadratische Involutionen bei Grundgebilden zweiter und dritter Stufe. 

Vorbemerkung (1). Der Begriff der Involution w^urde auf Grundgebilde von mehr als 
einer Mannigfaltigkeit ausgedehnt von Mobius (1853--1856, Werke Bd. H, S. 222 und 411 ff.) und 
V. Staudt (Beiträge, 1856, §§ 4, 5 und 6). 

Vorbemerkung (2). Mobius (S. 375) spricht von mehreren Arten von Involutionen in 
Räumen von zwei und drei Ausdehnungen, wo zwischen Punkten verschiedene Verwandtschaften 
bestehen. Er kommt so auf die Begriffe der symmetrischen, affinen, kreisverwandten und col- 
linearen Involutionen, deren Theorien aber mehr angedeutet als entwickelt werden. 

• 6. Die kreisverwandte Involution wird von Mobius so dargestellt: 

(a) Zuerst (S. 202) setzt er fest, dafs zwei Punkte A, A! mit zwei gegebenen Punkten E, F 
der Ebene in harmonischer Lage sind, wenn sich erstlich durch alle vier Punkte ein Kreis 
legen läfst und wenn ferner zwischen den Seiten des Vierecks die Proportion besteht: 

AE:AF=ä'I;:ä'F, 

wobei die Punkte A, A! als von der Sehne EF getrennt vorausgesetzt sind. 

(b) Die Definition der Involution lautet wie bei Gebilden erster Stufe (oben 1. (a)): 
m Punktepaare in einer Ebene bilden eine (quadratische) Involution, wenn es ein (/» + l)tes Paar 
gibt, welches zu jedem der m Paare harmonisch liegt. Dieses (m + l)te Paar heüüst Doppel- 
paar oder Asymptotenpaar, weil in jedem seiner Punkte zwei entsprechende Punkte zusammenfallen. 

Zusatz. Wie zw^ei coUinear verwandte Punktreihen, so können auch kreisverwandte 
Punktebenen durch Verschiebung und Drehung in involu torische Lage gebracht werden. 

(c) Als Bedingung der Involution gibt Mobius den Satz: Drei Paare von Punkten -4, A\ 
li, B\ C, C in einer Ebene sind dann und nur dann in Involution, wenn zwischen ihnen folgende 
zwei Gleichungen erfüllt sind: 

liA^ CB^ AC __ 
A'C ' ifA' Ü'B " ■ 

^ liA'C + <^ Cli'A + ^ ACB = ü. 
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Zusatz (1). Die linke Seite der erstem Gleichung wird von MÖbius als „Dreieckschnitt- 
verhältniss" bezeichnet (s. oben: Die Grundlagen der Geora., Vorbera. (5)). 

Zusatz (2). Die kreisvervvandte Involution wurde von Mohius auch auf höhere Ordnungen 
ausgedehnt (s. unten 14.). 

7. Die coUineare Involution von Punkten in einer Ebene wird von Mohius und v. Staudt 
auf den Begriff der Vertauschbarkeit der beiden Systeme gegründet. 

Nach ni, 4., stehen zwei Punktebenen (x, y), {x\ y') in coUinearer Verwandtschaft, wenn 
die Coordinaten der einen Ebene gebrochene lineare Punktionen der Coordinaten in der andern sind: 

x'=i(f{x, y), y'—\p{x, y). 

Sollen nun die beiden Systeme vertauschbar sein, so muss auch sein: 

x = if {x\ y'\ y=ip {x\ y'), 

Eliminirt^ man nun aus diesen vier Gleichungen x\ y\ so erhält man zwei Gleichungen, die nach 
X, y identisch sein müssen. Daraus ergeben sich vier Bedingungen für die Constanten in y und ip, 

Zusatz (1). MÖbius führt diese Eliminationen aus unter vereinfachenden Voraussetzungen 
über die Lage der Coordinatenaxen. Er bestimmt dann in diesem involutorischen Systeme die 
Doppelpunkte, die Doppellinien und die Mittellinie. 

Zusatz (2). Diese Methode lässt sich unmittelbar auf einen Raum von drei Ausdehnungen 
übertragen, indem man drei lineare Funktionen y, ip, x von drei Veränderlichen abhängig macht. 
Die Bedingung der Vertauschbarkeit der beiden Systeme führt auf eine Elimination von x\ y\ a' 
aus sechs Gleichungen, welche von Möbius ebenfalls unter vereinfachenden Voraussetzungen aus- 
geführt wird. Er findet für die Constanten von y, tp, % acht Bedingungen, von denen eine quadratisch 
ist, so dass sich zwei Arten coUinearer Involutionen im Räume ergeben. 

C. Quadratische Involutionen reciproker Systeme. 

Vorbemerkung (1). Involutionen reciproker Systeme werden besprochen in v. Standes 
Beiträgen (§ 4—6 und 11). Vergleiche Beye's G. d. L. (9. Vortrag). 

Vorbemerkung (2). Die folgende Darstellung wird für Räume von drei Ausdehnungen 
gegeben. Sie gilt aber auch für solche von zwei Ausdehnungen; man hat nur die Ausdrücke 
P\jnktraum, Ebenenraum u. s. w. zu ersetzen durch Punktebene, Strahlenebene u. s. w. 

Vorbemerkung (3). Es seien zwei reciproke räumliche Systeme gegeben, die als Punkt- 
raum und Ebenenraum unterschieden werden. Es bestimmen aber die Ebenen des einen Raumes 
auch Punkte, und die Punkte des andern auch Ebenen. 

Vorbemerkung (4). Die beiden Systeme sollen einen gemeinschaftlichen Träger 
haben, das heisst ihre Räume sollen zusammenfallen. 

Es werden dann jedem Punkte des Doppelraumes im Allgemeinen zwei verschiedene Ebenen 
entsprechen und jeder Ebene zwei Punkte, je nachdem jener Punkt oder diese Ebene zum einen 
oder andern Systeme gerechnet werden. 

8. Die beiden reciproken Systeme mit gemeinschaftlichem Träger heissen involutorisch, 
wenn die reciproke Beziehung der Elemente bei Vertauschung der beiden Systeme ungeändert 
bleibt, wenn also demselben Punkte immer dieselbe Ebene entspricht, und umgekehrt, gleichviel 
zu welchem Systeme diese Elemente gerechnet werden. 

Zusatz. V. Staudt nennt die beiden involutorischen Systeme zusammen ein Polarsystem; 
die entsprechenden Punkte und Ebenen (Geraden) heissen Pole und Polaren. 

9. Wie bei gleichartigen Involutionen, so gibt es auch bei reciproken gewisse Elementen- 
paare, welche aus zusammenfallenden entsprechenden Elementen bestehen. Dieselben heissen 
nach V. Staudt Ordnungselemente. Diese Ordnungselemente bilden im Allgemeinen eine Fläche 
(Curve) zweiten Grades. 



ß2 n. Abschnitt. Die Projektivische Geometrie. 

Je nachdem diese Ordnungsfläche (Curve) reell oder imaginär ist, hat man auch ver- 
schiedene Arten reciproker Involutionen. 

Zusatz. Projicirt man ein ebenes Polarsystem von einem Punkte ausserhalb seiner Ebene, 
so erhält man einen polaren Strahlenbtindel mit einer Kegelfläche zweiter Ordnung als Direktrix. 
Jedem Strahle des Bündels ist eine Ebene desselben Bündels zugeordnet. Entsprechende Elemente 
fallen auf der Direktrix zusammen. 

Unter den polaren Strahlenbündeln ist ein ausgezeichneter, der rechtwin*klige, in welchem 
jeder Strahl auf der ihm zugeordneten Ebene senkrecht steht. 

10. Liegen zwei reciproke involutorische Systeme derart, dass die entsprechenden Elemente 
eines jeden Paares im ganzen Räume zusammenfallen, so bilden sie ein „Nullsystem" und 
die in einander liegenden Elemente heissen Nullelemente {v. Staudt, Beiträge, art. 92). 

Zusatz (1). Entsprechende Geraden räumlicher Nullsysteme können sich nicht schneiden, 
sie müssen also, wenn sie in einer Ebene liegen, zusammenfallen. Solche sich selbst entsprechende 
Geraden heissen Leitstrahlen des Nullsystems. Die Gesammtheit aller Leitstrahlen des Null- 
systems bildet einen Liniencomplex ersten Grades (s. Die linearen und quadratischen Linien- 
systeme, ni). 

Zusatz (2). Das Nullsystem \vurde zuerst von Möbius (1833, CreUe's J. Bd. 10, S. 317; 
'Werke, Bd. I, S. 494), wenn auch nicht unter diesem Namen, behandelt. Die Veranlassung zur 
Untersuchung des Systems war eine Aufgabe der Mechanik: Zwei Einzelkräfte zu construiren, 
welche ein gegebenes räumliches Kräftesystem ersetzen. 

Die Auflösung führte auf ein Nullsystem, dessen entsprechende Geradenpaare ebenso viele 
Lösungen der Aufgabe liefern. Die Leitstrahlen sind vor diesen Paaren ausgezeichnet, indem für 
dieselben die Momentensumme der Kräfte Null ist. 

Bei Möbius heissen die entsprechenden Punkte und Ebenen Gegenpunkte und Gegen- 
ebenen und die Leitstrahlen Gegenlinien. 

D. Cyklische Involutionen. 

Vorbemerkung (1). Cyklische Involutionen für Grundgebilde erster und zweiter Stufe 
wurden von Möbius behandelt (1855, Werke, Bd. 11, S. 380—407). Ihre Eigenschaften wurden 
genauer untersucht von Lüroth (Math. Ann. Bd. 11, 1877, S. 84 ff.). 

VorbemerkAing (2). Bei den hier betrachteten Involutionen entspricht einem Elemente 
des einen Systems immer nur ein Element im andern. Die Involutionen sind also vom zweiten 
Grade (s. unten E.). 

11. Definition. Ordnet man die Elemente eines Grundgebildes erster Stufe den Elementen 
eines zweiten Grundgebildes mit gemeinschaftlichem Träger derart eindeutig zu, dass dem Elemente A 
im ersten das Element A^ im zweiten, dem Elemente A^ im ersten das Element A2 im zweiten u. s. w. 
entspricht, und endlich dem Elemente An-\ im ersten das Element A im zw^eiten, dass also die 
entsprechenden Elemente so unter einander gesetzt werden können 

(I) A A,.,, An-X B B^ .,. Bn-X G ... 

(11) ^i A2 . . . ^ Jj^ Jj^ ... X) Gj . . . 

SO zerfällt die unendliche Anzahl der Elemente in periodische Cyklen wter Ordnung und die 
Involution heisst cyklisch von der «ten Ordnung. 

Zusatz (1). Ist der Cyklus von der ersten Ordnung, also Ai=:A, Bi = B etc., so hat 
man eine einfache Elementenreihe. Ist er von der zweiten Ordnung, also A2 = A, B2=^B etc., 
so hat man die gewöhnliche quadratische Involution. Ist der Cyklus von der nten Ordnung, so 
ist An = A, Bn = B etc. 
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Zusatz (2). Mobius nannte diese Involutionen, wo An=^A etc. einfach von der wten 
Ordnung, eine Bezeichnung, die später (1859) von Jonquieres in einem andern Sinne gebraucht 
wurde (s. unten E.). 

Mobius (S. 380) bezeichnete dieselben, von der quadratischen an, auch als binär, t er när u. s. w. 

Die Benennung cyklisch wurde diesen Involutionen von Lüroth beigelegt, während dieselbe 
von MSbiiis auf kreisverwandte Involutionen angewandt wurde (s. oben 6.). 

12, Das Doppelverhältniss ist bei der cyklischen Involution wter Ordnung eine 
fite Wurzel der Einheit (Clehsch, Binäre Formen, § 24, S. 71—72). 

Legt man für zwei projektivische Gebilde mit gemeinschaftlichem Träger die Gleichungen 
zu Grunde: 

n + xn'=o, n+€Xn'=o, 

so ist das Doppelverhältniss = « (s. Die Grundlagen d. Geom. HI, 8. (a)). Dann entspricht jedem 
Elemente l im ersten Gebilde ein Element el im zweiten; dem Elemente sX im ersten das 
Element e^X im zweiten u. s. f. und dem Elemente «"-U im ersten das Element t'^X im zweiten 
Gebilde. Soll nun die Involution cyklisch von der wten Ordnung sein, so muss sein: 6'*= 1, also: 



n 



e=i K l = cos-27r+ isin-27r, (=t r = 0, 1, . . . w — 1). 

Zusatz (1). Die Werthe r<;0, verglichen mit r>>0, vertauschen nur die beiden Grund- 
gebilde mit einander. Aber nicht alle Werthe von r sind brauchbar. 

Zusatz (2). Der Werth w = liefert keine Zuordnung von Elementen. 

Der Werth w = 1 bezieht eine Elementenreihe auf sich selbst. Eine einzelne Elementen- 
reihe kann deshalb als lineare Involution betrachtet werden. 

Der Werth w = 2 gibt die gewöhnliche oder quadratische Involution mit vertauschbaren 
Grundgebilden und dem harmonischen Doppelverhältniss « = — 1. Man kann dieselbe betrachten 
als aus zwei linearen Involutionen zusammengesetzt. 

18. Zur Construktion von cyklischen Punktinvolutionen höherer Ordnung gibt Mobius 
(Werke, Bd. n, S. 387) folgende Anleitung: 

Nach m, 3. hat man fUr zwei homographische Punktreihen mit gemeinschaftlichem Träger 
die Bedingung: 

. MA . NA, = MA, ' NA^ = ...=: MB . NB, = . . . = 6, 

wo b eine Constante bedeutet und M, N die beiden Gegenpunkte sind, das heisst, in den beiden 
Reihen dem unendlich fernen Punkte entsprechen. 

Setzt man nun MN= a, so erhält man zwischen den Constanten a und b die folgenden 
Bedingungsgleichungen bezüglich für cyklische Involutionen zweiter, dritter, vierter Ordnung u. s. w. 

a = 0, a + - = 0, a -\ i- = 0, etc. 

a , 

a 

Zusatz (1). Die beiden Gegenpunkte, also auch die Strecke MN=a wird man bei der 
Construktion als gegeben betrachten und dann b berechnen. Die anfangs gegebene Bedingung 
liefert dann die entsprechenden Punktepaare. 

Zusatz (2). Dieselbe Construktion lässt sich nach dem Princip in 6. Zusatz (3) auch auf 
Strahlen- und Ebenen Involutionen tibertragen. 

14. Mobius (Werke, Bd. n, S. 400 ff.) hat den Begriff der cyklischen Involution von linearen 
Punktreihen auch auf Punktebenen ausgedehnt, also auf ein Grundgebilde zweiter Stufe. 

Er betrachtet hier kreisverwandte involutorische Systeme (oben 6.) und fasst seine 
Ergebnisse in folgenden Worten zusammen: 
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„Ein System von n Punkten in einer Ebene, welche eine cyklische (ki'eisverwandte) 
Involution der wten Ordnung bilden, kann auf unzählige Arten als die stereographische Projektion 
eines symmetrischen Systems der wten Ordnung von Punkten auf einer Kugelfläche angesehen 
werden, das heisst, eines solchen Systems, das, wenn die Kugel um eine ihrer Axen um 360^* : n 
gedreht wird, mit sich selbst wieder zur Deckung kommt. Es liegen nämlich von den Punkten 
auf der Kugel je n zusammen gehörige in einem Kreise und theilen ihn in n gleiche Theile; alle 
diese Kreise aber sind einander parallel, und ihre gemeinschaftliche Axe trifft die Kugelfläche in 
den zwei Punkten, von denen die sich selbst entsprechenden Punkte der Ebene die Projektionen sind."* 

E. Involutionen hohem Grades. 

Vorbemerkung (1). lieber Involutionen höhern Grades findet man Andeutungen bei 
PoncelH im Jahre 1843 (Compt. Rend. t. 16, p. 953); dann bei Cayley im Jahre 1847 (C. and D. 
Math. J. vol. 2, p. 52 ss.; Papers, vol. I, p. 259); ferner bei Jonquieres aus dem Jahre 1859 
(Tortolims Ann. t. 2, p. 86 ss.) und wieder bei Cayley im Jahre 1864 (Cambr. Phil. Trans, vol. 11, 
1871, p. 21 SS.). 

Die kubischen und biquadratischen Involutionen wurden untersucht von Müinowski 
(ScJdötnikKs Zeitschrift, Bd. 19, 1874, S. 205 ff.). 

Die allgemeinen Involutionen nten Grades wurden ausgebildet von Weyr in Crdles Journal 
(Bd. 72, 1870, S. 285) und in den Wiener Sitzungsberichten (Bd. 61, 1870, S. 600; Bd. 79, 1879, 
S. 680 ff. und Bd. 100, 1891, S. 589) und von Kotier in den Berliner Abhandlungen (1887, 
Grundztige etc.). 

Vorbemerkung (2). Bei Poncelet und Cayley ist die Benennung einfach Involution, ohne 
nähere Bezeichnung. Jonquieres nannte sie Involutionen höherer Ordnung, eine Bezeichnung, die 
von Mobius in einem andern Sinne gebraucht war (oben 11. (2) ). In Curtze'% Ausgabe von Orefnona's 
Einleitung (S. 27) kommt die Benennung: nten Grades vor. Derselben Bezeichnung bedient sich 
Weyr, während Kötter sich an Jonquieres' Benennung anschliesst. 

Vorbemerkung (3). In einer andern Bedeutung kommt der Ausdruck: Involutorisches 
System zweiter Ordnung bei Hesse vor (CreUes J., Bd. 66, S, 15; Vier Vorles., S. 54). Er 
bezeichnet damit ein System von involutorischen Punktpaaren, welches von einem Kegelschnitt als 
Direktrix abhängt, und sich in zwei involutorische Systeme zerspaltet, wenn der Kegel- 
schnitt in ein Linienpaar zerfällt. Kötter (Berlin. Abh. 1887, S. 297) schlägt für eine solche Involution 
die Bezeichnung: Involution höheren Ranges vor. Der Name soll wohl andeuten, dass nach ihm 
eine Involution fiten Ranges mit keinem Netze {fi — l)ter Stufe mehr als ^ Gruppen gemein hat. 

15. Involutionen höheren Grades sind solche, bei denen an Stelle von Elementenpaaren 
Elementengruppen treten. 

Poncelet, Jonquieres und Cayley stellen eine solche Involution folgendermassen dar. Es sei 
eine Gleichung nten Grades mit einer Unbekannten und einem willkürlichen Parameter gegeben: 

• n + xä = 0. 

Jeder Werth des Parameters A bestimmt eine Gruppe von n Wurzeln, und alle unendlich 
vielen Gruppen von je n Wurzeln sollen eine Involution wten Grades bilden. 

Zusatz (1). Eine solche Involution ist durch zwei Pundamentalgruppen ü = 0. i2' = 
bestimmt, und jede Gruppe der Involution ist im Allgemeinen durch ein einziges ihrer Elemente 
festgelegt. Die Involution heisst in diesem Falle von der ersten Stufe. 

Ist aber die Involution wten Grades so beschaffen, dass jede Gruppe von n Elementen durch 
beliebige ä Elemente der Gruppe vollkommen bestimmt ist, so heisst sie nach Weyr (Wiener Ber. 
Bd. 79, 1879, S. 680 ff.) von der Äten Stufe. 

Zusatz (2). Ein Beispiel einer Involution nten Grades bilden die Durchschnittspunkte 
einer festen Transversale mit einem Curvenbüschel wter Ordnung oder auch die Tangenten von 



IX. Involutorische Lage. g5 

einem festen Punkte aus an eine Curvenschaar nter Klasse. Alle zu derselben Cune gehörigen 
Schnittpunkte oder Tangenten bilden eine Elementengruppe. 

Bei der analytischen Behandlung dieses Beispieles stellt man die ü als Funktionen von 
zwei unabhängigen (oder drei homogenen) Veränderlichen dar und eliminirt eine derselben mittelst 
der Gleichung der Transversale oder des Punktes. 

Dieses Beispiel war wohl die Veranlassung zur Erweiterung der Involution zweiten 
Grades. Man ging von dem bekannten Satze aus, dass die Schnittpunkte einer Transversale mit 
einem Kegelschnittbtischel, oder auch die Tangenten von einem Punkte an eine Kegelschnittschaar, 
eine Involution zweiten Grades bilden (Sturm in. Gergonnes Ann. t. 17, 1826—27, p. 180—181). 

Zusatz (3). Die vorhin erwähnte Erzeugungsart von Involutionen höheren Grades führt 
unmittelbar auf Involutionen mit krummlinigen Trägem (vergl. oben Vorbemerkung (1)). 

So betrachtet Müinowski (ScMötnücK^ Zeitschr. Bd. 19, 1874, S. 205 fif.) die kubische Invo- 
lution entweder als Durchschnitt eines Kegelschnittes mit einem Kegelschnittbüschel, welcher einen 
Grundpunkt auf dem Kegelschnitte hat, oder als Durchschnitt eines Strahlenbüschels mit einer 
rationalen Curve dritter Ordnung; ebenso die biquadratische Involution entweder als Durch- 
schnitt eines Kegelschnittbüschels mit einem beliebigen Kegelschnitte oder als Durchschnitt eines 
Strahlenbüschels mit einer Cui-ve vierter Ordnung. 

Zusatz (4). CayUy hat diese Ausdrucksweise dahin erweitert, dass er sagt, das ganze 
Gebilde 12 + A12' stehe in Involution mit den beiden Gebilden i2 und 12', oder angewandt auf das 
erwähnte Beispiel, der ganze Curvenbüschel stehe in Involution mit den beiden Curven 12, ü'. 

Noch allgemeiner stellt er die Involution in seiner ersten Arbeit (1847) dar. An Stelle von 
zwei Punktionen setzt er eine beliebige Anzahl Punktionen, mit beliebig vielen Veränderlichen, und 
an Stelle der Parameter selbst wieder willkürliche Punktionen: 

0r=tiü« + i;F„+..., 

wo die untern Zeiger die Grade der Punktionen in den homogenen Veränderlichen x, y, z . , . 
bedeuten, und w, v . . . willkürliche Punktionen derselben Veränderlichen bezüglich von den 
Graden r ^m, r — n , . . sind. Er sagt dann, die Punktion stehe mit den Punktionen 
U, F . . . in Involution. Dieser allgemeine Begriff scheint aber nicht weiter untersucht 
worden zu sein. 

16« Ueber Involutionen nten Grades gibt Jonquieres mehrere Theoreme, von denen die 
folgenden die hauptsächlichsten sind: 

(a) Eine Involution nten Grades zwischen binären Pormen hat 2(n — 1) Doppelelemente, 
entsprechend dem Grade der Diskriminante in den Coefficienten (und also auch in A). Sie hat aber 
im Allgemeinen keine vielfachen Elemente höherer Ordnung. 

Zusatz. CayUy (1871, p. 22) nennt diese Doppelelemente die „kritischen Mittelpunkte" 
der Involution. Pur Involutionen zwischen ternären Punktionen gibt er als Anzahl dieser 
kritischen Mittelpunkte 3(n — 1)*, entsprechend den Knotenpunkten der Curve: 12 + A12'=0 (p. 27). 

(b) In jeder Involution wter Ordnung zwischen binären Pormen gibt es (w — 1) Punkte von 
der Art, dass das Produkt der Entfernungen von jedem von ihnen nach allen Punkten ein und 
derselben Gruppe, für alle Gruppen constant ist. 

Zusatz. Dieselben entsprechen bei der quadratischen Involution dem Centralelemente. 
Ist beispielsweise M einer dieser Punkte, und bezeichnet man die verschiedenen Gruppen von je 
n Elementen mit A^ . . , An, B^ . . . Bn und so weiter, so hat man (entsprechend 1. (c)): 

[MA^) . . . [MAn) = {MB^) . . . (MBn) = ... = const. 

!?• Eine Punktinvolution nten Grades lässt sich nach Cremonu (Einleitung, § 4) als eine 
solche ersten Grades, das heisst als eine einfache Elementenreihe, behandeln, indem man 
jede Gruppe durch ihren harmonischen Mittelpunkt in Bezug auf einen beliebigen Pol ver- 
treten lässt (vergl. unten den Abschnitt: Die Ebenen Cur\^en). 

9 
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Zusatz (1). So versteht man unter dem Doppelverhältniss von je vier Gruppen 
der Involution das Doppelverhältniss ihrer harmonischen Mittelpunkte; ebenso nennt man zwei 
Involutionen projektivisch, wenn die zweiReihen ihrer harmonischen Mittelpunkte projektivisch sind. 

Projektivische Involutionen lassen sich demnach analytisch darstellen wie projektivische 
Punktreihen. 

Zusatz (2). Legt man zwei projektivische Involutionen bezüglich von den Graden m, n 
so aufeinander, dass ihre Träger zusammenfallen, so haben dieselben (w + n) gemeinschaft- 
liche Elemente, von denen jedes als der einen Involution angehörig betrachtet, mit seinem ent- 
sprechenden Elemente der andern Involution zusammenfällt. Mehrere dieser gemeinschaftlichen 
Elemente können zusammenfallen, in welchem Falle eine oder beide der Involutionen in Wii'k- 
lichkeit von niedrigerem Grade ist. 

Zusatz (3). Nach Cremona (art. 24, e.) liesse sich für Strahleninvolutionen eine ganz 
entsprechende Betrachtung anstellen. 



m. A-bsclmitt. 



Die Coordinatensysteme. 

(Lame, PlücJcer, Hesse, MÖlntis,) 



Vorbemerkung (1). Das Bedtirfniss, einen Punkt in einem zweifach ausgedehnten Raum 
durch zwei Coordinaten zu bestimmen, drängte sich den Alten schon in den Anfängen der Erd- 
und Himmelskunde auf. Die bekannten drei Systeme mit Thierkreis, Gesichtskreis und Taggleicher 
als Grundlagen waren seit undenklichen Zeiten im Gebrauch, wie aus der Syntax des Ptdemäus 
hervorgeht. Die älteste bekannte Stemverzeichnung, angelegt von Timocharis und Hipparch, 
bestimmt die Lage der Gestirne nach „Länge" und „Breite". 

Vorbemerkung (2). In den geometrischen Werken des Ärckimedes und ÄpöUonitis begegnet 
man einem System von Parallelcoordinaten, das mit den Eigenschaften der Kegelschnitte wesent- 
lich zusammenhängt, und aus einem beliebigen Durchmesser besteht, mit dem System der parallelen 
Sehnen, welche von ihm halbirt werden. Diese parallelen Sehnen heissen bei ÄpoUonius (z. B. Coni- 
corum I, prop. 19 etc.) rerayfidycog xarijy^yai (ordinate applicatae) und ihre Abschnitte auf dem 
Durchmesser dnorffivofiiyat (abscissae), welche Ausdrücke sich in der analytischen Geometrie 
erhalten haben (vergl. Bdtzer's Anal. Geom., 1882, § 14, 3.). 

Die Abhängigkeit dieser Coordinaten von einander für die Punkte des Kegelschnittes wurde 
von den griechischen Mathematikern nur in Worten ausgedrückt, lässt sich aber in die algebraische 
SpYuche übersetzen, wie man in Feyrard^s Ausgabe des Archimedes (Paris, 1808) sehen kann. 

Vorbemerkung (3). Coordinatensysteme, die von der Figur unabhängig sind und 
zugleich in algebraischem Gewände erscheinen, findet man in Descaries' drei Büchern der Geometrie 
(Französische Ausgabe, 1637). 

Im ersten Buche gibt Descartes die geometrische Darstellung der algebraischen Operationen 
und der Wurzeln quadratischer Gleichungen, wobei die Strecken aber nur nach ihrer Länge 
(unabhängig von der Richtung) betrachtet werden. 

Im zweiten Buche gibt er Coordinaten (obwohl nicht unter diesem Namen) für ebene und 
räumliche Curven, und drückt die Lösung von Aufgaben durch Gleichungen aus, deren Wurzeln 
er geometrisch deutet. Die Coordinaten eines gesuchten Punktes bezeichnet er mit x, y oder ^, 
und nennt sie „Unbekannte" oder „Wurzeln". 

Im dritten Buche gibt er seine Sätze über Wurzeln von Gleichungen (s. Synopsis, I. Bd., S. 320). 

Um die Verbreitung der De^car^' sehen Methode hat sich besonders Schooten verdient 
gemacht, sowohl durch Commentare als durch lateinische Ausgaben der Geometria (zuerst in 1649, 
dann in 1695, Francofurti). BaUzer bemerkt aber (Leipziger Ber. 1865, S. 1 fif.), dass FermaPs 
Isagoge ad locos planes et solides (geschrieben um 1630) neben Descartes' Geometria genannt zu 
werden verdient. 

Eine der ältesten Anwendungen der De^car^'schen Coordinaten bildet nach Cayley (Papers, 
vol. V, p. 354) Newtons Enumeratio linearum tertii Ordinis (1706). 

Vorbemerkung (4). Die Ausdrücke: Ordinate und Abscisse kommen allenthalben in 

den Schriften von Leihniz vor. Für beide zugleich führte er die Benennung Coordinaten ein 
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(Acta Erudit. 1692, p. 170). Bei Newton, Euler und Cramer und andern Zeitgenossen finden sich 
die Ausdrücke: Applicaten und Abscissen. Die von Grassmann (Ausdehnungslehre 1844, § 88) 
gehrauchte deutsche Benennung „Richtstücke" war dem Verständnisse seiner Schrift nicht förderlich. 

Vorbemerkung (5). Bescartes und seine Zeitgenossen haben sich auf zwei Coordinaten 
beschränkt. Allerdings hat Bescartes auch doppelt gekrümmte Curven durch Projektion auf zwei 
Ebenen dargestellt, allein die Darstellung räumlicher Gebilde durch Gleichungen mit drei ver- 
änderlichen Coordinaten geschah erst durch Farent (1700), Clairaut (1731) und Evier (Introductio, 
1748, Appendix). Vergleiche C/uisks' Apercu Historique (p. 138). 

Vorbemerkung (6). Mehrere Umformungsarten von Coordinaten gibt Oa^tiot in seiner 
Theorie der Transversalen, (G6om. de Pos. 1803, section VI). Dieselben können aber nach Flücker 
(S. A. G. no. 64—68; vergl. Salmms H. P C. art. 124—126) nicht als eigentliche Coordinaten- 
bestimmung gelten. Sie bilden vielmehr eine Menge besonderer Fälle, die sämmtlich in der 
allgemeinen Coordinatenverwandlung erhalten sind, wie sie Plücker gegeben hat. 

Vorbemerkung (7). Eine grössere Arbeit über „Allgemeine Coordinatenbestimmung" gibt 
Plücker in seinem „System der Analytischen Geometrie" (1835, I. Abschn.), die aber, wie er in 
der Vorrede sagt, in der Darstellung nicht so vollendet ist, als der letzte Theil des Werkes. Er 
betrachtet daselbst Punkt- und Liniencoordinaten als Quotienten je zweier algebraischer 
Punktionen, und nennt dieselben linear, wenn diese Funktionen vom ersten Grade sind. Die 
beiden Coordinaten, von denen die Lage eines Punktes oder einer Geraden in der Ebene abhängt, 
werden also durch vier algebraische Curven (als geometrische Oerter) allgemein bestimmt, nur 
muss diese Bestimmung eindeutig sein. 

Plücker bemerkt zwar (no. 7), dass die Gleichungen durch diese Verhältnisscoordinaten 
homogen werden, doch war er mehr darauf bedacht zu zeigen, dass seine Darstellung alle 
möglichen algebraischen Coordinaten in sich begreift, als den Zusammenhang zwischen den 
algebraischen Curven und den homogenen Funktionen herv'^orzuheben. Dieser weitere Schritt war 
Hesse vorbehalten (Clebsch, z. Ged. an J, Plücker, S. 17).*) 

Vorbemerkung (8). Lame beschäftigte sich vornehmlich mit krummlinigen Coordinaten, 
mit besonderer Rücksicht auf physikalische Anwendungen, und nannte seine Systeme deshalb 
„isotherm". Er stützte sich dabei auf Dupin's Untersuchungen über orthogonale Curven- und 
Flächensysteme. 

Lame fasste seine früheren Veröffentlichungen (seit 1834) zusammen in seinen beiden 
Lebens (1857 und 1859). 

Die Untersuchungen Lamers wurden später von Darboux und Andern erweitert (vergl. 
unten VH, 7.). 

Fiedlers projektivische Coordinaten wurden oben (Die Grundlagen UI, 3., Zusatz (3)) erwähnt. 

Vorbemerkung (9). Die Coordinatensysteme bilden die eigentliche Grundlage der 
analytischen Geometrie, welche auf dieselben ihre Gleichungen aufbaut. 

Diese Systeme stellen im Allgemeinen ein dem zu untersuchenden Gebilde fremdartiges, 
äusseres „Gerüste" dar (Taifs Quaternions, Preface) und stehen in sofern im Gegensatze sowohl 
zur synthetischen Geometrie als auch zur Ausdehnungslehre, bei welchen die „natürlichen 
Elemente" einer Figur oder einer Aufgabe die Grundlage bilden {Steiners Werke, Bd. I, Vorrede). 
Ueber die Entwicklung der analytischen Geometrie und ihrer Coordinatensysteme findet man 
geschichtliche Angaben in Baltzers „Analytische Geometrie" (1882, § 19). 

Vorbemerkung (10). Von der folgenden Darstellung sind die Liniencoordinaten im 
Räume ausgeschlossen, weil sie im folgenden Abschnitte behandelt werden. 



*) Die neuesten Arbeiten von 3/. IfOcaf/tte über Parallolcoordinoten in den Nouvelles Annales de Math, 
waren dem Verfasser leider nicht zugänglich. 
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L Hauptstück. 

Parallelcoordinaten. 

A. Einleitende Sätze (s. Hesses Vorles. Einleit. und BaUzers A. G. § 45). 

1. Die Neigung zweier Geraden gegen einander ist gleich dem Winkel, welchen zwei von 
einem beliebigen Punkte aus mit den gegebenen parallel und in demselben Sinne gezogenen Linien 
mit einander bilden. 

Ist daher eine Anzahl Linien a, gegeben, welche mit einer gegebenen Richtung die 

Winkel er,- bilden, und lassen sich dieselben parallel mit sich selbst derart verschieben, dass sie 

in demselben Sinne fortschreitend ein geschlossenes (ebenes oder windschiefes) Polygon bilden, 

so hat man: 

lOi cos a, = 0. 

• 

2. Eine vom Anfangspunkt aus gezogene Gerade r bildet mit ihren Projektionen auf die 

Axen {x, y, z) eines beliebigen Parallelcoordinatensystems ein geschlossenes Viereck. 
Man hat also nach l., wenn r^ eine beliebige feste Richtung bedeutet: 

r cos {rri) = x cos (xr^ + y cos (yr^) + ^ cos {zr^, 

Zusatz (1). Ist das System rechtwinklig, so dass 

a; = r cos (arr), y = r cos {yr), z=^r cos {zr), 
so kommt durch Substitution: 

cos irr^) = cos [xr) cos [xr^) + cos (yr) cos {yr^) + cos {zr) cos {zr^). 

Zusatz (2). Besondere Formeln erhält man hieraus, indem man fllr r^ entweder r oder 
x oder y oder z nimmt also beispielsweise: 

1 = cos {xry + cos {yry + cos [zry, 
r=:x cos (xr) + y cos (yr) + z cos (zr). 

Aus der ersteren dieser beiden Formeln erhält man wieder eine Menge anderer, zum Beispiel: 

It'={x,^X,Y + (y,-^y,yj^[z,^z,)^ 

wo (x^y^z^) und (x^y^z^) die Endpunkte der Strecke R sind; ebenso: 

J' = Jl + Jl + Jl 
wo die J eine ebene begrenzte Fläche und ihre drei Projektionen bedeuten. 
Zusatz (3). Eine dem Zusatz (1) entsprechende Sinusformel lautet: 

sin {rr^y = {a\ — aj>)^ + {ac^ — a^c)^ + (feq — \cy, 
wo a, 6, c und ap \. c^ die Richtungscosinus bezüglich von r und r^ gegen die Axen bedeuten. 

B« Punkt- und Plancoordinaten. 

Vorbemerkung. Es seien drei gerade Linien mit gemeinschaftlichem Schnittpunkte als 
Hauptaxen x, y, z gegeben. Dieselben bestinmien drei Hauptebenen xy, yz, zx, welche den 
Raum in acht Fächer tiieilen. 

8« Betrachtet man in der bilinearen Gleichung 

ux + vy -\- WZ + 1 = 

die Grössen w, v, w als Cons tauten, so stellen die Punktcoordinaten x, y, z alle Punkte dar, 
welche auf einer durch w, v, w bestinmiten Ebene liegen, die Gleichung stellt also eine Ebene dar. 
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Betrachtet man x, y, z als Constanten, so stellen die Plancoordinaten w, v, w alle Ebenen 
dar, welche durch den Punkt x, y, a gehen, die Gleichung stellt also einen Punkt dar. 

Zusatz (1). Während also die Punktcoordinaten x, y, z die Entfernungen eines 
Punktes von den drei Coordinatenebenen , gemessen parallel den drei Coordinatenaxen , sind, 
bedeuten die Plancoordinaten w, v, w die negativen reciproken Abschnitte einer Ebene auf 
den Coordinatenaxen. Zieht man es vor, die Plancoordinaten als die positiven reciproken 
Abschnitte zu definiren, so hat man die Gleichung zu Grunde zu legen: wa: + vy + w^ — 1 = 0. 

Zusatz (2). Ist also eine der drei Ebenencoordinaten Null, so ist die Ebene der 
entsprechenden Axe parallel; sind alle drei gleich Null, so ist die Ebene unendlich fern. 
Scdmon (C. S. art. 67) bezeichnet eine solche Ebene durch die symbolische Form Ox + Oy + Oz + D=0, 
envähnt sie aber gewöhnlich in der Gestalt D=0. 

Zusatz (3). Jeder besondere Werth der drei Coordinaten x, y, z bestimmt eine Ebene, 
wie zum Beispiel x = a. Durch Aenderung des Parameters a erhält man eine Schaar paralleler 
Ebenen, welche den ganzen Raum durchzieht. Gibt man also den drei Coordinaten alle möglichen 
Werthe von — • oo bis + cx), so erhält man drei Schaaren von Coordinatenebenen, welche den 
Raum in unendlich kleine Parallelopipede theilen. Durch jeden Punkt des Raumes geht eine 
Ebene aus jeder der drei Schaaren, er ist demnach als Durchschnitt der drei Ebenen vollkommen 
bestimmt. 

Diese Bedeutung der Punktcoordinaten lässt sich dualistisch auf die Plancoordinaten 
übertragen, indem man durchgehends die Begriffe Punkt und Ebene vertauscht. 

4. Wählt man statt der Punktcoordinaten x, y, z und statt der Plancoordinaten u, r, w 
die Quotienten (s. Hesse, sechste Vorles.): 

X y z . u V w 
-, ^, - und -, -, -, 
p p p r r r 

so kann man alle algebraischen ganzen Punktionen dieser Veränderlichen durch Wegschaffung der 
Nenner nach den vier Grössen x, y, z, p oder w, v, w, r homogen machen. 

Man nennt deshalb diese letzteren homogene Coordinaten. Man erhält also die 
gewöhnlichen Coordinaten aus den homogenen, indem man die vierte Coordinate in die 
übrigen dividirt 

Zusatz. Die homogenen Coordinaten wurden von Mobius in seinem Barycentrischen 
Kalkül gebraucht, und dann von Hesse zur symmetrischen Behandlung analytischer Aufgaben 
allgemein eingeführt. Es entspricht aber nicht dem allgemeinen Falle, wenn Hesse einfach ^ = 1 
und r = 1 setzt, um die gewöhnlichen Coordinaten aus den homogenen abzuleiten. 

5. In der Ebene treten an Stelle der Plancoordinaten Liniencoordinaten, deren Defi- 
nition aus 1. unmittelbar erhellt. Sie heissen auch Tangentialcoordinaten mit Rücksicht auf ihre 
Bedeutung in Curvengleichungen. 

Zusatz (1). Die Liniencoordinaten in der Ebene wurden von Flücker eingeführt in Folge 
seiner Bemühungen, das Princip der Dualität ohne Zuhilfenahme einer quadratischen Direktrix 
zu begründen (s. oben: Projektivische Geometrie, IV. Vorbem. (3)). 

Zusatz (2). Plücker legte der Definition der Liniencoordinaten verschiedene Gleichungen 
zu Grunde, zum Beispiel in seinen „Entwicklungen" (Bd. II, no. 402 und 416) die Gleichung: 

uy -]- vx + WZ ^=0, 

und in seinem „System der Analytischen Geometrie" (1835, no. 42) die Gleichung: 

y + vx + w =:0, 

wo w das negative Segment auf der y-Axe und v die Cotangente des anliegenden Winkels ist. 
Er bemerkte aber, dass es ausser diesen noch unendlich viele Definitionen von Liniencoor- 
dinaten gebe. 
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Zusatz (3). Frost gibt in seinem Werke „Curve Tracing" (London, 1872) Anleitungen für 
Anfänger zum Einüben dieser Coordinaten. 

Zusatz (4). Imaginäre Punkt- und Liniencoordinaten werden ebenfalls von Plücker 
(S. A. G. no. 27 und 55 ff.) besprochen. Er wählt dieselben als lineare Punktionen, welche Wurzeln 
einer quadratischen Gleichung, also conjugirt complex sind. Zweien so conjugirten Punkt- 
coordinaten entsprechen zwei imaginäre Gerade, die sich in einem reellen Punkte schneiden, und 
zweien conjugirten Liniencoordinaten entsprechen zwei imaginäre Punkte, welche auf einer reellen 
Geraden liegen. 

C, Verschiebung der Coordinatensysteme (s. Hesse s dreizehnte Vorles.). 

6, Die Parallelcoordinaten des Ursprungs des Systems (X, T, Z) in dem Systeme {x, y, z) 
seien a, 6, c; dann gelten folgende Uebergangsfonneln : 
(a) Ptlr Punkt coordinaten: 



X 


x + 


aP, 


X X — ap. 


y — 


Y + bP, 


Y—y hp, 


z 


z + 


cP, 


Z 3--Cp, 


p — 


P, 




p p. 


(b) Für Plan coordinaten: 








u — U, 






U-u, 


V r, 






r-v, 


w-W, 






W - w, 



r = R — all — bV — cW, R = r + au -\- bv + civ, 

worin p, P und r, -B die vierten homogenen Coordinaten bedeuten, welche in nicht homogenen 
Coordinaten als Nenner auftreten. 

Zusatz (1). Für nicht homogene Coordinaten hat man also 

U / 

""-l^aU-bV-cW ^^^' 

u 

\ + au + bv + ew 

Zusatz (2). Die Formeln fllr ebene Coordinaten ergeben sich unmittelbar aus den obigen 
(vergl. Plücker, „Eiitwickl." Bd. 11, no. 450—451). 

D. Drehung der Coordinatensysteme (Hessens achtzehnte Vorles.). 

7. Drehung eines ebenen Systems. 

(a) Das System sei schiefwinklig: 

Bedeuten x, y die Axen vor der Drehung und X, Y diejenigen nach derselben, so hat 
man in leicht verständlicher Bezeichnung: 

X sin {x, y) = X sin (X, y) + Fsin ( Y, y), 
y sin (y, ic) = X sin (X, x) + Tsin (T, x). 

Zusatz. Der Winkel (X, y) ist positiv oder negativ zu nehmen, je nachdem X auf der 
positiven oder negativen Seite der y-Axe liegt. Aehnliches gilt für den Sinn der andern Winkel. 

(b) Das System sei rechtwinklig: 

Unter denselben Bezeichnungen wie in (a) hat man: 
Für Punktcoordinaten: 

x= X sin (X. y) + Y sin (T, y), 
y = X sin (X, x) + r sin (F, x). 
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Für Linieneoordinaten: 

H^U sin {X,ij)+V sin (K y), 
V ^. U sin (X, a:) + r sin (Y. x). 

Zi^^^xz •!•. Die vier Coefficienten lassen sich durch ein#»D t>iazi^;p^ ^"jür^i ui*- 



^troseraente igleichsinnige) Systeme: 

cos (X, a:). — sin (X, x). 
sin (X, a:), cos(X, a:); 

?tj KyiniDf-trisfche fungleichsinnige) Systeme: 

cos (X, X), sin (X, x), 
sin (X. a^), — cos (X, x), 

wo die Beibenfolgf- dj**wrJJ>e L^t wie oben. 

Drückt man diese Toefficienten durch tg - (X, x) aus, so wird die Substitntioa nach BurzFr 

«Detenn- § 14. 7i rationai. 

Zujfatz *:^*. Flü/hf^r «Entwicklungen. IJd. II, no. 452) gibt die ausführlichen PornuHa fSr 
Punkt' und Linieneoordinaten auch für den Uf»bergang von rechtwinkligen zu sehiefwinküc^ 
Systemen, und umgekehrt, 

%• Drehung eine« räumlichen »chiefwinkligen Systems: 

Bezeichnen x. y. z die Axen vor der Drehung und X T, Z dieselben nach der Dretmi^ 
so hat man in leicht verständlicher Bezeichnung: 

x tfin ix. yz) -- X »in (X. yz) ^ Y sin ( F, y^) + Z sin (Z, yr), 
y sin <y. zx) - X sin (X. zx) f y sin (y, zx) + Z sin (Z, zx), 
z .«in iz. zy) = X sin (X, xy) ♦- Y sin ( T, xxj) + Z sin (Z, xy). 

Zusatz (1). Der Winkel (X. yz) ist grösser oder kleiner als Null zu nehmen, je nachdem 
X auf der positiven oder negativen Seite der y-?- Ebene liegt. Aehnliches gilt für die andern Winki^L 

Zusatz (2). Die Auflösung dieser Oleichungen nach X, T, Z ist wieder linear in den 
X. y. z (vergl. Synopsis. Bd. I. S. 210 und dauchy^ Exerc. 1H44, t. 3, p. 353). 

9. Drehung eines räumlichen rechtwinkligen Systems: 

(a| Der Uebergang von dem Systeme (r, ?/. z) zu (l(»in Systeme (X, T, Z), und umgekehrt 
sei vermittelt durch die Substitutionen (vergl. Synopsis, Bd. 1, S. 212 213): 

j: - a'X : a"Y v a'" Z, X a' x \ //// \ c'z, 
y - l/X * h"y i l/"Z. y n"j' I h"y \-('".:. 
'■ -. r'X :- r'^y , r'" Z. Z a"\r j //"// ! f'"'-, 

WO zur Abkürzung gesetzt ist: 

a' ■----. cos (A'. ./•), a" -- cos | }', ./}. a" cos {Z, ./). 
// - cos (X. //), //' cos ( y, //), //" cos (Z, //). 
r/ -- cos (X, z), r" cos ( K ,r). r" -. cos [Z, .:). 

(b| Dann hat man zwischen den SubstitutlonscoefficientfMi AW B(ulingungsgleichungen: 

,/a" +////' r<'c" ^<), ab' \ a" h" \- (i"'h"' .:.(), 
(("a"' -^ l/'V" + r'V" = 0, h'r: t- h"c" ■\- h"'v"' 0. 
fr'a' + h'"U -f r'"V -= 0, rV/ ;- r" a" \- v'" n'" = 0: 

a'- -i- //- ( r'^' - 1. rr^ ( r^^' ; a""^ 1. 
(l - rf- h ' -\ r ' . 1. f > - I fy ^ |- f> '1. 
u - -f (ß - \- c - - 1. r - I r - ; r - 1 . 
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(c) Mit den Polgerungen: 

a! V c' I 

a" fe" c" = ± 1 ; 



a'" 6'" c'" . 

// V" - &" V = it a\ c'W" - c'"a" = ± &', a"fe'" - a'"fe" = =b r', 
i'"c' - i'c'" = ± a", c'"a' — c'a'" = ± fe", a'"fc' - a'i'" = ± c'\ 

a?2 + y« + ^^ = X« + 1'« + Z^. 

Zusatz (1). Von den 12 Bedingungsgleichungen (b) sind nur die sechs auf der linken 
Seite unabhängig, so dass von den neun Coefficienten einer rechtwinkligen Substitution immer 
drei willkürlich bleiben. 

Zusatz (2). Die Darstellung der neun Coefficienten durch drei unabhängige ist von 
Euler (N. C. Petrop. t. 15, 1770 und t. 20, 1775) auf mehrere Arten gegeben worden. Jaeobi (Werke, 
Bd. m, S. 601 und Bd. VII, S. 3—4) hat auf die JPw/er sehen Formeln aufmerksam gemacht, und 
auch den Weg angedeutet, auf welchem Eukr wahrscheinlich zu denselben gelangt ist. An ersterer 
Stelle verweist Jaeobi auch auf die Arbeiten von Rodriguez (LiouvUle^ J. t. 5, 1840, p. 380 ss.) und 
Gergonne (in seinen Annalen, t. 7, 1816—1817, p. 54). 

Gergonne drückt die neun Substitutionscoefficienten durch fünf Grössen aus, zwischen denen 
also noch zwei Bedingungsgleichungen bestehen. Seine Formeln sind daher symmetrischer als 
die -Eiifer sehen. 

Die Darstellung CayZe^s durch die drei Grössen A, /*, v findet man im I. Bande dieser Synopsis 
(S. 213-214). 

Jaeobi (Werke, Bd. VE, S. 3—4) gibt Eulers Formeln in folgender Gestalt: 

a' — sin f, 6' = cos ^ sin tj\ c* = cos J' cos ly'; 



sin r = - V cotg (ly'" - V) cotg (V - fj'% tg r --= - 



jn\ ^ 



COS (iy" - f') 
cos (fj' - V') cos (iy" - V") cos (17'" -,'):=- J^. 

Erhöht man darin alle Accente cyklisch, so erhält man die neun Coefficienten a' . . . 
durch iy', iy", iy'" bestimmt. 

Die Formeln, welche Euler in t 15, p. 83, gibt, findet man abgedruckt in SeMfs Theorie 
der Bewegung und der Kräfte (1870, S. 153), und seine andern in t. 20, p. 217—220 in JBaltzers 
Determinanten (§ 14, 8). 

Hesse (18. Vorles.) zieht jedoch die obige Darstellung der neun Coefficienten mit sechs 
Bedingungsgleichungen für die analytische Geometrie vor, um Irrationalitäten zu vermeiden. 

Zusatz (3). In der ersten Folgerung (c) hat man + 1 oder — 1 zu nehmen, je nachdem 
die beiden Coordinatensysteme congruent oder symmetrisch sind. Eine Reihe weiterer Folgerungen 
findet man bei Hesse (19. Vorles.). 



IT. Hauptstflck. 

Tetraeder- und Dreieckscoordinaten. 

A. Allgemeine Coordinaten von Plücker. 

Vorbemerkung (1). Die Entwicklung der projekti vischen Geometrie führte zu einer 

Verallgemeinerung der Parallelcoordinaten. Während die letzteren für die Zwecke der metrischen 

Geometrie berechnet waren, verlangte die projekti vische Geometrie ein Coordinatensystem, 

lu 
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dessen Uebergangsformeln dem Princip der Reciprocität Gentige leisten (vergl Cayletj in SaJmons 
H. P. C. eh. I und Lindemann in ClehscJis Vorles. I, S. 61). 

Vorbemerkung (2). Die allgemeinen Tetraeder- und Dreieckscoordinaten sind bearbeitet 
worden von Plücker (Crelle's J. Bd. 5, 1830, S. 1 und S. A. G. no. 9 ff.) und Hesse (Vorles. 1861, 
achtzehnte Vorles.). Die be sondern Fälle der Möbius sehen und Ghasles' sehen Coordinaten findet 
man unten in B. bis D. 

!• Es sei ein Pundamentaltetraeder gegeben und vier constante Richtungen. Dann 

versteht man unter homogenen Punkt coordinaten des Tetraedersystems die Strecken X, T, Z, P, 

welche man von einem beliebigen Punkte des Raumes parallel den vier gegebenen Richtungen 

nach den vier Seiten des Tetraeders ziehen kann; und unter homogenen Plan coordinaten desselben 

Systems die Coefficienten U, F, W, R der genannten Strecken in der Gleichung der Ebene (oder 

des Punktes): 

UX + Fr+ WZ + BP= 0. 

In der Ebene tritt an Stelle des Fundamentalt^traeders ein Fundamentaldreieck. 

Zusatz (1). Die Strecken X, F, Z, P sollen positiv genommen werden, wenn sie nach 
der Innenseite des Fundamentaltetraeders gezogen werden. 

Zusatz (2). Nach obiger Gleichung kann man U, F, W, R als die Strecken ansehen, 
welche sich von den vier Ecken des Tetraeders parallel vier gewissen Richtungen nach einer 
Ebene ziehen lassen. Diese vier Richtungen sind aber von den vorher erwähnten nicht unabhängig. 
Vergleiche Plücker (S. A. G. no. 45), Salmon (C. S. Notes p, 384—386) und Kroneclcer (Crelles J. 
Bd. 72, S. 158 ff.). 

Zusatz (3). Rtickt eine Seitenfläche des Fundamentaltetraeders ins Unendliche, und fallen 
die Richtungen der Strecken X, F, Z mit den drei im Endlichen zusammenstossenden Kanten 
zusammen, so erhält man den besondern Fall der Parallelcoordinaten, für den aber das 
dualistische Gepräge der Uebergangsformeln verschwindet (vergl. oben Vorbem. (D). Es kommt 
dies darauf hinaus, in den unten (2.) folgenden Gleichungen alle Coefficienten gleich Null zu setzen, 
die nicht in der Diagonale von links oben nach rechts unten stehen. Es bedeutet dann die 
Gleichung p=zO die unendlich ferne Seitenfiäche des Tetraeders. 

Zusatz (4). Verschiedene geometrische Eigenschaften des Fundamentaltetraeders w^erden 
besprochen in Salmon -Fiedlers Analyt. Geom. d. Raumes (I, no. 54—57) und in Baltzers Lehrbuch 
der Determinanten (§ 15—16) und in seiner Anal. Geometrie (§ 46). 

2. Uebergangsformeln. Sind x, y, z, p die homogenen Parallelcoordinaten und X, F, Z, P 
die Tetraedercoordinaten eines Punktes, ebenso u, v, w, r und U, F, TF, R die entsprechenden Plan- 
coordinaten, so hat man, wenn die Determinante der Coefficienten nicht verschwindet: 

X = u^x + v^y + tc^js -{- r^p, x ^=^ x^X + x^Y -\- x^Z + x^P, 

Y= u^x + v^y + w^z + r^P. y = y^X -{- y^Y + y^Z + ^iP 

Z = u^x + v^y + w^z + r^p. z = z^X -{- z^Y + H^ + ^4^. 

p=u^x ^v^ ^ w^z + r^i?, p =PiX +P2Y + p^Z + p^P\ 

U= x^u -\- y^v -|- ^itv 4- jp^r, u = m^ JJ + «2 ^ + ^3 IF + «4 7?, 

Vz= x^u + y^v 4- z^tv + 2>ir, v = t\ U + v^ F -\- v^ W + i\R, 

W= x^u + y^v + z^to f p^r, tv = u\ IJ + u\ V + w^ W + ii\^R, 

R = x^u -h y^v + z^iv + 2h^. r — r^ U + r^ V + r.^ W + r^R 

Dabei sind x^, yx, ^x, p» die Parallelcoordinaten der vier Ecken des Tetraeders, und 
Wx, Vx, w^x, ^x, die entsprechenden Plancoordinaten der vier Seitenflächen desselben Tetraeder, 
und zwar liegt die Ecke x der Seite x gegenüber (x=r 1, 2, 3, 4). 

Zusatz (1). Bedeutet «x den Winkel der Punktcoordinatenrichtung x gegen die Tetraeder- 
seite (?*x, Vxr tf^x, ^x). 80 ist sin ofx proportional der Grösse 



l:Vw^+>+?e 



II. Tetraeder- und Dreieckscoordinaten. 'J5 

Zusatz (2). Die vier Tetraedercoordinaten eines Punktes (X, F, Z, P) sind nicht von 
einander unabhängig. Denn bezeichnet man die Plächenräume der Tetraederseiten mit g^, g^, g^, ^4 
und den Inhalt des Tetraeders mit Cr, und behält die oben (1) gegebene Bedeutung des Winkels a^ 
bei, so ist: 

f/i sin «1 • X + (72 sin «^ • r.+ g^ sin «3 • Z + (74 sin a^ • P = 3 G^. 

Zusatz (3). Setzt man an Stelle der von eineni Punkte aus gezogenen Strecken den 
Inhalt der vier Tetraeder, welche der Punkt mit den vier Seitenflächen des Fundamental- 
tetraeders bildet, so erhält man ein Coordinatensvstem, welches von dem oben erwähnten nicht 
wesentlich verschieden ist (vergl. Ferrcr, Trilinear Coordinates, London, 1876, p. 100). 

Zusatz (4). Wenn neben dem genannten Tetraedersysteme noch ein zweites von derselben 
Art gegeben ist, so vermitteln Gleichungen von derselben Gestalt den Uebergang von einem zum 
andern. Die Coefficienten hängen dann ab von der Lage der Systeme, von ihrer Gestalt und von 
den Richtungen der Coordinaten. 

Zusatz (5). Setzt man p^^ =:p2 =p,i =Pi — 1, so haben die Parallelcoordinaten 

p~ x+r+z+P ' p~ 

eine mechanische Bedeutung. Betrachtet man nämlich die Längen X, F, Z, P als (positive oder 
negative) Gewichte, welche an den Ecken des (gewichtlosen) Fundamentaltetraeders in der Richtung 
der Schwerkraft wirken, so sind 

p p' p 

die Parallelcoordinaten des Schwerpuf^kts, und X, Y; Z, P heissen daher nach Möblus die 
barycentrischen Coordinaten des Punktes {x, y, ^, i>). Vergleiche unten 3. 

Zusatz (6). Eine Art von Tetraedercoordinaten, welche den oben (1.) beschriebenen in 
gewissem Sinne dualistisch gegenüber stehen, sind die Verbindungslinien eines veränder- 
lichen Punktes mit den vier Ecken des Fundamentaltetraeders. Es besteht zwischen ihnen 
ebenfalls eine Bedingungsgleichung, ähnlich derjenigen in 2. (2) (vergl. Poulain S. J. Nouvelle 
G^om^trie du Triangle, Paris, 1892, p. 29). 



B. Die barycentrischen Coordinaten von Möblus. 

Vorbemerkung. Die ersten Tetraeder- und Dreieckscoordinaten, die aber nur einen 
besondern Fall der allgemeinen darstellen, wurden aufgestellt von Möbius (Der Barycentrische 
Calcul, 1827). Er gründete dieselben zuerst auf den mechanischen Begriff des Schwerpunktes, 
und später (Crelles J. Bd. 28, 1844, S. 1 ff.) auf die geometrische Addition von Strecken. 

3. Die barycentrischen Coordinaten eines Punktes sind die Gewichtszahlen, welche 
man den vier Ecken eines Fundamentaltetraeders beizulegen hat, um jenen Punkt zum Schwer- 
punkt dieser Ecken zu machen (Möbius in der Vorrede zum Bar. Calc). 

Zusatz (1). Wählt man also für diese Gewichtszahlen alle positiven oder negativen Zahlen, 
so erhält man auch alle möglichen Punkte des Raumes als Schwerpunkte. 

Zusatz (2). Bezeichnet man mit Ä, B, 0, D sowohl die vier Eckpunkte des Fundamental- 
tetraeders selbst, als auch die Strecken, welche parallel einer gegebenen Richtung von diesen 
Ecken aus gezogen werden, bis sie eine beliebige Ebene treffen, und wendet den Buchstaben P 
in demselben Sinne auf den Schwerpunkt an, bezeichnen femer p, q, r, s die barycentrischen 
Coordinaten des Punktes P, so hat man aus der Mechanik die Grundgleichung (B. C. § 8): 

i?^ + ^B + rC + äD — (/? + 2 + r + s)P, 

10* 
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4. Die Uebergangsformeln zwischen barycentrischen und rechtwinkligen Parallel- 
coordinaten folgen unmittelbar aus dieser Gleichung, wenn man die Richtung der Strecken Ä, B, 
C\ I) und P parallel den drei Axen der Paralleloordinaten legt und die oben erwähnte Ebene 
jedesmal senkrecht dazu. 

Sind nämlich die Parallelcoordinaten der vier Ecken des Tetraeders bezüglich 

so erhält man für die gegenseitige Beziehung der barycentrischen Coordinaten p. q, r, s und 
der Parallelcoordinaten x, y, z des Punktes P die Formeln (B. C. § 118): 

_ pa ^r qh ^ Yc ^ sd _ pa' -i- nV + rc' + sä! __ pa" f qV' + r(^' + sd!' 

P + (1 + r + s ' ^~ p + q + r + s ' ~ P + q + r + s 

Zusatz. Um diese Gleichungen nach p, q, r, s aufzulösen, schreibt sie JMSbius in der Gestalt: 

2)(jc — a ) + q(x — h)+ r(x — c ) + s(x — d ) = 0, 
P(y -a') + q(y -V)^r(y-c')+s(y-d') = 0, 
p(z - a") + q(^ — i") + r(z c") + s{z - d") = 0, 

und gibt (§ 124) die Lösung: 

p:q:r\s= \ltcd\ : — [acd\ : [ahd\ : — [ahc], 

wo die eckigen Klammern symbolisch die dreigliedrigen Determinanten bedeuten, welche sich aus 
der Matrix der obigen runden Klammern bilden lassen. 

6. Zur Darstellung eines Gebildes durch barycentrische Coordinaten bedient sich 
MÖbiiis nicht einer Gleichung, sondern des symbolischen Ausdrucks: 

pA + qB + rC + sD, 

welcher die linke Seite der obigen Grundgleichung (3. (2)) bildet 

Stellt man dann die barycentrischen Coordinaten p, q, r, s eines Punktes als Funktionen 
eines Parameters dar, so beschreibt jener Punkt eine Raumcurve, stellt man sie als Funktionen 
zweier Parameter dar, so beschreibt er eine Fläche. 

Zusatz (1). Sind diese Funktionen algebraisch rational vom wten Grade, so shid auch 
die dargestellten Gebilde von der wten Ordnung. Mobius (B. C. § 135) bemerkt aber, dass die 
Darstellung nicht auf algebraische rationale Funktionen beschränkt ist. 

Zusatz (2). Um Raumcur\^en oder Flächen, deren symbolische Ausdrücke gegeben sind, 
als Gleichungen in Parallelcoordinaten darzustellen, hat man die Parameter aus den Ausdrücken 
für X, y. z (oben 4.) zu eliminiren. Man erhält so für Raumcurv^en zwei Gleichungen, für Flächen 
eine Gleichung in x, y, z, Möhim (B. C. § 136—137) gibt für diese Elimination eine besondere 
Methode mittelst unbestimmter Coefficienten. 

Zusatz (3). Für die umgekehrte Aufgabe aber, zu einer Gleichung den entsprechenden 
symbolischen Ausdruck zu finden, verweist ^lobim auf die versuchsweise Darstellung der 
X. //, z durch Ausdrücke von der (Jestalt in 4. Ist dies gelungen, so hat man die gefundenen 
p, q. r, s in den obigen symbolischen Ausdruck einzusetzen. 

C. Die sphärischen Dreieckscoordinaten von Mobius. 

{Mobius, 1846, Werke, Bd. H, S. 1 ff.) 

6. Wählt man auf der Kugelfläche einen beliebigen, aber festen Punkt F, von welchem aus 
alle Kreisbogen geziihlt werden, bedeuten ferner die Buchstaben A, B , . , P nicht blos Punkte auf der 
Kugelfläche, sondern auch ihre sphärischen Entfernungen vom Punkte V (so dass Ä = VÄn. 8. w.), so 
hat man folgenden allgemeinen Satz (^föhi^(s\ § 11, II): 

Einf» Summe von der Gestalt 27/ cos A darf immer einem einzigen Gliede gleichgesetzt werden: 

a cos A f b cos B + .,,,=: p cos P, 
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das heisst, der Punkt P und sein Coefficient p sind aus den Punkten A, B . . , und ihren 
Coefficienten a, 6 . . . eindeutig bestimmt. 

Zusatz (1). Diese Gleichung lässt nach Mdtnus (Nachträgliche Bemerkungen) folgende 
geometrische Deutung zu: Von mehreren geraden Linien im Räume, deren Längen a, fe... sind 
und deren Richtungen durch die nach A, B . . , gezogenen Kugelhalbmesser bestimmt werden, ist 
die geometrische Summe eine Linie, deren Länge p, und deren Richtung durch den nach P 
gezogenen Halbmesser bestimmt ist. 

Ausser dieser geometrischen Deutung gibt Mobius später (S. 112 ff.) noch eine mecha- 
nische Entwicklung. 

Zusatz (2). Anstatt eines jeden dieser Punkte M kann man auch seinen (diametral gegen- 
über liegenden) Gegenpunkt M nehmen, nur muss man dann auch seinem Coefficienten m das 
entgegengesetzte Zeichen geben. So kann man statt m cos M schreiben — m cos M, 

Zusatz (3). Liegen alle Punkte A, B, ... auf einem grössten Kreise, so muss entweder 
auch P auf demselben liegen oder 2? = sein. Hat also die Gleichung nur drei Glieder, so liegen 
alle drei Punkte A, B, C auf einem grössten Kreise, oder es ist a = b = c = 0. Hat die Gleichung 
nur zwei Glieder, so ist entweder a = 6 — 0, oder es ist a = — & und die beiden Punkte sind 
identisch (oder Gegenpunkte). 

7. Man wähle auf der Kugelfläche drei Pundamentalpunkte A, JB, C, welche nicht auf 
einem grössten Kreise liegen, also ein sphärisches Fundamentaldreieck bilden. Dann stellt 
nach 6, jeder Ausdruck von der Gestalt 

X cos A + y cos B + z cos G 

einen Punkt P eindeutig dar, und wenn man die Coefficienten x, y, z sich ändern lässt, so erhält 
man sämmtliche Punkte der Kugeloberfläche. Die Coefficienten x, y, z heissen deshalb die 
sphärischen Coordinaten des Punktes P {Mobius, § 23). 

Diese sphärischen Dreieckscoordinaten für Punkte lassen sich dualistisch in solche für 
grösste Kreise umwandeln [Mobius, § 37). 

Wählt man nämlich drei grösste Kreise A, B, r, welche sich nicht in demselben Punkte 
schneiden, also ein sphärisches Pundamentaldreiseit bilden, und überdies einen festen Kreis (P, 
von welchem aus alle Winkel gezählt werden, so wird, wie oben, durch jeden Ausdruck von 

der Gestalt 

J cos A + tj cos Ä + t cos r 

ein grösster Kreis n eindeutig bestimmt. 

Zusatz. Fast gleichzeitig mit Mobim gab auch Gayley (Cambr. and Dublin M. J. vol. 1, 
1846, p. 22; Papers vol. I, p. 213 ss.) ein Coordinatensystem auf der Kugelfläche. Er drückt die 
Coordinaten eines Punktes P auf der Kugelflä<5he durch ein beliebiges der beiden Systeme aus: 

5 : iy : f = cos PA : cos FB : cos Pü, 
sin Px sin Py sin Pz 

X ' u ' z — ' — * 

* ^ * sin -4 ' sin 2? ' sin C 

wo A, B, C, wie bei Mobius, ein beliebiges sphärisches Fundamentaldreieck darstellen. 

Das erstere System nennt Cayley das Cosinussystem, das letztere das Sinussystem. 
Er gibt auch die Grundformeln einer sphärischen Geometrie, namentlich die Entfernung zweier 
Punkte, die Gleichung eines grössten Kreises und die Umformungen der Coordinaten. 

' 8, Sphärische Curven erhält man nach Mobius (S. 96 ff.), wenn man die beiden Verhältnisse 

-, - durch einen Parameter darstellt, oder auch zwischen den homogenen Coordinaten x, y, z 

X z 

eine Bedingungsgleichung aufstellt. 
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Ist diese Gleichung rational vom Grade «, so wird die dargestellte Cur\'e von Möhius 
(§ 24—25) von der wten Ordnung genannt, weil sie einen grössten Kreis in wPunkten schneidet, 
wobei aber Punkt und Gegenpunkt nur als ein Punkt gerechnet werden. 

Besteht ebenso zwischen den Coefficienten ?, ly, C eine homogene Bedingungs- Gleichung 
mten Grades, so umhüllen alle jene grössten Kreise n eine sphärische Cur\-e (Möhius, § 39), die 
man von der mten Klasse nennen kann, weil von einem beliebigen Punkte der Kugelfläche aus 
m berührende grösste Kreise an dieselbe gelegt werden können. 

Zusatz (1). Beim Uebergang von einem Fundamentaldreieck zu einem andern werden 
Ordnung und Klasse der Curve nicht geändert, weil die Uebergangsformeln linear sind. 

Cur\"en erster Ordnung sind grösste Kreise und Curven erster Klasse sind Punkte. 
Die Curven zweiter Ordnung und Klasse sind die sphärischen Kegelschnitte. Der 
einfachste derselben, der kleine Kreis, wird von 3Iobius (§ 29—35) ausführlich behandelt. 

Im Allgemeinen aber sind höhere Cun^en nicht von gleicher Ordnung und Klasse. Die 
Umformung der sphärischen Curv^en von einem Coordinatensystem auf das dualistische gibt 
31obius im § 38. 

Zusatz (2). Ordnungs- und Klassenzahl in sphärischen Coordinaten sind aber nicht 
zu verwechseln mit denjenigen in Parallelcoordinaten. Die Ordnung einer sphärischen Curve in 
sphärischen Coordinaten ist immer gleich der Ordnung des Kegels (in Parallelcoordtnaten) mit 
dem Scheitel im Kugelmittelpunkte, durch welchen sie aus der Kugelfläche ausgeschnitten wird. 
Wird sie also durch diesen Kegel auf eine beliebige Ebene projicirt, so hat sie auf der Ebene 
und auf der Kugel dieselbe Ordnung (Mdbius, Werke, Bd. H, S. 93 und 115). 

Zusatz (3). Eine sphärische Curve, welche mit ihrer Gegencurve zusammenfällt 
(z.B. ein grösster Kreis), heisst einfache Curve, eine solche hingegen, welche von ihrer Gegen- 
curve verschieden ist (z. B. die beiden Polarkreise der Erdkugel), heisst eine Zwillingscurve. 

Wie je zwei Gegenpunkte als ein einziger Punkt betrachtet werden, so kann man auch 
die beiden Zweige einer Zwillingscurve als einzige C\irve behandeln {Möbius, S. 114). 

Zusatz (4). Möhius, S. 96 ff., gibt mehrere Sätze über Schnittpunkte und Wendepunkte 
sphärischer Curv^en. 

Allgemeine Eigenschaften der sphärischen Cur\'en ohne singulare Punkte gab er im 
Jahre 1848 (Werke, Bd. H, S. 185). 

9. Die Geometrie auf der Kugelfläche wurde von Garns (Disquisitiones Generales, 
Götting. Abb., 1828, Werke. Bd. IV, S. 217 ff.) zur Untersuchung der krummen Flächen benutzt. 

Nach Steiner (Werke, Bd. I, S. 323) „haben Untersuchungen auf der Kugelfläche selten 
die Wichtigkeit, die man ihnen, vermöge einer oberflächlichen Ansicht, beizulegen geneigt ist". 

Möbius (1852, Werke, Bd. H, S. 90 und S. 180—181) hingegen sieht einen grossen Vortheil 
in der Centralprojektion ebener Curven auf eine Kugelfläche, mit Rücksicht auf deren Eintheilung. 
Man könne nämlich alle jene Cur\'en, welche sich aus einer und derselben sphärischen Cur\'e 
projiciren lassen, zu einer Gattung rechnen. Alle solche Curven sind, als ebene Schnitte desselben 
Kegels, einander collinear verwandt. 

Nach ihm ist jedoch „die Anzahl der Schriften, in denen die Geometrie der Kugel analytisch 
behandelt wird, noch immer eine geringe". Das einzige ihm bekannte Lehrbuch ist Gitdermamis 
Analytische Sphärik (Köln, 1830). 

Nach Itiemann (Uebsr die Hypothesen etc. I, 3., 1854; Werke. S. 262) lässt sich die Dar- 
stellung einer zweifach ausgedehnten Mannigfaltigkeit auf abwickelbaren Flächen als gleich- 
berechtigt mit der ebenen Darstellung betrachten, dagegen ist die Darstellung auf der Kugelfläche 
als wesentlich verschieden von der ebenen zu betrachten. lUemann wurde durch diese Betrachtungen 
auf seine^elliptische Raumform geführt (s. oben Die Grundlagen d. Geometrie, I, 3. (b)). 

In Hessens Vorlesungen (1876, S. 50) finden sich Andeutungen über die Geometrie auf der 
Kugelfläche. 
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D. Die Verhältnisscoordinaten von Cluisles (Ap. Hist. p. 740). 

10. Chasles legt durch die drei Seiten der Grundfläche ABC eines Fundamentaltetraeders 
OABC drei veränderliche Ebenen, welche die gegenüber stehenden Kanten in den Punkten a, 6, c 
treffen. Dann bestimmen die drei Verhältnisse 

Oa Ob Oc 
ÄTa m Cc 

einerseits einen Punkt, welcher auf den drei veränderlichen Ebenen liegt, und andererseits eine 
Ebene, welche durch die drei veränderlichen Punkte a, &, c geht. 

Zusatz (1). Clmslcs zeigt, dass Flächen und ebene Curven wter Ordnung in diesen Coor- 
dinaten durch Gleichungen wten Grades dargestellt werden, und ebenso Flächen und ebene Curven 
mter Klasse durch Gleichungen mten Grades in den reciproken Verhältnissen. 

Zusatz (2). In seiner Geometrie Supörieure (1852, no. 421 und 465) erweitert Chasles den 
Begriff dieser Verhältnisscoordinaten, indem er anstatt des Tetraeders ein Dreieck und drei 
beliebige Axen im Räume zu Grunde legt. 

In der Ebene nimmt er statt der Dreiecksseiten AC und BC zwei beliebige Strecken 
auf diesen beiden Geraden (von A und B aus gezählt), und lässt die veränderlichen Geraden von 
zwei beliebigen Punkten der Linie AB ausgehen. 

Zusatz (3). Auch Winkelcoordinaten werden von Ch'isles (no. 474) in Verbindung mit 
dieser Erweitemng vorgeschlagen. 

Boulain S. J. (Nouvelle G^om. 1892, p. 30) benutzt die drei Winkel, unter welchen die 
Seiten des Fundamentaldreiecks von einem veränderlichen Punkte aus erscheinen, als Coordinaten 
dieses Punktes; ebenso die drei Winkel, welche die gewöhnlichen Dreieckscoordinaten eines 
Punktes mit den Seiten des Fundamentaldreiecks bilden. Man kann diese letztern Winkel auf 
zweierlei Weise wählen, je nach der Richtung, in welcher man dieselben nimmt. 



111. Haupt stück. 

Polarcoordinaten. 

Vorbemerkung (1). Die Polarcoordinaten waren (nach der ersten Vorbemerkung zu 
diesem Abschnitte) wohl die ältesten, die je in Gebrauch kamen. 

Sie unterscheiden sich von den vorhin betrachteten Parallel- und Tetraedercoordinaten 
dadurch, dass die ihnen zugehörigen drei Schaaren von Coordinatenflächen und folglich auch 
ihrie drei Schaaren von Coordinatenlinien (deren Durchschnitte) sämmtlich oder theilweise ge- 
krümmt sind. Sie gehören demnach zu den von Lame sogenannten „krummlinigen Coordinaten". 

Vorbemerkung (2). Krummlinige Coordinaten bilden nach Lamfs Ausdrucksweise isotherme 
Systeme, w^enn die kleinsten durch dieselben dargestellten Figuren der Aehnlichkeit zustreben 
(vergl. Hdzmimer, Isog. Verwandtsch. 1882, §§ 17 und 24; und Synopsis, Bd. I, S. 181). Dies ist 
beispielsweise mit den Coordinaten dieses und des folgenden Hauptstückes nicht der Fall. 

Die Aufgabe: „Alle ebenen isothermischen Cur\'enschaaren zu bestimmen, welche von 
algebraischen Curven gebildet werden", wurde von Schwarz behandelt (Math. Abhandl. Bd. II, S 260). 
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1. Definitionen. Es sei ein Ellipsoid gegeben, dessen Halbaxen a, 6, c bezüglich in 
den rechtwinkligen Parallelcoordinatenaxen x, y, z liegen, und dessen lineare Excentricitäten seien: 



die auch imaginär sein können. 

(a) In der y-s'- Ebene und über der Axe 26 als Durchmesser construire man einen festen 
Kreis für die excentrische Anomalie y, die von der positiven y-Axe gegen die positive ^-Axe 
von Null bis 2n gezählt werde, und über der Axe 2a als Durchmesser einen beweglichen Kreis 
für die excentrische Poldistanz ö, die von der positiven a;-Axe gegen die y^-Ebene von Null 
bis 71 gezählt werde. Dann lassen sich zwischen den Parallelcoordinaten x, y, z und den drei 
Parametern a, y, ö die folgenden Beziehungen festsetzen: 

a: = a cos ö, y == 6 sin ö cos y, ^ = c sin ö sin y. 

(b) Durch Elimination je zweier der drei Parameter a, y, ö aus diesen drei Gleichungen 
erhält man eine Flächenschaar, die nur von einem Parameter abhängt. 

Der Parameter a bestinmit nämlich eine Schaar confocaler EUipsoide 

während die Parameter y und ö bezüglich Schaaren von Flächen vierten und achten Grades 
bestimmen. 

Durch jeden Punkt des Raumes geht eine Fläche aus jeder der drei Schaaren, er ist also, 
als Durchschnitt dieser drei Flächen, durch die Parameter a, y, ö bestimmt. Die letztern heissen 
seine Polarcoordinaten, und die drei durch sie bestimmten Flächen die Polarcoordinaten- 
flächen. 

(c) Nur wenn 6 = c, also e = « ist, lauten die beiden letztern Coordinatenflächen: 

e^ cos ö* e* sin ö* ~~ ' 
y sin y — ;er cos y = 0. 

Die Coordinate ö bestimmt also dann ein System confocaler Umdrehungshyperboloide, 
die ein- oder zweischalig sind, je nachdem die Umdrehungsellipsoide abgeplattet oder verlängert 
sind; und die Coordinate y bestimmt ein System von Ebenen, die sich in der Umdrehungs- 
axe schneiden. 

Zusatz. Auf diesem Coordinatensystem beruht die Construktion des elliptischen Zirkels, 
bei welchem zwei feste Punkte des Stiftträgers in dem Rahmen der Hauptaxen gleiten. 

2. Ein Punkt, dessen Coordinaten sich um die Elemente da, dy, dö ändern, beschreibt 
bezüglich die Linienelemente: 



is^ = da • ycos 6* + sin 0*1^ cos y* + -^ sin y^J, 
ds^ = ade • ]/sin ö' + cos 6^1-^ cos y* + -^ sin (pA, 

ds^ = a sin Sdf • y-, cos y* + -^ sin y*. 

Von diesen drei Elementen steht aber nur das erste ds^ senkrecht auf seiner Coordinaten- 
fläche, nämlich auf dem EUipsoide. Die beiden andern ds^ und ds^ stehen nur in den drei Haupt- 
schnitten des EUipsoids auf einander senkrecht, also auch überall, wenn letzteres ein Umdrehungs- 
ellipsoid ist. 
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Zusatz (1). Ist also 6 = r, so hat man für die Flächenelemente: 

dsids2j dSids^, ds^ds^, 

und fllr das Raumelement: 

ds^ds^ ds^. 

Zusatz (2). Ist a=zb = Cj also €=^0, « = 0, so gehen die Coordinatenflächen über in 
die Kugel, den ihr concentrischen Umdrehungskegel und eine durch die Axe des letztern 
gehende Ebene, welche das sphärische Polarcoordinatensystem bilden. 

Zusatz (3). Ein ähnliches Polarcoordinatensystem für die Ebene erhält man nach Sahnon 
(C. S. art. 232), indem man auf der reellen Axe 2a einer Hyperbel einen Hilfskreis errichtet. 
Legt man dann vom Fusspunkte der Ordinate eines Curvenpunktes eine Tangente an den Kreis 
und verbindet den Berührungspunkt mit dem Mittelpunkte, so bildet dieser Halbmesser mit der 
Hauptaxe den Winkel ö. 

Die beiden Polarcoordinaten a, 6 stehen dann zu den Parallelcoordinaten in der 
Beziehung: 

a: = a sec ö, y = big 6, 



wobei wieder die lineare Excentricität e = Va^ + b^ als unveränderlich vorausgesetzt wird. 
Durch Elimination von a und 6 erhält man bezüglich die Coordinatenlinien: 



a^ b^" ' 



e^ sec ö^ e^ tg ö^ 

Die Coordinate a bestimmt also ein System confocaler Hyperbeln, und die Coordinate 6 
ein System confocaler Ellipsen, deren grössere Axen immer in die reellen Axen der Hyperbeln fallen. 

Zusatz (4). Killing (Nicht- Euklidische Raumf., 1885, art. 32) erwähnt ein erweitertes 
Polarcoordinatensystem aus den Weierstrass ^oh^n Vorlesungen (1872), in welchen eine Strecke a 

durchgehends bezeichnet wird durch * tg |;, so dass: 

TV TT 

X = Ä sin y cos A, y = Ä: sin -jT cos ^i, ^s' = ä sin ^ cos v, p=^ cos j. 
mit der identischen Bedingung: 

h^p^ + a:« + y2 + ^2 rrr k^, 

Zusatz (5). Auf die elliptischen Polarcoordinaten gründet sich die Sphäroidische 
Trigonometrie Grunert's (Berlin, 1833), in welcher die früheren geodätischen Arbeiten, namentlich 
von Gauss und Bessel, zu einem selbständigen Zweige der Wissenschaft verarbeitet sind. 

Eine Geschichte dieses Zweiges gibt &rumrt in Klügele Mathematischem Wörterbuch 
(Th. V, S. 332), wo auf frühere Arbeiten Eutern (Berlin. M6m., 1753, p. 258) und Legendres (Paris. 
M6m. t. 7, 1806, p. 130) verwiesen ist. 

Die Eckpunkte der geodätischen Dreiecke, welche in dieser Geometrie betrachtet werden, 
werden bestimmt durch die oben beschriebenen Polarcoordinaten. 

Erwähnung verdienen hier die von Sddner (Bayer. Landesvermessung, 1810) eingeführten 
Coordinaten geodätischer Netze, auf welche neuerdings Franke (Astr. Nachr. No. 3022, S. 353) 
aufmerksam gemacht hat. 
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IV. Hauptstück. 

Die elliptischen Coordinaten. 

Vorbemerkung (1). Die elliptischen Coordinaten wurden von Lame bearbeitet und fUr 
physikalische Untersuchungen veru'andt, im Journal de T^cole Polyt. (cah. 23, 1834, p. 191 ss.), 
in den Pariser Memoiren (t. 5, 1838, p. 174), in den ersten Bänden von Liauviües Journal (1836 etc.) 
und dann zusammenfassend in seinen Le^ons (1857, § 81 und 93). Er stützte sich dabei auf Diqnns 
Untersuchungen über orthogonale Flächensysteme (Dövelopp. 1813). 

Jaccbi (Vorlesungen über Dynamik; Werke, Supplement -Bd., S. 198—211) behandelt die 
elliptischen Coordinaten erst fUr n Veränderliche und dann für n = 2 und n = 3. 

Eine klare Darlegung findet man in Hesse s Vorlesungen (1861, 22ste Vorles.). 

Plücker (System, 1846, S. 255, 325, 331 ff.) behandelt das System der confocalen Mittelpunkts- 
flächen zweiten Grades in Plancoordinaten. 

Vorbemerkung (2). Die elliptischen Coordinaten in der Ebene ergeben sich unmittelbar 
aus den räumlichen, indem man alle jene Faktoren oder Glieder, in welchen der Zeiger 3 oder 
die Coordinate z vorkommt, einfach fortlässt. 



1. Weil in der Gleichung 



X 



3 



+ 



y 



2 



+ 



-1=0 



die linearen Excentricitäten («j > «^ > «s) • 

sich mit l nicht ändern, so stellt F(A) -= mit dem veränderlichen Parameter l ein System 
confocaler Mittelpunktsflächen zweiten Grades dar. 

Zusatz. Schreibt man die Flächengleichung in der homogenen Gestalt: 



IXk) = 



X 



2 



+ 



y 



.2 



+ 



+ 



P' 



= 0, 



so wird man auf die homogenen elliptischen Coordinaten geführt (vergl. Clehsch-Lindeniann, II, S. 289). 

2. Die Eintheilung der Coordinatenflächen und ihre Brennlinien ersieht man aus 
folgender Tafel: 



l 


Coordinatenflächen 


Brennlinien 


+ ^ 

1 

— «3 

i 


Reelle Ellipsoide 

• 

Kinschalige Hyperboloide (I) 
Zweischalige Hyperboloide (11) 

Imaginäre Ellipsoide 

• 


""* 1 ^' 10 


1 ^ ^ 
«1 «3 «2 «3 

^' 1 


«5» 

1 

1 

«1 


«1 — a^ a^ — «3 
y^ z^ 

«, — «, «, — «3 
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Die erste Grenze der reellen Ellipsoide ist eine unendlich grosse Kugel, die zweite der 
von der ersten Brennlinie eingeschlossene Theil der xy -Ebene. 

Die erste Grenze der Hyperboloide (I) ist der von der ersten Brennlinie ausgeschlossene 
Theil der xy-Ebene, die zweite der von der zweiten Brennlinie eingeschlossene (d. h. innerhalb 
der Zweige liegende) Theil dej ic-s'- Ebene. 

Die erste Grenze der Hyperboloide (H) ist der von der zweiten Brennlinie ausgeschlossene 
Theil der xjs-Ebene, die zweite die yz-Ehene. 

Zusatz. Obige Gleichungen zeigen, dass die Brennlinien mit den Hauptschnitten, in 
deren Ebenen sie liegen, bezüglich confocal sind, und dass die eine derselben eine Ellipse, die 
andere eine Hyperbel und die dritte imaginär ist. Diese Brennpunktellipse und Hyperbel 
haben die merkwtlrdige Beziehung zu einander, dass die Scheitel der einen Curve durch die 
Brennpunkte der andern gehen. 

3« Weil F{X) = für bestimmte x, y, z drei reelle Wurzeln Aj, A^, A3 hat, so zwar dass 

oo>Ai> — or3>A2> — a2>A3> — «1, 

so geht durch jeden Punkt des Raumes eine und nur eine Fläche aus jeder der drei Schaaren 
confocaler Flächen. 

Man nennt deshalb das System der confocalen Mittelpunktsflächen zweiten Grades (mit 
beliebig gewählten Brennpunkten) ein elliptisches Coordinatensystem, und die Parameter A 
die elliptischen Coordinaten. 

Zusatz. Statt A wird auch Vx gebraucht, z. B. von Lame, der überdies oti = setzt. Der- 
selben Bezeichnung folgt auch Salmon (Anal. G. d. R. I, art. 158). 

4. Die Parallelcoordinaten x, y, z, ausgedrückt durch die elliptischen (mit gemeinsamem 
Ursprünge), ergeben sich aus den Gleichungen 

F(A0 = O, i^(A,)=rO, F(X,) = 
durch Elimination, nämlich: 

^, _ («1 + A^) («t + Ag) («t + A3) __ (ofg + At) (ofg + Ag) (ofg + A3) ^2 _ («3 + K) («3 + Ag) («3 + A3) 

(«1 — «2) («1 — «3) ' («2 — «3) («2 — «1) ' («3 — «1) («3 — «2) 

Zusatz (1). Sowohl die quadratische Form dieser Gleichungen als auch die Symmetrie 
des Coordinatensystems lehrt, dass die elliptischen Coordinaten die Lage eines Punktes nur dann 
eindeutig bestimmen, wenn ausserdem noch bekannt ist, in welchem der acht Fächer der Haupt- 
ebenen derselbe liegt. 

Zusatz (2). Durch Addition dieser drei Gleichungen erhält man unmittelbar das Quadrat 
des Radiusvektor. Cayhy (Cambr. and D. M. J., vol. 1, 1846, p. 207; Papers, vol. I, p. 253) 
bringt dasselbe auf die einfache Gestalt: 

r^ = x^j^y^ + z^={a, + K) + («2-+ ^) + («3 + hY 

6. Die Linien-, Flächen- und Raumelemente ergeben sich folgendermassen : 
(a) Ein Punkt, dessen Coordinaten sich um die Elemente dA^, dA^, dAj ändern, beschreibt 
bezüglich die Linienelemente: 






^'^-'-2^'^iwv'mt 
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Zusatz, ds^ steht senkrecht auf dem EUipsoide, ds^ senkrecht auf dem Hyperboloide (I) 
und ds^ senkrecht auf dem Hyperboloide (H). Die Verhältnisse der Linienelemente sind aber 
veriinderlicli, das System ist also nicht isotherm (vergl. oben HI, Vorbem. (2)). 

(b) Die drei Schaaren von Flächen schneiden sich rechtwinklig. Deshalb erhält 
man die Flächen- und Raumelemente 

ds^ds^. ds^ds^, ds2ds^, ds^ds^ds.^ 

durch blosse Multiplikation und das Quadrat des Bogenelements 

ds] + dsl + dsl 
durch blosse Addition. 

Zusatz. Nach dem Tlieoreme von Dupin (Developpements, 1813, p. 303 ss.) schneiden sich 
die drei Flächenschaaren in ihren Krümmungslinien. Diese letzteren bilden also drei Schaaren 
von Trajektorien. welche die drei Schaaren confocaler Flächen senkrecht durchschneiden, mit 
den Elementen ds^. ds^. ds^. 

6. Grenzfälle der elliptischen Coordinaten: 

(a) Sind zwei der Grössen a einander gleich, so werden alle Flächen Umdrehungs- 
flächen, zwei der Brennlinien werden identisch und stellen die zwei (reellen oder imaginären) 
Brennpunkte auf der Umdrehungsaxe dar, die Gleichung F{X) = liefert nur mehr zwei 
Wurzeln X. stellt also nur noch EUipsoide, und eine Gattung von Hyperboloiden dar (die der 
ein- oder zweischaligen. je nachdem die EUipsoide abgeplattet oder verlängert sind). 

Ist aber a, — a^ =:- a^, so fallen die Brennlinien mit dem Coordinatenursprung zusammen, 
die Gleichung F{X) —0 liefert nur mehr eine Wurzel X und stellt lauter Kugeln dar. 

In beiden Fällen wird das elliptische Coordinatensystem illusorisch. 

(h) Einen andern Grenzfall, der auf die elliptischen Kugelcoordinaten führt, behandelt 
Ihs^r in seiner 22sten Vorlesung. Er setzt: 



fft 



und lässt f gegen Null abnehmen. 

Daduix^h erhält man als Coonlinatenflächen ein System concentrischer Kugeln und zwei 
Systeme confocaler Kegel, die ebenfalls mit den Kugeln concentrisch sind und bezüglich die 
.•- und x-Axe zu ihren eigenen Axen haben. 

Die elliptischen Kugelcoordinaten k\ 'jl\ jl" liegen in folgenden Grenzen: 

Die Parallelcoordinaten und Linienelemente findet man bei Ibsst daiigestellt. Die 
Flachen- und Raumelemente ergeben sich durch blosse Multiplikation, da die drei Flächen- 
sohjuiren sich rechtwinklig, also nach /)ii/><Vs Theorem in ihren Krümmungscurven schneiden. 
Dl-5^ Krümmun:?>cur\en sind auf der Kugelfläche sphärische Kegelschnitte. 



V. Hanptstüok. 

Die hyperbolischen Coordinaten. 



1. iK-^ fl-T^^-i-^n al-JT-riiivin» n Fonn-Ia 



* 1 > > , 



>r. tln r-vrifach or:':: ?^>r..i>s Curvensv stein in der Ktvno dar K^srehend aus ähnlichen 
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Hyperbeln und aus hyperbolischen Curven mit den Axen als Asymptoten. Der Fall n = 1 
gibt das hyperbolische Coordinatensystem (unten 2.). 

Zusatz. Für negative n erhält man ein orthogonales Curvensystem, bestehend aus 
parabolischen Curven mit gemeinschaftlichem Berührungspunkte im Coordinatenursprunge, und 
aus concentrischen und ähnlichen Ellipsen. Der Fall n = — l gibt das System der gewöhn- 
lichen Polarcoordinaten. 



A. Hyperbolische Coordinaten in der Ebene. 

2. Die Gleichungen (s. oben für w= 1): 

stellen zwei Systeme gleichseitiger Hyperbeln dar mit den Quadraten der Halbaxen als Para- 
meter. Die gemeinschaftlichen Asymptoten des einen Systems sind die Axen des andern. 

Weil die X durch diese Gleichungen eindeutig bestimmt sind, so geht durch jeden Punkt 
der Ebene eine und nur eine Curve in jedem der beiden Systeme. Man nennt deshalb dieses 
System gleichseitiger Hyperbeln ein hyperbolisches Coordinatensystem, und die Parameter 
^i» ^ hyperbolische Coordinaten. 

Zusatz. Die Grenzen der beiden Schaaren sind einerseits (für A= ± oc) unendlich ferne 
Hyperbeln, und andererseits (für X = 0) die Asymptoten der betreffenden Schaar. 

3. Für die Parallelcoordinaten erhält man durch Elimination: 



2x^ = r2 + Aj, 2y« = r» - A,, r« = ^X\ + X\, 
und für die Linienelemente: 

ds -^ ds -^ 

wo r = Vx^ + y^ den Fahrstrahl bezeichnet. 

Zusatz (1). Die hyperbolischen Coordinaten bestimmen, wie die elliptischen, einen Punkt 
erst dann, wenn man anders woher weiss, in welchem Quadranten des (a:y) - Systems derselbe liegt. 

Zusatz (2). Die gleichen Coefficienten in den Ausdrücken für ds^ und ds2 zeigen, dass 
dieses Coordinatennetz nicht nur rechtwinklig, sondern auch quadratisch ist. 



B. Hyperbolische Coordinaten im Ranme. 

Vorbemerkung. Das System der ebenen hyperbolischen Coordinaten lässt sich auf den 
Raum übertragen, entweder durch Errichtung eines Cylindersystems auf demselben als Basis, 
oder durch Umdrehung desselben um eine der Coordinatenaxen x oder y. 

Im erste'ren Falle bleibt die Darstellung des Coordinatensystems unverändert dieselbe, 
im letzteren gehen die auf die Hauptaxen bezogenen Hyperbeln in ein- und zweischalige 
Hyperboloide mit gemeinschaftlichem Asymptotenkegel über, die auf die Asymptoten bezogenen 
hingegen in eine Fläche vierten Grades, mit zwei Fächern, und mit der Rotationsaxe und der 
auf ihr senkrechten Coordinatenebene als Asymptoten. 

4. Die räumlichen hyperbolischen Coordinaten erhält man aus den ebenen, indem mUn 
ausser Aj, i^ einen dritten Parameter einführt, am einfachsten den Rotationswinkel ^, und 

überall an Stelle von x schreibt q = Vx^ + y^, und folglich die Umdrehungsaxe mit -sr bezeichnet. 

(a) Man hat dann die Coordinatenflächen: 

x^+y^-z' = X^, 4{x^ + y^) z^ = XI, y = x tg X^\ 
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(b) folglieh für die Parallelcoordinaten: 

2x^=(X + X^) cos XI 2y^={X + A,) sin II 2z^ = A - A,, 
wo zur Abkürzung gesetzt wurde AJ _|_ ;i2 _ p 

(c) Zu den Linienelementen des ebenen Systems kommt noch das Element gdl^ der 
Parallelkreise : 

ds^ = ^, ds^ = ^, ds^ = dl^\^ {X + X,), 

wo r^ = x^ + y^ + js^ = X wieder das Quadrat des Pahrstrahls bedeutet, wie oben in A. 

Zusatz. Da die Parameterlinien sich rechtwinklig schneiden, so erhält man die 
Flächen- und Raumelemente durch blosse Multiplikation der Linienelemente, und die Parameter- 
linien sind die Krümmungscurven der Coordinatenflächen. 



VL Hauptstück. 

Die parabolischen Coordinaten. 

A. Parabolische Coordinaten in der Ebene. 

1, Die Gleichung mit dem veränderlichen Parameter X 

F{X) = y^-^2Xx — X^ = 

stellt ein System von Parabeln dar mit gemeinsamem Brennpunkte im Coordinatenursprung. 

Das System zerfällt in zwei Schaaren, bezüglich mit der positiven und negativen 
:r-Axe als gemeinschaftlicher Hauptaxe, je nachdem X positiv oder negativ ist. 

Die erstere Schaar hat als Grenzen eine unendlich ferne Parabel und die positive Ä:-Axe, 
die letztere die negative x-Akb und wiederum eine unendlich ferne Parabel. 

2. Weil F{X) = für bestimmte x, y zwei reelle Wurzeln hat, so zwar, dass : 

so geht durch jeden Punkt der Ebene eine und nur eine Curve aus jeder der beiden Schaaren. 
Man nennt deshalb das System dieser Parabeln ein parabolisches Coordinatensystem und 
die Parameter X^, X^ parabolische Coordinaten. 

Für die Parallelcoordinaten erhält man aus F(X) durch unmittelbare Anschauung die 
Ausdrücke : 

also das arithmetische und geometrische Mittel der parabolischen Coordinaten ; und für die Linien- 
elemente: 

Zusatz (1). Durch diese Coordinaten ist die Lage eines Punktes erst dann eindeutig 
bestimmt, wenn man anders woher weiss, auf welcher Seite der a:-Axe derselbe liegt. 

Zusatz (2). Die beiden Parabelschaaren schneiden sich rechtwinklig. Das Flächen- 
element ergiebt sich also durch Multiplikation der Linienelemente ds^, ds^. 

Dieser Zusatz ist übrigens nur ein besonderer Fall eines allgemeineren: Der Winkel, 
unter welchem sich zwei confocale Parabeln schneiden, ist halb so gross als der Winkel, den ihre 
Axen mit einander bilden {Sieheck). 
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Zusatz (3). Zur Berechnung der Linienelemente ds^ und ds^ dienen die folgenden 
Formeln : 



dx dx 



dXi dk^ 



2' dXi 



Xi ' dXj 



W 



Zusatz (4). Dieses Coordinatensystem scheint sicji besonders für solche Anwendungen 
zu eignen, bei welchen der Brennpunkt aller parabolischen Bewegungen stationär bleibt, wie zum 
Beispiel in unserm Sonnensystem. Beim ballistischen Probleme hingegen, wo man gewöhnlich 
alle Parabeln von einem gemeinschaftlichen Schnittpunkte ausgehen lässt, würden alle Formeln in 
gewissem Sinne eine umgekehrte Deutung erfahren. 

B. Parabolische Coordinaten im Rannte. 

Vorbemerkung. Die ebenen parabolischen Coordinaten lassen sich auf den Raum über- 
tragen, wie die hyperbolischen (oben V, B), entw^eder durch Errichtung eines Cylindersystems 
auf denselben als Basis, oder durch Umdrehung ihrer Ebene um die gemeinschaftliche Hauptaxe {x), 

Dupin (D6velopp. 1813, p. 314) hat jedoch ein dreifach orthogonales System von Para- 
boloiden aufgestellt, auf welches sich das folgende Coordinatenystem gründen lässt. 



3. Die Gleichung 



.2 



^W-2^, + ^-- + J^I=0 



mit dem Parameter X stellt ein System confocaler Paraboloide dar, deren Scheitel um jX und 

deren Brennpunkte bezüglich um ^p und ;yg vom Coordinatenursprung entfernt liegen. 

Die Eintheilung der Coordinatenflächen und ihre Brennlinien ersieht man aus 
folgender Tafel: 



X 


1 

Coordinatenflächen 


Brennliüien 


-2q 


• 

Elliptische Paraboloide (I) 
Hyperbolische Paraboloide 
Elliptische Paraboloide (11) 


^* - -{2x q^-0 

p -q ^ 

-?— + (2«-ij) 

p^q 



Die erste Grenze der elliptischen Paraboloide (I) ist ein unendlich fernes Paraboloid, die 
zweite der von der ersten Brennlinie eingeschlossene Theil der (:ry)- Ebene. 

Die erste Grenze der hyperbolischen Paraboloide ist der von der ersten Brennlinie aus- 
geschlossene Theil der (a;i/)- Ebene, die zweite der von der zweiten Brennlinie ausgeschlossene 
Theil der (ä:^) -Ebene. 

Die erste Grenze der elliptischen Paraboloide (II) ist der von der zweiten Brennlinie ein- 
geschlossene Theil der (x^')- Ebene, die zweite ist wieder ein unendlich fernes Paraboloid. 
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4, Weil F(X) = für bestimmte x^ y, js drei reelle Wurzeln hat, so zwar dass 

so geht durch jeden Punkt des Raumes eine und nur eine Fläche aus jeder der drei Gattungen. 
Man nennt daher das System der confocalen Paraboloide (mit beliebig gewählten Brennpunkten) 
ein parabolisches Coordinatensysjem und die Parameter Aj, Ag, X^ parabolische Coor- 
dinaten. 

5. Die Parallelcoordinaten ergeben sich aus den drei Gleichungen 
durch Elimination, nämlich: 



y 



2 



^ 1 (2i> + ^) (2p + A3) {2p + A3) 
8 p-'q 

., _ 1 (2g + ^) (2g + A,) (2g + h) 



8 p-q 

y 1 _f ^1 ^2 ^ 

~ 22) 2q 16pq ' 

Zusatz. Ein Punkt ist demnach durch parabolische Coordinaten erst dann eindeutig 
bestimmt, wenn bekannt ist, in welchem der vier Fächer der {xy)- und (^-3') -Ebene derselbe liegt. 

6. Die Linien-, Flächen- und Raumelemente ergeben sich folgendermassen : 
(a) Ein Punkt, dessen Coordinaten sich um die Elemente dX^, dX^, dX^ ändern, beschreibt 
bezüglich die Linienelemente: 






{2p + X,) {2q + X,) ' 
4 "^h2p + X,){:2q + X,)' 



ds^ = y dx^ ^1 SkziM^kizAl 



4 ^V{2p+X,)(2q + X,)' 

von welchen das erste auf dem elliptischen Paraboloide (I), das zweite auf dem hyperbolischen 
Paraboloide und das dritte auf dem elliptischen Paraboloide (11) senkrecht steht. 

(b) Da die drei Schaaren von Paraboloiden sich rechtwinklig schneiden, so erhält man 
die Flächen- und Raumelemente durch blosse Multiplikation der Linienelemente. 

Zusatz (1). Die Linienelemente ds^, ds^, ds^ sind also, nach Dupins Theorem die Elemente 
der Krümmungscurven der drei Coordinatenflächen. Man hat zu ihrer Berechnung die Hilfs- 
formeln : 

dx 1 dy 1 y dz 1 2 

äl"~4' TX'~22p-\-X' dX~'22q + X' i'^~^i'^»^)- 

?• Ist im Grenzfalle p — q, so sind alle Flächen Umdrehungsflächen, die beiden Brenn- 
linien werden identisch und stellen den gemeinschaftlichen Brennpunkt dar, die Gleichung F{X) = 
liefert nur noch eine Wurzel X und stellt nur mehr elliptische Paraboloide dar; das parabolische 
Coordinatensystem wird illusorisch. 



^_»* i. . . 
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VII. Hauptstück. 

Kreis- und Lemniscatencoordinaten. 

(LameJ's Le<;ons, 1859, § 119 ss.). 

A. Ebene Systeme. 

1. Allgemeine Sätze. Setzt man 



u 



so stellen die beiden „Parameter 

(a) u — 2lg-, v=:2^arctg^ 

zwei Curvensysteme dar, welche sich in jedem Punkte der Ebene rechtwinklig schneiden, wobei 
2 sich über eine beliebige Anzahl Glieder mit veränderlichem Pole (a, b) erstrecken kann, jedes 
versehen mit einem beliebigen Coefficienten. 

(b) Diese Curvensysteme haben ferner die Eigenschaft, dass ihre „DifFerentialparameter" 
erster Ordnung 

Vu] + ul = Vv\ + vl = h 
einander gleich sind und dass diejenigen zweiter Ordnung 

«11 + W22 = ^11 + t^22 = 

verschwinden, wo die unteren Zeiger Ableitungen nach x, y bedeuten. 

(c) Die Linien- und Plächenelemente der Parameterlinien sind 

du dv dudv^ 

das Coordinatennetz ist also nicht nur rechtwinklig und isotherm (s. oben UI, Vorbem. (2)), 
sondern auch quadratisch. 

Zusatz. Der einfachste Fall {a = b = 0): 

c V 

u= lg-, v^^arctg- 
■ r X 

führt auf eine Art von Polarcoordinaten : 

X = ce" cos V, y =r ce** sin r. 

2. Kreiscoordinaten. Auf der a:-Axe seien beiderseits vom Ursprünge die beiden festen 
Brennpunkte d= c gegeben. Ein beliebiger Punkt der Ebene habe von denselben die Entfernungen 
r^, r^, und vom Ursprünge die Entfernung jB. 

(a) Die Pararaetergleichungen in 1. (a) sollen hier lauten: 

c " 



y^x — cf + y« "^ \{x + cY + y«' 

V V 

V = arctg — arctg 



X — c X + c 

Die erstere drückt aus, dass das Verhältniss ri : r^ = e" der beiden Fahrstrahlen mit u constant 
ist, und die letztere, dass die Differenz v der Neigungen dieser Fahrstrahlen gegen die x-Axe 
constant ist. 

12 
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(b) Die Parallelcoordinaten und die Coordinatenlinien erhält man wie folgt. 
Bezeichnet man mit h die hyperbolischen Funktionen, so ist: 

X __ sinh u y sin i? 

c ~ cosh u cos o' c cosh « - - cos v 

und folglich: 

{x — c cotgh u)^ + y^ = {c cosech u)^ 

X' + (e cotg V —yY=: [c cosec vy. 

Diese Gleichungen stellen zwei excentrische Kreise dar. Die Kreisschaar (w) artet fllr 
« ~ ± cv; in die beiden Brennpunkte =t c aus, und für ti = ±0 in die y-Axe. Sie zerfällt also 
in zwei Klassen (±«), von denen jede einen Brennpunkt umschliesst und ganz auf einer Seite 
der ?y-Axe liegt. 

Die Kreisschaar («?) geht durch die beiden Brennpunkte und ist gekennzeichnet durch den 
Peripheriewinkel y, den die Pahrstrahlen r^ und r^ mit einander bilden, der also über oder 
unter der Verbindungslinie der beiden Brennpunkte liegt Dieser Winkel ändert sich von bis 2 tt, 
oder von + n bis -tt, während ein Punkt den Umfang des Kreises {u) beschreibt. 

Zusatz. Der Ursprung hat also die Coordinaten « = 0, v=dLn, 

(c) Die Linien- und Flächenelemente sind nach 1. (c): 

du dv du dv ^ 1 , ^ . 

T' T' Hi^' Ä=-(C08hw-C08t;), 

wobei zu beachten, dass h in coshf/, wie in sinhu, nicht Faktor, sondern Funktionszeichen ist. 

3. Lemniscatencoordinaten. Auf der a:-Axe seien wieder beiderseits des Ursprungs 
die festen Brennpunkte =bc gegeben. Ein beliebiger Punkt der Ebene habe von den beiden 
Bronnpunkten die Entfernungen r^ und r^ und vom Ursprünge die Entfernung R 

(a) Dann stellen die beiden „Parameter" (vei^gl. 1« (a)): 

c , c 



V{x — cy + y^^ V(x + cy + y«' 
v = arctg— ^ + arctg-^ 

X — C X + c 

zwei Curvensysteme dar, welche sich in jedem Punkte rechtwinklig schneiden. 

Von diesen Parametergleichungen drückt die erstere aus, dass das Produkt 
der Fahrsti-ahlen constant ist, und die letztere, dass die Summe v der Neigungen (li<'> 
gegen die x-Axe constant ist. 

(b) Die Parallelcoordinaten und die Coordinatenlinien erhält uv^ 
man zur Abkürzung: 

X' = l -{- 2c-« cos V + e-**, 

so erhält man für die ersteren: 

1=1(1 +e-« cos t, + ^), (|)'=^(-1-, 

und folglich für die letzteren: 

(j;2 4- y2 + cy — 4c2^2 . 

(^2 — y2 — C^) — 2 COt^- ' 

Die Gleichung vierten Grades stellt eine S(li:i.' 
Grades eine Schaar gleichseitiger Hyperbeln 
schaftlieh(»n Brennpunkte der ersteren Schaar ■ 

\Vink(4 -^v l)ildon. 

Die erstere Schaar hat vier Gr- 
und ein(Mi unendlichen Kreis für u _ 
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Plächenbüschel vierter Ordnung im Falle der Lemniscatencoordinaten, beide mit der Brenn- 
linie als Träger. 

Zu diesen Plächensystemen gesellt sich dann noch der Büschel der Meridianebenen. 

4. Die räumlichen Kreis- und Lemniscatencoordinaten erhält man aus den ebenen, indem 
man ausser ti, v einen dritten Parameter w einführt, am einfachsten den Umdrehungswinkel, 

und überall an Stelle von x den Halbmesser des Parallelkreises q = Vx^ + y^ setzt, also die 
Umdrehungsaxe mit 2 bezeichnet. 

Zusatz. Die Pormeln sollen hier nur für das Lemniscatensystem hingeschrieben 
werden, da die Umformung für das andere System ganz dieselbe ist. 

5. Für die Parallelcoordinaten erliält man, wenn X die frühere Bedeutung (in 3. (b)) behält: 

-j =^(1 -V ^""" cos V -\- X) cos m;*, 

^j =ö(l }- e-" cos v + A) sin m;«, 

^^' = ^(---l-e-«cost; + A), 

und für die Coordinatenflächen: 

(^* + y* + -2^^ V c^Y — 4c2(:is + 2/^ ^ C"»e-2«*, 
(x^ -{-iß — z^ — c«)» — 4 cotg v'{x^ 4- y^) z^ — 0, 

x^mw — y cos XV = 0. 

Zusatz (1). Die Untersuchung der Grenzfiguren ergibt sich unmittelbar aus derjenigen 
für das ebene System (oben 3. (b)). 

Zusatz (2). Die zweite Coordinatenfläche ist vom vierten Grade, weil zu ihrer Erzeugung 
zwei zur Umdrehungsaxe symmetrisch liegende Hyperbeln gehören. Für v^=^^n besteht dieselbe 

aus zwei zusammenfallenden, gleichseitigen und einschaligen Umdrehungshyperboloiden mit der 

Halbaxe c. 

1 
Ein Umdrehungskegel mit dem Oeffnungswinkel ^n ist Asymptotenkegel des Hyperboloids 

und Berührungskegel der durch die Lemniscato erzeugten Fläche. 

6. Die Linienelemente sind hier (s. oben 3. (c)): 



d^i = -f- , ds^ — -j-. ds^ -- Qtlw = cdw^ -^{l + e " cos v + X). 

Dieselben stehen auf einander senkrecht und bilden also nach Bußin die Elemente der 
Krümmungslinien. 

Man erhält demnach die Flächen- und Raumelemente durch blosse Multiplikation der 
Linienelemente. 

Zusatz (1). Bedeuten die drei Linien r^, r^, B (wie oben 3,) die Entfernungen eines Punktes 
bezüglich von den Brennpunkten und dem Mittelpunkte seines Meridians, so hat man für den 
„Differentialparameter" Lapnc's (a. a. 0. S. 233): 

1_1 c-«_lrir2 3_^* 

1^2'' ]/x^2~R'' also/--,-. 

Dadurch lässt sich das Raumelement darstellen wie folgt: 

dsids^ds^ = ti,du dv dw = -c^e-^^^'^du dv dxo, 

A* 4 M^ 
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Zusatz (2). Das hier beschriebene Coordinatensystem kann von Bedeutung sein für die 
Untersuchung der Gleichgewichtsfiguren frei rotirender Flüssigkeiten. 

Die Frage steht noch offen, ob eine frei rotirende Flüssigkeit eine Gestalt annehmen kann, 
deren Meridianschnitte bei zunehmender Winkelgeschwindigkeit allmählich durch alle Phasen der 
Cassim' sehen Curve hindurch gehen, das heisst, erst eine einfache (oval-förmige) Lemniscate dar- 
stellen, dann durch die „Berührungslemniscate" als Grenze in die eingebogene Lemniscate über- 
gehen, und schliesslich durch eine zweite Grenzlinie, die gemeine Lemniscate, in die doppelte (aus 
zwei Ovalen bestehende) Lemniscate. 

Bei der Ausführung der zur Darstellung des Potentials nöthigen Integrationen dürfte 
sich dieses Coordinatensystem empfehlen, indem es die Integrationsgrenzen von einander 
unabhängig macht. 

7. Die Anzahl der möglichen rechtwinkligen Coordinatensysteme ist so gross wie diejenige 
der dreifach-orthogonalen Plächensysteme. 

Die Bedingungen für diese Flächensysteme sind vielfach untersucht worden, beispielsweise 
von Dupin (D^velopp. 1813, p. 322), der sich dabei auf Differentialgleichungen Monges und Lagranges 
stützt, dann von Serret {Liomilles J. t. 12, 1847, p. 241) und Boberts (CVeZfe's J., Bd. 62, 1863, S. 50). 
Cayley (Phil. Trans., vol. 163, 1873, p. 229) gelang es, diese Bedingungen durch eine partielle 
Differentialgleichung dritter Ordnung für den Parameter eines solchen Flächensystems darzustellen. 

Die Integration dieser Differentialgleichung würde sämmtliche dreifach orthogonale Flächen- 
systeme liefern, bietet aber eben wegen dieser Allgemeinheit grosse Schwierigkeit. Man musste 
sich daher mit der Untersuchung beschränkterer Fälle begnügen. 

Zusatz. Solche besondere Fälle sind betrachtet worden von Serret und Boberts (a. a. O.), 
von Darboux (Compt. Rend. t. 69, 1869, p. 392), von Hoppe (Principien d. Flächenth. und in seinem 
Archiv), von ScUäfli (GreUes J., Bd. 76, 1873, S. 126), Enneper (Math. Ann. Bd. 7, 1874, S. 456), 
Hdbmüüer (Isogon. Verwandtsch., 1882) und Anderen. 



IV. ^bsclinitt. 



Die Linearen und Quadratischen Liniensysteme. 



{Flacker, Neue Geometrie des Raumes). 



Vorbemerkung (1). Die Liniengeometrie als getrennter Zweig der Geometrie stammt 
von Plücker, Dieser gab in den Phil. Trans. (1865, vol. 155, p. 725) einen Umriss seiner Neuen 
Geometrie und später (1866, vol. 156, p. 361) eine Anwendung auf Mechanik, zu dem aus- 
gesprochenen Zwecke, um Translationen und Rotationen durch ein Princip mit einander zu ver- 
binden, ähnlich demjenigen der Reciprocität in der Geometrie. 

Vorbemerkung (2). Das einzige Lehrbuch über diesen Gegenstand bildet bis jetzt 
Flackere „Neue Geometrie des Raumes". Clebsch (z. Ged. a. J. Plücker, Göttingen, 1872; aus dem 
15. Bd. der Abhandl.) bemerkt zu diesem Werke (S. 32): „Wenn in der analytischen Fassung zum 
Theil jetzigen Methoden nicht immer mehr entsprechend, wirkte dasselbe durch seinen gedank- 
lichen Inhalt, und die junge Generation entzog sich nicht der ihr gewordenen Anregung. Schon 
jetzt ist eine grosse Literatur entstanden, welche den neuen Gegenstand behandelt, während viele 
Gesichtspunkte, ja eine dem heutigen Standpunkte entsprechende Darstellung des Ganzen der 
Zukunft vorbehalten sind". Die 4iier erwähnte Literatur findet sich hauptsächlich in den ersten 
Bänden der Math. Ann. Man sehe die Zusätze in Salmon-Fiedler's Anal. Geom. d. R. (H, 7. Kap.). 

Vorbemerkung (3). Als Vorbereitung zu diesem neuen Zweige der Geometrie erwähnt 
Clebsch (a. a. 0., S. 26—30) Untersuchungen von dreierlei Art: geometrische, mechanische und 
optische. Unter den ersteren erwähnter besonders diejenigen von Möbius (Oeüfe's J., 1833) und 
Chasles (Liouvüles J., 1839) worin man den Complex ersten Grades erkennt, während der Complex 
zweiten Grades seine Anknüpfungspunkte in den Arbeiten von Binet (1811) und Charles (Compt. 
Rend., 1861) hat. 

Zu den Vorarbeiten der zweiten Art rechnet Clebsch namentlich Foinsot's Darstellung der 
Kräfte und Kräftepaare (welche dem System der Durchmesser eines linearen Complexes und der 
ihnen zugeordneten Ebenen entspricht), dann einen Satz von Chasles (1829), nach welchem zwei 
Kräfte, die ein gegebenes Kräftesystem ersetzen sollen, ein Tetraeder mit constantem Inhalt bilden, 
und endlich kürzere Abhandlungen von Clmlcs, Sylvester und Cayley (Compt. Rend. t. 52, 1861) über 
gerade Linien in Involution. 

Zu den Vorarbeiten der dritten Art gehören die Untersuchungen über Strahlensysteme, 
Brennlinien und Brennflächen, von Monge, Malus und Sturm, hauptsächlich aber von Hamilton 
(Trans. R. I. Acad. vol. 16, 1830), dessen Arbeit von Kummer (CreUe's J. 1860) unabhängig von 
physikalischen Gesichtspunkten behandelt und in wesentlichen Punkten vervollständigt wurde. 

Vorbemerkung (4). Die Liniensysteme dritter und höherer Ordnung sind noch nicht 
allgemein behandelt worden (s. unten 11). 



I. Die Gerade als Raumelement. 95 

I. Hauptstück. 

Die Gerade als Raumelement. 

Vorbemerkung (1). Der Gedanke einer Liniengeometrie ist schon in Plücker^s Geometrie 
des Raumes (1846, no. 258) und in v. Staudt's Geometrie der Lage (1847, no. 26) wenigstens im 
Keime enthalten. 

Die Einführung der geraden Linie als Raumelement und ihre Darstellung durch sechs 
Verhältnisszahlen geschah zuerst*) von Cayley im Quart. J. of Math. (vol. 3, p. 225—236, 1860, 
gezeichnet 1859; Papers, vol. IV, p. 446 und 490) und später von Plücker in den Phil. Trans, 
(vol. 155, p. 725, 1865). Man findet dieselben dargestellt in Plücker's Neue Geometrie d. R. (im 
Anfange), in Sdmons Higher PL Curves (art. 19), in Kleins Vorles. ü. d. Ikosaeder (S. 175—177). 

Vorbemerkung (2). Aehnlich wie die Gerade lässt sich überhaupt jede Curve als 
Raumelement benutzen. Lie (Math. Ann. Bd. 5, S. 145, 1872) hat zuerst Curven mit drei Para- 
metern zu diesem Zwecke benutzt und aus ihnen Curvencomplexe, d. h. Mannigfaltigkeiten von 
dreifach unendlich vielen Curven gebildet. 

Vorbemerkung (3). Die iSem'schen elliptischen Coordinaten einer Geraden findet 
man unten (VI, 10.) erwähnt. 

!• Die gerade Linie als Strahl betrachtet, d. h. erzeugt durch einen Punkt, ist durch zwei 
ihrer Punkte bestimmt, deren homogene Coordinaten seien: 

X = (Xi, X2, ^3, x^), y = (yi. ^2, ys, y^. 

Dann betrachtet man als homogene Coordinaten der geraden Linie die j 1 = 6 zweigliedrigen 

Determinanten "^' 

Pik ~ Xi yk — yi Xk^ — Pki 

welche sich aus der Matrix der gegebenen acht Punktcoordinaten bilden lassen und deren Vor- 
zeichen beliebig festgesetzt werden können. 

Wählt man dieselben folgendermassen: 

Pia* PftA^ Äi' P2S1 Psiy Pi2i 
so besteht zwischen ihnen die quadratische Identität: 

P = Pia P23 + P21 Pzi + A4 P12 = 0. 

Zusatz (1). In Folge der Identität sind nur fünf dieser sechs Coordinaten unabhängig, 
und da sie als homogene Coordinaten behandelt werden, so bilden sie nur vier unabhängige 
Bedingungen, wie es für eine Linie im Räume der Fall sein muss. 

Zusatz (2). Die geometrische Bedeutung dieser Coordinaten lässt sich folgendermassen 
erklären. Die Gerade sei durch ihre drei Projektionen auf die recht\vinkligen Coordinatenebenen 
dargestellt wie folgt: 

Xy — dX^ ~j~ OX^f X^ — ^*^3 T~ ^^4> 

woraus man die dritte Gleichung durch Elimination von x^ erhält. Setzt man zur Abkürzung 
ad — cb=z e, so kann man die fünf Grössen 

a, bf 0, d, e 

als die Bestimmungsstücke der Geraden im Räume betrachten. 

Stellt man nun die Bedingungen auf, dass auch der Punkt y auf dieser Geraden liege, so 
erhält man für die fünf Bestimmungsstücke die Werthe: 



a-^^\ 


c -^'". 






Ihi 


e - ■?'«« 


b ^". 


d - ^''' . 


1>3* 



P34, PZA 



*) ClefjMch sagt in einer Anmerkung (z. God. an J. Plücker, S. 28): „In gewissem Sinne sind die Coordinaten 

der geraden Linie bereits in Grassmanns „Ausdehnungslehre"* (1844) enthalU*n." Er spielt dabei wahrscheinlich 

auf § 117 an (vergl. unten den Abschnitt Ausdehnungslehro IV, $• (b) Zusatz (2)). 
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Zusatz (3). Von dieser geometrischen Bedeutung kann man indess gänzlich absehen, indem 
beliebige sechs Grössen, welche der Bedingung P=0 genügen, als Coordinaten einer geraden 
Linie angesehen werden können (Klein, Math. Ann. Bd. 2, S. 198 und 366). Man kann also 
insbesondere die sechs Grössen p durch lineare Funktionen derselben ersetzen und die 
Constanten so bestimmen, dass die Bedingung P = fUr diese Punktionen als Coordinaten erfüllt 
werden, lieber die geometrische Bedeutung solcher Substitutionen s. unten m, 2, (3). 

2. Die gerade Linie als Axe betrachtet, d. h. erzeugt durch eine Ebene, ist durch zwei 
ihrer Ebenen bestimmt, deren homogene Coordinaten seien: 

Dann betrachtet man als homogene Coordinaten der geraden Linie die LI = 6 zweigliedrigen 
Determinanten 

Tlik = 5i ^k — ^i ?* = — 7t ki , 

welche sich aus der Matrix der gegebenen acht Plancoordinaten bilden lassen, und deren Vor- 
zeichen beliebig festgesetzt werden können. 

Wählt man dieselben folgendermassen : 

^14' ^24» ^34» ^23' ^31' ^12' 

SO besteht zwischen ihnen die quadi'atische Identität: 

Zusatz (1). In Folge dieser Identität sind die sechs Coordinaten auf fünf zurückgeführt, 
und da sie als homogene Coordinaten betrachtet werden, so bilden sie nur vier unabhängige 
Bedingungen, wie oben in 1. 

Zusatz (2). Die geometrische Bedeutung dieser Coordinaten lässt sich folgendermassen 
erklären. Die Gerade sei durch ihre drei Durchschnitte mit den rechtwinkligen Coordinatenebenen 
dargestellt wie folgt: 

woraus man die dritte Gleichung durch Elimination von Jj erhält. Setzt man zur Abkürzung 
ad — yß = €, so kann man die fünf Grössen 

a, ß, y, d, € 

als die Bestimmungsstücke der Geraden im Räume betrachten. 

Stellt man nun die Bedingungen auf, dass auch die Ebene fj durch diese Gerade gehe, so 
erhält man für die fünf Bestimmungsstücke die Werthe: 



^14 
flf — : — — 


^24 

^34 






^34 


p 


^12 


/»-^", 


d - '^^^ 




^34 


^34 


^34 







3« Soll dieselbe Gerade als Strahl und als Axe durch die beiden Arten von Coordinaten 
(Strahlen- und Axencoordinaten) bestimmt sein, so muss zwischen den letzteren die Proportion 
bestehen (N. G. no. 4): 

-Pl4 • i^24 • -P34 • -P23 • P%\ • -P12 ^= ^23 • ^31 • ^12 • ^14 • ^24 • ^34 » 

die man kürzer schreiben kann (Math. Ann. Bd. 2, 1870, S. 1 und S. 200): 

in dp 

OTTik OPik 

wobei aber noch rechts oder links ein Proportionalitätsfaktor beizufügen ist. 

Zusatz (1). Plücker (N. G. no. 4) wählt die Vorzeichen dieser Coordinaten wie oben 
angegeben, mit Rücksicht auf die Anwendung „zur Bestimmung von Kräften und Rotationen". 
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Zusatz (2). Plücker (N. G. no. 7—8) zeigt, dass auch conjugirt complexe Punkte oder 
Ebenen reelle Geraden liefern können, indem er setzt: 

Zusatz (3). In Folge obiger Proportion kann man jede Gleichung in Liniencoordinaten 
sowohl durch die p als auch durch die tt darstellen, indem man die Linien entweder als Strahlen 
oder als Axen betrachtet. In Folge dessen ist jeder Liniencomplex nach Plücker s Ausdruck „ein 
sich selbst reciprokes Gebilde" (N. G. no. 336), mit der Beschränkung jedoch, dass die 
Beziehungen der Doppelverhältnisse nicht erhalten bleiben (Voss, Math. Ann. Bd. 9, S. 56). 

4, Wie eine Verschiebung oder Drehung des rechtwinkligen Coordinatensystems auf 
die sechs Coordinaten Piu und tt^ Einfluss hat, lässt sich mit Hilfe der Formeln über Coordinaten- 
verwandlung (s. Die Coordinatensysteme I) tibersehen. Plücker (N. G. no. 13 — 15) hat mehrere 
dieser Ausrechnungen gegeben, indem er die Drehung in drei Componenten um die Haupt- 
axen zerlegte. 

5« Mehrere „elementare Theoreme" über diese Liniencoordinaten gibt Cayley in den 
Cambridge Trans, (vol. 11, P. II, p. 290 ss., 1869, gelesen 1867), z. B. die Bedingung, dass eine 
Gerade in einer gegebenen Ebene liege oder durch einen gegebenen Punkt gehe, ferner die 
Bedingung, dass zwei Gerade sich schneiden. Sind nämlich die sechs Coordinaten jeder der 
beiden Linien (a, 6, c, d, e, f) und (a', 6', c\ d\ e\ /*'), so lautet die Bedingung, dass dieselben, sich 
schneiden, in der Cayfey sehen Bezeichnung: 

«r + 6/ + cV + fa' + gV + Ac'= 0, 
oder im Anschluss an die obige Bezeichnung: 

worin man nach Klein (Math. Ann. Bd. 2, S. 200 — 201) einerseits p, P mit tt, /7 und andererseits 
die accentuirten Buchstaben mit den nichtaccentuirten vertauschen kann. 

Zusatz (1). Cayley (a. a. 0. p. 313) beweist auch, dass die linke Seite der angeführten 
Bedingungsgleichung gleich ist dem Momente der beiden Geraden, d. h. dem Produkte ihrer 
senkrechten Entfernung von einander in den Sinus ihres Neigungswinkels, wonach sich der ange- 
führte Satz so aussprechen lässt, dass zwei Gerade im Räume sich schneiden, wenn ihr Moment 
verschwindet. 

Zusatz (2). Zu diesen Sätzen gehören auch die Bedingungen, dass drei Gerade jp, p\ p*' 
durch einen Punkt gehen oder in einer Ebene liegen. Diese Bedingungen lassen sich durch 
dreigliedrige Determinanten darstellen (Klein, a. a. 0.). 

6, Die homogenen Liniencoordinaten jp* oder tt,* bestimmen an sich eine öfach unend- 
liche Mannigfaltigkeit, die aber durch die Bedingungsgleichung P=^0 oder 17^=0 auf eine 4fach 
unendliche zurückgeführt wird. Die Liniengeometrie ist also, nach dem Ausdruck von Clebsch 
(z. Ged. a. J, Plücker, S. 31), „gewissermassen die Geometrie des Raumes von 4 Dimen- 
sionen". 

Zusatz (1). Plücker war aber, wie Clehsch (a. a. 0.) erzählt, gegen die direkte Einführung 
eines Raumes von mehr als drei Dimensionen. Indem man nämlich ein Grundgebilde (hier die 
Gerade) einführe, welches von einer grösseren Anzahl von Parametern abhängig sei, könne man 
diese Parameter behandeln, ähnlich wie die Coordinaten eines Punktes in einem höhern Räume, 
ohne auf einen solchen höhern Raum zurückgehen zu müssen. „Die Anzahl der Dimensionen 
eines Raumes erscheint auf diese Weise als eine Eigenschaft, die demselben nicht sowohl an und 
für sich zukonmit, als insofern man in demselben ein bestimmtes Gebilde zur Basis der Unter- 
suchung nimmt. "" 

13 
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In demselben Sinne drückt sich lüein (Math. Ann. Bd. 5, S. 258) aus, indem er von diesen 
Veränderlichen sagt, dass sie eine Mannigfaltigkeit, oder wie man häufig sage, einen Raum von 
vier Dimensionen, construiren. 

Zusatz (2). Durch jede weitere Bedingungsgleichung zwischen den Liniencoordinaten 
wird die Mannigfaltigkeit um einen Grad vermindert. So scheidet eine Gleichung eine dreifach 
unendliche Mannigfaltigkeit aus (Liniencomplex), zwei Gleichungen scheiden aus der letzteren eine 
zweifach unendliche Mannigfaltigkeit aus (Congruenz oder Strahlensystem), drei Gleichungen endlich 
scheiden aus der letzteren eine einfach unendliche Mannigfaltigkeit aus (Linienflächen). Vergl. 
unten n, 9, (1). 

Zusatz (3). Plücker deutet umgekehrt auch die Erweiterung der Complexe an, die sich 
auf mechanische Begriffe erstreckt. Lässt man nämlich die Bedingungsgleichung P=0 oder 
17=0 zwischen den sechs Coordinaten einer Geraden bestehen, betrachtet dieselben aber nicht 
als homogen, indem man eine nicht homogene Complexgleichung zu Grunde legt, so hat man fünf 
unabhängige Coordinaten, aus welchen sich bezüglich ein Kräftecomplex oder ein Rotationen- 
complex aufbauen lässt, je nachdem man von Strahlen- oder Axencoordinaten ausgeht. Lässt 
man auch noch die Bedingung P=0 fallen, so erhält man sechs unabhängige Coordinaten, als 
Elemente der Dynamencomplexe, wobei unter Dyname die Ursache einer beliebigen Bewegung 
eines starren Systems zu verstehen ist. Auch hier ist die Darstellung dualistisch, indem man 
entweder von Kräften oder von Rotationen ausgehen kann (N. G. no. 25). 



IL Hauptstflck. 

Allgemeine Begriffe über Complexe. 

(N. G. no. 16-25, no. 208 ff.) 

!• Genügen die sechs Strahlen- und Axencoordinaten puc und Tra, ausser der Bedingung 
P — O, bezüglich 77=0, ein und derselben homogenen Gleichung vten Grades: 

f(PlvPn^ i^34' PiS^ PSU Pi2) =Fn = 0, 
f{^23* ^81' ^12» ^14» ^24» ^Sl) = <Pn = 0, 

SO gehören sie (nach I, 3.) ein und derselben Geraden an und stellen (s. I, 6.) eine dreifach 
unendliche Mannigfaltigkeit von Geraden dar, einen Liniencomplex nten Grades. 

Zusatz. Dem Liniencomplex stellt Lie (Math. Ann. Bd. 5, S. 145 ff.) als Abbildung den 
Kugelcomplex an die Seite, indem er eine Reciprocität aufstellt, nach welcher jeder Geraden 
im Räume eine Kugel entspricht, zwei sich schneidenden Geraden zwei sich berührende Kugeln. 

2. Die beiden Gleichungen lassen sich nach Clelsch (Math. Ann. Bd. 2, S. 1—6) als 
symbolische Potenzen eines linearen Complexes darstellen. Sie haben nämlich die Gestalt: 

l^\i = ^dik, Im,... PikPlm^ . . =r 0, 
Ö>n = ^Clik, Im,... TTikTTint- . . = 0, 

worin die Coefficienten a und a aber nicht von einander unabhängig sind. Clcbsch führt nun, 
ähnlich wie in der Invariantentheorie (Synopsis, Bd. I, S. 230), die symbolischen Coefficienten ein: 

und erhält so die symbolischen Potenzen eines linearen Complexes: 
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Zusatz (1). Diese symbolischen Coefficienten stehen in derselben Abhängigkeit von 
einander, wie die Liniencoordinaten. Man erhält dieselben einfach, indem man in den Ausdrücken 
oben in I, 3. die j^ und tt bezüglich mit a und a vertauscht. 

Zusatz (2). Diese symbolische Bezeichnung wird für die Anwendung besonders einfach, 
wenn man als linearen Complex den „speciellen"* wählt, dessen Linien sämmtlich von einer festen 
Geradon geschnitten werden (s. unten m, 6.). Setzt man nämlich statt Fn = und <P„ — 0, was 
immer erlaubt ist: 

wo P und IT dieselbe Bedeutung haben wie in I, 1. und jt* eine willkürliche Punktion (» 2)ten 
Grades ist, so lassen sich die symbolischen Coefficienten immer und nur auf eine Weise 
folgendermassen durch neue Symbole ersetzen: 

Uik = üihk — 6.0*, a.jfe = aißk —- ßiCCk, 

welche als die Coordinaten einer geraden Linie erscheinen, bestimmt durch zwei Punkte (a, b) 
oder zwei Ebenen (a, ß). In diesem Falle haben F und O die Normalform. 
CUhsch stellt die Normalform durch folgende Reihe dar 

P P* 
F* =: F - JF A J^F 

wo J die Operation bezeichnet: 

d^F 



JF=z:s 



dpik^Plm 



Zusatz (3). Fasch (Grellen J., Bd. 75, S. 112) macht hierzu die Bemerkung, dass das 
Produkt zweier Normalformen nicht wieder eine Normalform ist. Zerfällt also ein Complex in 
mehrere einfachere Complexe, so besteht seine Normalgleichung im Allgemeinen nicht aus dem 
Produkte der Normalgleichungen seiner Componenten. 

Zusatz (4). Anwendungen dieser Symbole auf Complexflächen und singulare Flächen 
gibt Ckhsch im 5. Bd. der Math. Ann. (S. 435), 

3. In einem Liniencomplex nten Grades bilden die Linien, welche durch einen gegebenen 
Punkt des Raumes gehen, eine Kegelfläche ntev Ordnung [n(n — l)ter Klasse], während die 
Linien des Complexes, welche in einer Ebene liegen, eine Curve nter Klasse [n (»— l)ter Ordnung) 
umhüllen (N. G. no. 211). Flüclcer bezeichnet diese Gebilde als Complexkegel und Complexcun^en. 

Zusatz (1). Von jeder dieser beiden Eigenschaften folgt die eine aus der andern und 
jede kann als allgemeine geometrische Definition des Liniencomplexes dienen. 

Zusatz (2). Die Gleichungen dieser Kegel und Cun^en erhält man folgendermassen: 
Betrachtet man in den Strahlencoordinaten pik die Coordinaten des Punktes y als constant, 
so stellt die Gleichung Fn — einen Kegel »ter Ordnung dar, mit dem Scheitel in y; betrachtet 
man in den Axencoordinaten Tiik die Coordinaten der Ebene jy als constant, so stellt die Gleichung 
0„ z= eine Cur\'e wter Klasse dar, welche in der Ebene ly liegt. 

Zusatz (3). Ein Liniencomplex nten Grades kann daher auch als ein Complex von 
Kegelflächen wter Ordnung oder als ein Complex von ebenen Curven wter Klasse angesehen 
werden. Da jede Linie dos Raumes eine gegebene Ebene schneidet, oder auch mit einem gegebenen 
Punkte in einer Ebene liegt, so erhält man alle Linien des Complexes, wenn man nur solche 
Kegel betrachtet, deren Scheitel in der gegebenen Ebene liegen, oder nur solche Curven, 
deren Ebenen durch den gegebenen Punkt gehen. 

Dadurch ist die dreifach unendliche Mannigfaltigkeit der Complexlinien auf eine zweifach 
unendliche zurückgeführt. I^liichr (S. G. no. 100) empfiehlt diese Anschauung zur leichteren 
Uebersicht der Complexe. Durch Einführung der Complexflächen führt er diese zweifach un- 
endliche Mannigfaltigkeit auf eine einfach unendliche zurück (s. unten 5. Zus. (2)). 

13* 
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Zusatz (4). Diese Kegel nter Ordnung mit veränderlichem Scheitel wurden schon von 
Cayley in seiner ersten Abhandlung (Quart. J. of. Math. vol. 3, 1860) besprochen, aber mit Rücksicht 
auf eine Raumcurv-e, durch welche alle diese Kegel gehen sollen. 

Diese Darstellung der Raumcurven durch Liniencoordinaten scheint der Zukunft 
vorbehalten zu sein, während Flücker zwei andere Darstellungen nur kurz erwähnt (vergl. unten 
7, Zusatz (4) und III, 9.). 

4, Die singulären Punkte, Ebenen und Linien wurden von Flücker in seiner Neuen 
Geometrie bei der Besprechung der Polarcomplexe (s. unten Vn, 8,(b)) nur kurz berührt. CUhsch 
(Math. Ann. Bd. 5) definirt singulare Punkte als solche, deren Complexkegel eine Doppelkante 
haben, und singulare Ebenen als solche, deren Complexcurven eine Doppeltangente haben. 
Diese singulären Punkte und Ebenen beschreiben ein und dieselbe Fläche {Pasch, Giessen, 1870 
und CVcffe s J. Bd. 76, 1873, S. 159) von der Ordnung und Klasse 2n(n — 1)» {Clebsch, Math. Ann. 
Bd. 5, S. 440), welche gewöhnlich als singulare Fläche des Complexes bezeichnet wird. 

Znsatz (1). Die singulären Linien sind die Tangenten dieser singulären Fläche in 
ihren zugeordneten singulären Punkten und längs ihrer zugeordneten singulären Ebenen. Sie 
bilden eine Congruenz von der Ordnung und Klasse 2n(n— 1) oder ein Strahlensystem, dessen 
sogenannte Brennfläche die singulare Fläche als Theil enthält. 

Zusatz (2). Voss (Math. Ann. Bd. 9, S. 55. ff.) betrachtet zwei Gruppen von Singularitäten 
des Complexes; erstlich die Doppel- und Wendeebenen der Complexkegel und dann die Doppel- 
kanten der Complexkegel, welche, wie oben erwähnt, auf die singulare Fläche führen. 

Zusatz (3). Flücker behandelt in seiner Neuen Geometrie nur die Complexe ersten 
und zweiten Grades. Einige Sätze über Complexe dritten Grades mit Rücksicht auf ihre singu- 
lare Fläche und ihre Singularitäten findet man bei Voss (Math. Ann. Bd. 9, S. 158). 

6. Eine Complexf lache ist eine Fläche, welche von jenen Linien des Complexes umhüllt 
wird, welche von einer gegebenen (dem Complexe im Allgemeinen nicht angehörenden) Geraden 
geschnitten werden; mit anderen Worten, welche von einem Kegel des Complexes umhüllt 
werden, dessen Scheitel die gegebene Gerade beschreibt, oder von einer Curve des Complexes, 
deren Ebene sich um jene Gerade als Axe dreht. Auf beide Arten erhält man dieselbe 
Complexfläche. 

Diese Fläche heisst im Allgemeinen Meridianfläche, im Besonderen aber, wenn die 
gegebene Gerade im Unendlichen liegt, Aequatorialfiäche. 

Zusatz (1). Die einzelnen erzeugenden Curven der Meridianfläche heissen Meridian- 
curven und ihre p]benen Meridianebenen; die Cur\^en der Aequatorialflächen hingegen Breiten - 
curven und ihre Ebenen Breitenebenen. 

Zusatz (2). Der Liniencomplex ist also eine einfach unendliche Mannigfaltigkeit von 
Complexflächen. Man erhält nämlich sämmtliche Linien des Complexes, wenn man eine Gerade 
beliebig (im Endlichen oder Unendlichen) wählt, die ihr entsprechende Complexfläche bildet, und 
dann diese gewählte Gerade nach einfach unendlicher Mannigfaltigkeit sich ändern lässt, gemäss 
der oben (in 3. Zusatz (3)) gegebenen Bestimmung. Flücker (N. G. no. 233) nennt die Complex- 
flächen deshalb „ein unschätzbares Hilfsmittel zur analytischen Diskussion und geometrischen 
Veranschaulichung der Complexe". Diese Complexflächen spielen nämlich bei der Untersuchung 
der (-omplexe eine ähnliche Rolle, wie ebene Schnitte und Umhüllungskegel bei der Untersuchung 
der Flächen (N. G. no. 342). 

6. Eigenschaften der Complexflächen (N. G. no. 211—212): 

(a) Ist der Complex vom nten Grade, so sind seine Complexflächen von der Ordnung und 
Klasse 2w(n — 1), und die Gerade, durch welche eine Complexfläche bestimmt wird, ist eine 
n(n — l)fache Linie dieser Fläche. 

(b) „Jeder Punkt der n(n—l) fachen Linie der Fläche eines Complexes wten Grades ist 
der Mittelpunkt eines Complexkegels der wten Ordnung, an den sich durch die n{n — l)fache Linie 
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der Fläche n(n~-l) Ebenen legen lassen. Die n{n — l) Seiten, nach welchen der Kegel durch 
diese Ebenen berührt wird, berühren ihrerseits die « (n — 1) Coraplexcurven, welche im Mittelpunkte 
des Kegels sich schneiden, in diesem Punkte." 

(c) „Jede Meridianebene der Fläche eines Complexes nten Grades enthält eine Complex- 
curve, welche die n(n — l) fache Linie der Fläche in dieser Ebene in n{n — 1) Punkten schneidet. 
Die Tangenten der Curve in diesen n (n — 1) Punkten sind Seiten von n{n — 1) Complexkegeln, 
die diese Punkte zu Mittelpunkten haben und die Meridianebene nach diesen Seiten berühren." 

Zusatz (1). Die Complexfläche wird im Allgemeinen von einer Ebene in einer Cur\'e 
2n(n — l)ter Ordnung geschnitten und von einem Kegel 2n(n — l)ter Klasse umhüllt. Nur wenn 
die Ebene durch die vielfache Gerade geht, ist die Ordnung der Curve noch n(n — 1); und wenn 
der Scheitel des Umhüllungskegels auf der vielfachen Geraden liegt, ist er von der Klasse n(n — 1), 
wenn man in beiden Fällen von der vielfachen Linie, die dem Complexe fremd ist, absieht. 

Zusatz (2). Flüclcer hat nur die Complexflächen vierter Ordnung und Klasse, welche dem 
Complexe zweiten Grades angehören, genauer untersucht. Dieselben finden sich unten im letzten 
Abschnitte. Weitere Sätze „über Complexflächen und die Singularitätenflächen der Complexe" gibt 
Gehsch (Götting. Nachr. 1872, S. 33 ff.). 

7. Die gemeinschaftlichen Linien zweier Complexe J'« = 0, Fn = oder (P„. = 0, 
(P^=iO bilden eine Congruenz (ein Strahlensystem) von der Ordnung und Klasse mn (N. G. 
no. 20-21). 

Zusatz (1). Durch jeden Punkt des Raumes gehen mn gerade Linien einer solchen 
Congruenz (die Durchschnittslinien zweier Kegel wter und nter Ordnung) und in jeder Ebene des 
Raumes liegen mn gerade Linien einer solchen Congruenz (die gemeinschaftlichen Tangenten zweier 
ebenen Curven wter und wter Klasse). 

Zusatz (2). Die Linien einer Congruenz gehören unendlich vielen Complexen an, die 
man durch einen unbestimmten Parameter folgendermassen bezeichnen kann: 

F^ + iiFn = 0, <P« + iiOn = 0. 

Alle diese Complexe sind im Allgemeinen von demselben Grade, z. B. dem wten, wenn m>n. 

Zusatz (3). Lässt sich das Produkt mn noch auf andere Weise in zwei Faktoren zerlegen, 
so erhält man verschiedene Congruenzen, welche alle zu einander „coordinirt" sind. Die oben 
erwähnte wird durch das Symbol [m, n] bezeichnet. 

Zusatz (4). In den Phil. Trans, (vol. 155, p. 783) erwähnt Plücker, dass der Ort der 
Doppellinien einer Congruenz [m, n] eine abwickelbare Fläche, und der Ort der Punkte, 
durch welche dreifache Linien der Congruenz gehen, eine Raumcurve sei. 

Zusatz (5). PlücJcer behandelt nur die linearen Congruenzen [1, 1]. Voss (Math. Ann. 
Bd. 9, S. 148 ff.) gibt einige Andeutungen über die Congruenzen [2, 1], [2, 2], [3, 1], [4, 1]. 

Zusatz (6). Congruenzen sind besondere Fälle von Strahlensystemen. Ein Strahlen- 
system ist von der nten Ordnung, wenn durch einen beliebigen Punkt im Allgemeinen n seiner 
Strahlen gehen, und von der wten Klasse, wenn in einer Ebene m seiner Strahlen liegen. Eine 
Congruenz ist also ein Strahlensystem von gleicher Ordnung und Klasse. 

8, Die gemeinschaftlichen Linien dreier Complexe l'^i^O, is»~0, ^^=0, oder 
0^=0, (P„r=iO, (bg=0 bilden eine Linien- oder Regelfläche (Strahlen- oder Axenfläche) von 
der Ordnung und Klasse 2mng (N. G. no. 22). 

Zusatz (1). Diese Regelflächen haben im Allgemeinen 4wn^(m + n + ^ — 3) singulare 
Erzeugende, d. h. solche, welche ihre benachbarte schneiden {Klein, Math. Ann. Bd. 5, S. 292). 

Zusatz (2). Die Linien einer Regelfläche gehören unendlich vielen Complexen an, die 
man durch zwei unbestimmte Parameter darstellen kann: 

Fm + llFn + ll'Fg = 0, ®„ + fl0n + ^'0g = 0. 
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Zusatz (3). Lässt sich das Produkt mng noch auf andere Weise in drei Paktoren zerlegen, 
so erhält man verschiedene „coordinirte" Arten von Regelflächen einer gegebenen Ordnung oder 
Klasse. Die oben erwähnte wird durch das Symbol [m, w, g\ bezeichnet. 

Zusatz (4). Flacker betrachtet nur die Linienflächen zweiten Grades [1, 1, 1], deren 
erzeugende Complexe also linear sind. Allgemeinere Untersuchungen über Linienflächen, welche 
die vollständigen Schnitte dreier Complexe sind, wurden angestellt von Voss (Math. Ann. Bd. 8, 
S. 54 ff.) mit besonderer Berücksichtigung der windschiefen Piächen vom Geschlechte Null. 

9, Vier Complexe von den Graden m, w, g, h haben nur eine endliche Anzahl von 
Linien gemeinschaftlich, nämlich 2mngh. 

Zusatz (1). Plücker betrachtet die Complexe als eine Erweiterung der Piächen, ähnlich 
wie die Piächen eine Erweiterung der Curven sind. Danach sind Congruenzen gleichsam die 
Schnitte zweier Complexe und die Regelflächen die Schnitte dreier Complexe. 

Wie Curven und Piächen die bildliche Darstellung einer Punktion von bezüglich zwei 
und drei Veränderlichen sind, so ähnlich die Complexe eine solche der Punktionen von vier 
Veränderlichen. Die ersten beiden (als durch Punkte erzeugt gedacht) sind bezüglich einfach 
und zweifach unendliche Systeme, die Complexe (als durch Gerade erzeugt gedacht) dreifach 
unendliche Systeme. Der Schnitt zweier Complexe, die Congruenz, ist also ein zweifach unendliches 
System, und der Schnitt dreier Complexe, die Linienfläche, ein einfach unendliches System. Deshalb 
liefern Schnitte von zwei Curven oder von drei Piächen oder von vier Complexen nur eine endliche 
Anzahl von Elementen. 

Zusatz (2). Fiedler gibt in seiner Ausgabe von Salmons Anal. Geom. d. R. (Bd. n, Kap. VH) 
einen „Versuch" einer allgemeinen Theorie der Liniencomplexe, und in seiner Darstellenden 
Geom. (in, § 30) eine anschauliche Beschreibung der Liniencomplexe mit Anwendungen, indem 
das Schraubenflächenelement zwischen je zwei unendlich nahen Linien als „das Pundamentalelement 
der Geometrie des Strahlenraumes" betrachtet wird. 

Zusatz (3). Die Anzahl gemeinschaftlicher Linien von vier Complexen lässt sich auch 
als die Anzahl gemeinschaftlicher Linien zweier Congruenzen betrachten. Ralphen (Compt. 
Rend., 1872, p. 41) stellt dieselbe durch die Pormel dar 

wo /i und /ii angeben, wie viele Linien der beiden Congruenzen durch einen Punkt gehen, und 
V und yj, wie viele derselben in einer Ebene liegen. 

Die Pormel gilt allgemein für Gerade, welche zwei Doppelbedingun.gen genügen, deren 
Ordnung i», und /j^i und deren Klasse v und y^ ist. 



IIL Hauptstflck. 

Liniencomplexe ersten Grades. 

(Flüclcer, N, G. no. 26-50). 

!• Ein Liniencomplex ersten Grades wird durch eine Gleichung ersten Grades zwischen 
den sechs Coordinaten der geraden Linie definirt: 

^1 = ^hii + Bp^^ + Cp^., + Dp^^ + Ep^,, + Fp,^ = 0, 

Zusatz. Da jede dieser Gleichungen fünf unabhängige Constanten hat, so ist der lineare 
Complex durch fünf seiner Linien bestimmt. 
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2. In einem Complex ersten Grades bilden die Linien, welche durch einen Punkt des 
Raumes gehen, einen ebenen Strahlenbüschel, und umgekehrt umhüllen alle Linien auf einer 
Ebene einen Punkt. 

Zusatz (1). Also entspricht in Bezug auf einen linearen Complex jedem Punkte des 
Raumes eine Ebene, die durch diesen Punkt geht, und jeder Ebene des Raumes ein Punkt in 
derselben, und diese Beziehung ist gegenseitig und eindeutig. Der betrachtete Raum bildet also 
ein sogenanntes Nullsystem (vergl. den Abschnitt: Projectivische Geometrie, IX, 10.). 

Sind nun a, a! zwei Punkte des Raumes und a, a' die entsprechenden Ebenen, so nennt 
Plücker die beiden Geraden (a, a') und (a, «') conjugirte Polaren in Bezug auf den linearen 
Complex. Beschreibt nämlich ein Punkt des Raumes eine Gerade, so dreht sich seine entsprechende 
Ebene um die conjugirte Gerade, und umgekehrt. Es ist demnach jede Gerade, welche zwei 
conjugirte Gerade schneidet, eine Linie des Complexes. 

Jede Linie des Complexes ist als zwei zusammenfallende conjugirte Linien 
anzusehen. 

Zusatz (2). Durch je vier gerade Linien eines linearen Complexes ist ein Paar 
zugeordneter Polaren des Complexes bestimmt, nämlich die beiden Geraden, welche die vier 
gegebenen Linien schneiden. Auf diese Eigenschaft lässt sich die Construktion des linearen 
Complexes aus fünf gegebenen Geraden gründen (N. G. no. 29). 

Zusatz (3). Die Ausdrücke JF\ und O^ sind proportional dem Momente der Geraden, 
deren Coordinaten sie enthalten, in Bezug auf die conjugirte Polare. Sind also sechs lineare 
Complexe gegeben, so kann man die sechs Momente einer Geraden (multiplicirt mit gewissen 
Constanten) in Bezug auf ihre sechs conjugirten Polaren als neue homogene Coordinaten der 
Geraden betrachten (JSTfem, Math. Ann. Bd. 2, S. 202 und S. 367). Vergl. oben I, 1. (3). 

3. Durchmesser, Axen und Hauptschnitte des linearen Complexes. Verschiebt man 
eine beliebige Ebene parallel mit sich selbst, so beschreibt der (in Bezug auf den Complex) zu- 
geordnete Punkt eine gerade Linie, deren Richtung von der Richtung der parallelen Ebenen un- 
abhängig ist. Diese Gerade heisst Durchmesser des Liniencomplexes und ist den parallelen 
Ebenen zugeordnet. Unter diesen Durchmessern gibt es einen einzigen, welcher auf seinen zu- 
geordneten Ebenen senkrecht steht. Er heisst Axe und seine zugeordneten Ebenen Hauptschnitte 
(N, G. no. 30—31). 

Zusatz (1). Alle Durchmesser eines Liniencomplexes ersten Grades sind einander parallel 
und durch jeden Punkt des Raumes geht ein Durchmesser. 

Zusatz (2). Bezeichnet man die Coordinaten des entsprechenden Punktes auf derjenigen 
unter den parallelen Ebenen, welche durch den Coordinatenursprung geht, mit oberen Accenten, 

so ist die Gleichung des Durchmessers, der diesen parallelen Ebenen zugeordnet ist: 

I I I 

•Ü/j^ — X\ X2 **'2 «^3 ''~~ «^3 

D ^ JE ^ F ' 

Zusatz (3). Die dualistische Durchführung obiger Begriffe gibt Plücker in no. 32. 
Zusatz (4). Die Axe geht durch den Coordinatenursprung, wenn 

Ä:Ii:C = D:E:F; 

und der durch den Ursprung gehende Hauptschnitt hat die Gleichung: 

Dx^ + Ex^ + Fx^ = 0. 

Zusatz (5). „Die kürzesten Abstände irgend zweier zugeordneter Polaren von der 
Axe des Complexes liegen in derselben auf dieser Axe senkrechten Ebene und fallen in dieser 
Ebene in derselben geraden Linie zusammen." (N. G. no. 43). 

4« Parameter (N. G. no. 35—38). Legt man die Axe des Complexes in eine der recht- 
winkligen Coordinatenaxen, so dass die beideh andern Coordinatenaxen in einen Hauptschnitt fallen. 
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SO vereinfachen sich die beiden Definitionsgleichungen des Complexes (oben !•) folgenderraassen, 
je nachdem die Axe des Complexes in der (III), (II), (I) Axe des Coordinatensystems liegt: 

Pi2 + f^PzA ^==0» ABC 

worin man 2^ mit tt vertauschen kann, und wo die Constante h in allen sechs Fällen dieselbe ist. 

Sie heisst Parameter des Complexes, weil durch sie die Gestalt des Complexes bestimmt ist. 

Für die allgemeine Gleichung des Complexes (oben 1.) hat der Parameter den Ausdruck; 

_ A D + BE + CF 
Iß + E^ + F^' 

Zusatz (1). Da diese Gleichungen nur eine einzige Constante {k) enthalten, so ist ein 
Complex ersten Grades durch seine Axe und eine einzige ihrer Linien nach Gestalt und Lage 
bestimmt. 

Zusatz (2). Diese Gleichungen ändern sich nicht, wenn man den Coordinatenursprung 
auf der Axe des Complexes fortschiebt, oder wenn man das ganze Coordinatensystem um diese 
Axe dreht. 

„Wir können also einen Complex ersten Grades auffassen als die Gesamtheit der Tangenten 
von Schraubenlinien, welche Rotationscy lindem aufgeschrieben sind, deren Axen mit der Axe des 
Complexes zusammenfallen und deren Kreisschnitte Radien haben, welche von Null bis Unendlich 
wachsen. Für denselben Complex sind alle Schraubenlinien gleichgewunden" (N. G. no. 47). 
Durch einen gegebenen Punkt des Raumes geht nur eine einzige Schraubenlinie des Complexes. 
„Die Osculationsebene einer Complexschraubenlinie in einem ihrer Punkte ist die diesem Punkte 
entsprechende Ebene" (no. 48). 

Zusatz (3). Verschiebt man aber die Coordinatenaxe aus der Axe des Complexes parallel 
mit sich selbst in einen beliebigen Durchmesser des Complexes, so ändert sich die Gestalt der 
Gleichung. Man kann dieselbe jedoch wieder auf dieselbe Gestalt zurückbringen, wenn man die 
beiden andern Coordinatenaxen in eine diesem Durchmesser zugeordnete Ebene legt, die mit der 
Axe den Winkel d bildet. Man hat in diesem Falle in obigen Gleichungen nur h mit 

V=zh cosec d 

zu vertauschen. Flücker (no. 46) nennt V den Parameter des zur Coordinatenaxe gew^ählten 
Durchmessers, also h den Parameter der Complexaxe oder Hauptparameter, der von allen 
den kleinsten Werth hat. 

Sind die beiden Coordinatenaxen in der dem Durchmesser zugeordneten Ebene nicht 
aufeinander senkrecht, sondern um den Winkel e gegen einander geneigt, so hat der Parameter 
den Werth: 

V=V cosec s=^h cosec d • cosec b. 

Zusatz (4). Einen „verallgemeinerten" Parameter des linearen Complexes gibt 
Lindemann (Clehsch's Vorlesungen 11, 1891, S. 401). 

6, Geometrische Deutung der Parametergleichungen. Jede der drei angeführten 
Gleichungen stellt eine Ebene in x dar, welche einem gewissen Punkte y entspricht. Nennt man 
die Neigung dieser Ebene zur Axe des Complexes X und die Entfernung des Punktes y von 
derselben Axe JS, so hat man (N. G. no. 41): 

R=z lizk cotg L 

Der Radius R liegt immer in der genannten Ebene und steht zugleich senkrecht auf der Axe des 
Complexes. Lässt man den entsprechenden Punkt y einen zur Axe senkrechten Kreis beschreiben, 
so ändert sich der Winkel X nicht, die entsprechende Ebene beschi'eibt also einen Rotationskegel 
um die Axe, mit dem Mittelpunkt jenes Kreises als Scheitel. 
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Zusatz (1). Verschiebt man den Scheitel auf der Axe, so ändert sich A ebenfalls nicht. 
Es bilden also die Durchmesser des Complexes auf einem um die Axe beschriebenen Rotations- 
cylinder gleiche Winkel mit den genannten entsprechenden Ebenen. 

Zusatz (2). Das doppelte Vorzeichen von h in obiger Gleichung deutet auf zwei 
verschiedene Complexe, in denen aber derselbe Kegel demselben Kreise entspricht. Plücker (no. 47) 
unterscheidet dieselben als rechtsgewundene und linksgewundene Complexe, je nachdem k 
positiv oder negativ ist, je nachdem also allgemein 

AD + BJE + CF>0 oder <0, 

und nennt sie deshalb einander zugeordnet. 

Man kann den einen als Spiegelbild des andern betrachten in Bezug auf einen Spiegel 
senkrecht zur Axe. „In jedem Punkte des Raumes schneiden sich zwei den conjugirten Complexen 
angehörige, demselben Cy linder aufgeschriebene, entgegengesetzt gewundene Schraubenlinien." Für 
den Winkel 27r — 2A, den sie mit einander bilden, hat man die Beziehung: 

tg2(7r-A) = j^^--^. 

6. Den Uebergang zwischen rechts und links gewundenen Complexen bildet der „specielle" 
lineare Complex mit der Bedingung i = 0, oder allgemein : 

ÄD + BE+CF=0, 

Es gehen also (nach 4.) alle Linien eines solchen Complexes durch seine Axe und alle Durch- 
messer fallen mit der Axe zusammen. Letztere ist also hier die Zugeordnete aller Linien 
des Raumes. 

Zusatz (1). Die sechs Liniencoordinaten dieser Axe sind die sechs Coef fielen ten der 
Complexgleichung, für welche obige Bedingungsgleichung also nichts anderes ist als die Bedingung 
P=0 oder 11=0 (vergleiche oben I, !•— 2.). 

Klein (Math. Ann. Bd. 2, S. 201 und 368) bezeichnet den linken Ausdruck dieser Bedingungs- 
gleichung als die Invariante des linearen Complexes. 

Zusatz (2). Als simultane Invariante zweier linearen Complexe bezeichnet Klein den 
bilinear geschriebenen Ausdruck P, wenn man in demselben die Constanten zweier linearen 
Complexe einsetzt. Das Verschwinden dieser simultanen Invariante bedingt eine Beziehung der 
beiden Complexe, welche als Involution bezeichnet wird. 

Invarianten von drei und vier linearen Complexen werden im 5. Bd. der Math. Ann. 
(S. 283—284) erwähnt. 

Zusatz (3). Aus der Parametergleichung (oben 4.) ersieht man, dass jede Gerade als 
ein linearer Complex dieser speciellen Art angesehen werden kann. In diesem Sinne war 
der besondere lineare Complex schon von Cayley (Quart. J. of Math. vol. 3, p. 228) behandelt 
worden. Er nennt die Complexgleichung die Gleichung einer geraden Linie im Räume, 
wenn zwischen den Coefficienten (Jie obige Bedingung erfüllt ist. 

Zusatz (4). Für A = oo wird die Axe unbestimmt, insofern jeder Durchmesser Axe sein kann. 

7, Die sechs Pundamentalcomplexe. Bringt man nach I, 1. (3) die Bedingungsgleichung 
P=0 zwischen den sechs Liniencoordinaten auf die allgemeine Form: 

2Cik Xi Xk = 0, 

und gelingt es, dieselbe als Summe von sechs Quadraten darzustellen: 

2x] = 0, 

wobei die Coefficienten dieser Quadrate Kürze halber in die letztern verlegt sind, so stellen die 
sechs Grössen o;, (als lineare Punktionen der^?) selbst wieder lineare Complexe dar, die sogenannten 
Pundamentalcomplexe {Klein, Math. Ann. Bd. 2, S. 203 ff.). 

14 
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Zusatz (1). Von den 30 Coefficienten der 6 Pundamentalcomplexe sind nur 15,unabhängig 
(Synopsis, Bd. I, S. 211). Von den 6 Fundamentalcomplexen kann nur eine gerade Anzahl 
complex imaginär sein. 

Zusatz (2). Die Invarianten der Pundamentalcomplexe sind gleich Eins und die simultanen 
Invarianten je zweier sind Null, die Pundamentalcomplexe stehen also in Involution (s. oben 6. (2)). 

Zusatz (3). Bildet man aus je zweien der sechs Pundamentalcomplexe lA = 15 lineare 

Congruenzen, so sind je zwei zusammengehörige Direktricen zugleich Linien der vier übrigen 
Pundamentalcomplexe. Diese letztern bilden 6 jener 15 Congruenzen. Es werden also je zwei 
zusammengehörige der 30 Direktricen von zwölf andern geschnitten (vergl. unten IV, 4,). 

Theilt man also die 6 Pundamentalcomplexe in 3 Gruppen zu je 2 und bildet aus ihnen 
3 Congruenzen, so sind die 6 Direktricen die Kanten eines Tetraeders. Man erhält auf diese 

Weise [a ::= 15 Pundaraentaltetraeder mit 30 verschiedenen Kanten, Die 2 Direktricen einer 

jeden Congruenz sind nämlich gegenüberstehende Kanten dreier Pundamentaltetraeder, werden also 
von den 12 übrigen Kanten dieser Tetraeder geschnitten, in Uebereinstimmung mit dem Obigen. 

Zusatz (4). Bildet man aus je 3 der 6 Pundamentalcomplexe 1 j = 20 Linienflächen 

zweiten Grades, so fallen je zwei dieser Plächen zusammen, indem alle 6 Pundamentalcomplexe 
zu 3 und 3 jedesmal die doppelte Erzeugung ein und derselben Pläche liefern. Diese 10 Plächen 
heissen Pundamen talflächen. 

Je zwei zusammengehörige der 30 Direktricen gehören 4 Pundamentalflächen als Erzeugende 
an und sind conjugirte Polaren in Bezug auf die übrigen 6. 

8, Nach 4. (1) bestimmen je zwei zugeordnete Polaren eines gegebenen linearen Complexes 
zusammen mit dessen Axe zwei neue lineare Complexe, w^elche die Eigenschaft haben, dass alle 
Linien des einen ihre zugeordneten Polaren auf dem andern haben, und deshalb Polarcomplexe 
des gegebenen linearen Complexes heissen (N. G. no. 44). 

Zusatz (1). Der Parameter h des gegebenen Complexes ist die mittlere geometrische 
Proportionale der Parameter \ und h^ der beiden Polarcomplexe: 

IC — A/| fiki . 

Zusatz (2). lieber Polarcomplexe in einer andern Bedeutung s. unten Vn. 

9. Plücker (N. G. no, 49—50) gibt auch Andeutungen, wie sich aus den bisherigen Begriffen 
eine Geometrie der linearen Complexe aufbauen lasse. Er erwähnt dabei namentlich die 
Darstellung der abwickelbaren Plächen und Raumcurven. Bewegt sich nämlich eine Gerade 
des Complexes stetig, z. B. auf einer Pläche, so beschreibt sie eine abwickelbare und umhüllt 
eine Raumcur\'e. Durch jeden Punkt der Pläche geht eine solche von Complexgeraden beschriebene 
Curve, deren Tangente die Schnittlinie der Tangentialebene der Pläche in jenem Punkte mit der 
Ebene ist, w^elche diesem Punkte im Complexe entspricht. 

Zusatz (1). Ist diese. Pläche beispielsweise eine Kugel, deren Mittelpunkt in die Axe 
des Complexes fällt, so bilden die vom linearen Complexe aufgeschriebenen Curven ein System 
von Loxodromen. 

Zusatz (2). Eine andere Anw^endung dieser Complexe bilden die räumlichen Complex- 
polygone und Complexpolyeder, welche aus Geraden des Complexes gebildet werden können. 

Zusatz (3). Eine Beziehung der linearen Complexe zu Plächen zweiter Ordnung ist 
von Lindemann {Clehscfis Vorlesungen 11, 1891, S. 343—356) untersucht worden. 
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IV. Hauptstück. 

Gongruenzen zweier linearen Complexe. 

(Plücker, N. G. no. 51-98.) 

Vorbemerkung (1). Die Gleichungen der beiden linearen Complexe seien: 

F = Äp,^ + Bp,^ + Cp,, + Dp,, + Ep,, + Fp,, = 0, 
F' = A'p,^ + B'p,^ + (7jp3, + 2)>23 + £>3i + rp,, = 0, 

worin man, nach der Vorlage DI, 1. die p mit den tv vertauschen kann. 

Vorbemerkung (2). Die Glieder mit den Veränderlichen jjg^ oder TTg^ verschwinden, wenn 
der Coordinatenursprung in den Durchschnitt der beiden Geraden gelegt wird (N. G. no. 57): 

C + Fxi — Dx, ==0, er + F!x^ — D% = 0. 

Es wird sich unten (4.) zeigen, dass dann die Coordinatenaxe (IH) in die Axe der Congruenz fällt. 
Vorbemerkung (3). Das Coordinatensystem wird hier rechtwinklig vorausgesetzt. Die 
Behandlung der Congruenzen in schiefwinkligen Systemen wird von Plückcr in no. 79 angedeutet 
und in no. 96—97 ausgeführt, ähnlich wie oben im Falle des Complexes (HI, 4. (3)). 

!• Die zweigliedrigen Gruppen. Nach n, 7. bilden die zusammenfallenden Geraden 
zweier linearen Complexe F—0, F=0 (oder auch O — O, (P'= 0) eine lineare Congruenz. 
Statt der genannten beiden Complexe kann man auch zwei beliebige Complexe aus der Gruppe 

F+fiF = 

wählen. Pliicker (no. 53) nennt die Gesammtheit der durch diese Gleichung dargestellten Complexe 
eine zweigliedrige Gruppe linearer Complexe, weil sie zu je zwei eine lineare Congruenz 
bestinmien. 

Zusatz (1). „In den Complexen einer zweigliedrigen Gruppe entsprechen einem gegebenen 
Punkte Ebenen, welche sich in derselben Geraden schneiden" (N. G. no. 57). 

Zusatz (2). Die Axen dieser Complexe bilden eine Linienfläche, auf welcher Plückcr 
die charakteristische Curve der Congruenz verzeichnet (s. unten 8,). 

Zusatz (3). Jeder Complex der zweigliedrigen Gruppe hat fünf unabhängige Constanten. 
Betrachtet man die Grössen ia^ und ^^ in zweien eine beliebige Congruenz bestimmenden Complexen 
als gegeben, so enthalten diese letzteren noch je vier, also zusammen acht unabhängige Constanten. 
Vier gegebene gerade Linien der Congruenz (die also beiden Complexen angehören) sind noth- 
wendig und hinreichend zur Bestimmung dieser Constanten, also der Congruenz selbst (N. G. no. 71). 
Durch diese vier Geraden sind zwei weitere (der Congruenz nicht angehörige) Gerade bestimmt, 
durch welche jene vier geschnitten werden. Diese sind die beiden Direktricen (s. unten 4,). 

2« Durch jeden Punkt des Raumes geht im Allgemeinen nur eine einzige Gerade der 
Congruenz, welche diesem Punkte „entspricht", nämlich die Schnittlinie der beiden dem Punkte 
entsprechenden Ebenen und in jeder Ebene des Raumes liegt im Allgemeinen nur eine einzige 
Gerade der Congruenz, welche dieser Ebene „entspricht", nämlich die Verbindungslinie der beiden 
der Ebene entsprechenden Punkte (N. G. no. 52). 

Zusatz (1), Jede der beiden soeben erwähnten Beziehungen lässt sich als geometrische 
Definition der linearen Congruenz betrachten. Eine weitere Definition siehe unten 4. (c) (2). 

Zusatz (2). Mit Rücksicht auf diese doppelte Eigenschaft werden Congruenzen als 
Strahlensysteme erster Ordnung und erster Klasse bezeichnet (vergl. oben n, ?•). 

3« „Die Durchmesser aller Complexe einer zweigliedrigen Gruppe sind derselben Ebene 
parallel" (N. G. no. 54). 

14* 
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Zusatz (1). Die Richtung dieser Ebene ist durch folgende Gleichung bestimmt, worin 
die Constanten dieselben sind, wie oben: 

(EF- EF)x, - (D'F- BF)x^ + (D'E-DF)x^ = 0. 

Ist also der erste, zweite oder dritte dieser Coefficienten gleich Null, so geht diese Ebene 
bezüglich durch die Coordinatenaxen (I), (11), (III). Sind zwei dieser Coefficienten gleich Null, 
so fällt diese Ebene in eine der drei Coordinatenebenen, z. B. in die Ebene (I, II), wenn in den 
Gleichungen der zweigliedrigen Gruppe F = 0, F^=0. 

Sind endlich alle drei Coefficienten gleich Null, so sind die Axen sämmtlicher Complexe 
der zweigliedrigen Gruppe unter einander parallel, also die genannte Ebene unbestimmt. In der 
durch eine solche zweigliedrige Gruppe bestimmten Congruenz sind alle Geraden der folgenden 
Ebene parallel, in welcher auch eine der beiden Direktricen unendlich weit liegt: 

(A'D - AD')x^ + {B'D - BU)x^ f {OB — GT)')x^ = 0. 
In Folge der Bedingung 

^ — :^ — Z 
j)'^ E'' F 

lässt sich diese Gleichung auf drei verschiedene Weisen schreiben. Plücker (no. 56) nennt eine 
solche Congruenz parabolisch. Die charakteristische Curve dieser Congruenz s. unten 8, (4). 
Zusatz (2). Einen besonderen Fall parabolischer Congruenzen erhält man, wenn: 

(A'D - AD') + {B'E— BE) + {CF^ CF) = 0. 

Dann fallen nämlich beide Direktricen im Unendlichen in eine Gerade zusammen. Dieser 
letztere Fall wird noch weiter eingeschränkt, wenn insbesondere: 

AB +BE + CF==^0, 
A'B'+B'E+ OF=0, 

wenn also sämmtliche Complexe der zweigliedrigen Gruppe von der besondern Art sind, dass ihr 
Parameter k = ist (oben HI, 6,). In diesem Falle hat die Congruenz unendlich viele unter 
sich parallele Direktricen, die mit den beiden unendlich fernen Direktricen in derselben Ebene 
liegen (N. G. no. 75). Eine Reihe besonderer Fälle parabolischer Congruenzen gibt Plücker in 

no. 77—78. 

4, Axen, Direktricen und Mittelpunkte der Congruenzen. 

(a) Jene im Allgemeinen eindeutig bestimmte Linie der Congruenz, welche von den Axen 
sämmtlicher Complexe der zweigliedrigen Gruppe rechtwinklig geschnitten wird, heisst die Hauptaxe 
der Congruenz (N. G. no. 58 und 60). 

Zusatz. Wenn gleichzeitig F, F\ (7, C in den beiden Gleichungen der Congruenz ver- 
schwinden, so fällt die Hauptaxe der Congruenz in die Coordinatenaxe (IE). (Vergl, oben Vorbem, (2)). 

(b) In der zweigliedrigen Gruppe 

F+ llF' r=iO 

gibt es zwei besondere Complexe, deren Parameter ä = ist, deren Linien also sämmtlich durch 
ihre Axen gehen (vergl, oben EI, 6.). Diese beiden Axen der Gruppe heissen Direktricen der 
Congruenz (N. G. no. 61). 

Zusatz (1). Dieselben sind zugleich zugeordnete Polaren jedes der beiden Complexe, 
denen die Congruenz angehört (N. G. no. 71). Vergl. oben EI, 2« 

Zusatz (2). Alle Linien der durch die Gruppe bestimmten Congruenz gehen durch die 
beiden Direktricen (N. G. no. 61). 

(c) Der Mittelpunkt des senkrechten Abstandes der beiden Direktricen auf der Axe der 
Congruenz heisst Mittelpunkt der Congruenz, und der halbe Abstand der beiden Direktricen 
„z/ die Constante" derselben (N. G. no. 64). Eine durch den Mittelpunkt senkrecht zur Axe 
gelegte Ebene heisst Centralebene. Projicirt man die beiden Direktricen senkrecht auf die 
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Centralebene und halbirt die Winkel dieser Projektionen, so heissen diese Halbirungslinien Neb en- 
axen der Congruenz. 

Zusatz (1). Die Behandlung der Congruenzen vereinfacht sich, wenn man ihre drei Axen 
(Haupt- und Nebenaxen) zuCoordinatenaxen nimmt. Denn in diesem Falle ist nicht nur wie oben 

F=F' = C=C' = 0, 
sondern auch (N. G. no. 64): 

A'D — AD' = 0, BE — BE' = 0. 

Bei dieser Coordinatenbestimmung erhält man für die „Constante" J und Neigungen der 
Direktricen gegen die Coordinatenaxe (I) die Formeln: 

DE' Ui/~^ BD' ^ ~D' 

Wählt man überdies in der zweigliedrigen Gruppe F+ fiF' = diejenigen Complexe für 
F und F', deren Axen die beiden Direktricen der Congruenz sind, so hat man die zwei Bedingungen 
(N. G. no. 65): 

ÄD + BE= 0, Ä'D' + BE' = 0. 

Zusatz (2). Eine Congruenz kann demnach auch eindeutig definirt werden als die 
Gesammtheit aller Linien, welche zwei feste Gerade schneiden. Durch jeden Punkt und in 
jeder Ebene gibt es im Allgemeinen nur je eine Gerade, welche bezüglich dem Punkte oder der 
Ebene entspricht (vergl. oben 2.). Die Direktricen hingegen sind der Ort solcher Punkte, durch 
welche unendlich viele Linien der Congruenz gehen, oder auch der Ort solcher Punkte, denen 
in den verschiedenen Complexen der zweigliedrigen Gruppe dieselbe Ebene entspricht (N. G. 
no. 72—73). An diese letztere Eigenschaft knüpft Plücker (no. 74) eine neue Bestimmung der 
Direktricen als Durchschnitte gewisser Hyperboloide. 

Zusatz (3). Diejenigen Geraden einer Congruenz, welche gegen die Centralebene gleiche 
Neigung haben, schneiden diese Ebene in den Punkten einer Ellipse (N. G. no. 97). 

Zusatz (4). Die beiden Punkte, in welchen die Direktricen von der Axe der Congruenz 
geschnitten werden, und also auch die Ebenen, in welchen die Direktricen der Congruenz liegen, 
bestimmen sich aus der Gleichung (N. G. no. 63): 

Ä x^^ — E Xq B x^ -\' D x^ 

A'x^ — E'x^ ~ B'xj^ + Wx^ 

unter der Voraussetzung, dass die Coordinatenaxe (III) in die Axe der Congruenz gelegt ist, so 
dass also F=F =Q, 0=0' = 0, 

Zusatz (5). Plücker (no. 79) spricht auch von Hauptdurchmessern und conjugirten 
Nebendurchmessern einer Congruenz. Ein Hauptdurchmesser kann jede Gerade einer Congruenz 
sein, und seine conjugirten Nebendurchmesser sind irgendwelche zwei Gerade in der Centralebene, 
welche sich im Hauptdurchmesser schneiden und „mit den Projektionen beider Direktricen vier 
Harmonikaien bilden". 

Zusatz (6). Als besondere Fälle zählt Plücker (no. 68) die folgenden auf, wobei die 
Coordinatenaxen in den drei Axen der Congruenz vorausgesetzt werden: 

(a) Ist A = A' =^ 0, so fallen die beiden Direktricen der Congruenz in eine Gerade 
zusammen, und diese ist selbst eine Linie der Congruenz. 

{ß) Jst A = A' = 0, B = B' = 0, so ist wieder die „Constante" J — 0, aber die Richtung 
der Direktricen ist unbestimmt. Es ist dann eine jede Linie, welche in der Ebene der beiden 
Nebenaxen durch den Ursprung geht, eine Direktrix der Congruenz. Alle diese Direktricen sind 
selbst wieder Linien der Congruenz wie in (a), und werden von allen andern Linien der Congruenz 
geschnitten, wie im allgemeinen Falle. 

5. In der zweigliedrigen Gruppe von Complexen gibt es zwei ausgezeichnete, deren Axen 
in die beiden Nebenaxen der Congruenz fallen. Plücker (no. 82) bezeichnet sie als die beiden 
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Centralcomplexe (s. unten 6. Zusatz (2)). Für die beiden Parameter dieser Centralcomplexe 
hat man (N. G. no. 82—83) in der oben bestimmten Bezeichnungsweise: 

k, = - ^colg^ = + ______ 

unter der Voraussetzung, dass die drei Axen der Cöngruenz in die drei Coordinatenaxen fallen. 

Zusatz (1). Lässt man die beiden Parameter (oder 0) das Zeichen wechseln, so erhält 
man aus der gegebenen Cöngruenz eine andere, die ihr conjugirte, die in Bezug auf eine beliebige 
Coordinatenebene das Spiegelbild derselben ist (N. G. no. 69). 

Lässt man die beiden Parameter sich gegenseitig vertauschen und zugleich ihr Zeichen 

1 
ändern (oder: lässt man -^n — ^ an Stelle von ^ treten), so erhält man wieder eine neue Cön- 
gruenz, die adjungirte der gegebenen. 

Eine vierte Cöngruenz erhält man endlich, wenn man die beiden Parameter ohne Zeichen- 
wechsel vertauscht (oder: d^ — ^n an Stelle von ^ setzt). 

Diese vier verschiedenen Congruenzen haben aber die drei Axen und die Centralebene 
gemeinschaftlich und denselben Abstand der beiden Direktricen von einander (N. G. no. 85). 

Zusatz (2). Eine Erweiterung des Begriffes conjugirter Congruenzen in Bezug auf schief- 
winklige Coordinatensysteme wird von Plücker (no. 79) angedeutet, und schliesslich wird der 
Begriff (no. 98) auch auf imaginäre Congruenzen ausgedehnt. 

6. Geometrische Deutung der Coefficienten (N. G. no. 80). Nimmt man die drei 
Axen der Cöngruenz zu Coordinatenaxen und für die Complexe F=0, F' = diejenigen, deren 
Axen die Direktricen der Cöngruenz sind, so hat man für die zweigliedrige Gruppe die Gleichung: 

(Ap,^ + Bp,^ + Dp,, + Ep,,) + fA [A'p,, + B'p,, + D'p,, + F/p,,) = 

mit den in 4. (c) (1) angefllhrten Bedingungen. 

Setzt man überdies D = D' = — 1, da nur drei der Coefficienten in F und F' unabhängig 
sind, so hat man aus den dort gegebenen Formeln für J und tg^ die folgenden vier Fälle, wo 
jedesmal die beiden obern oder die beiden untern Zeichen in derselben Zeile zusammengehören: 

Zusatz (1). Setzt man die Werthe der obern Zeile in die Funktionen F und F' ein, so 
erhält man 

(^tg,>.i?U— ^-JPä^ +Ä3 +tS^'Psi) + t^i^iS^'Pll + ^'Pil +P2s—ig^'PBi)=0, 

während die untere Zeile, ebenfalls eingesetzt, die conjugirte Cöngruenz liefert. 
Zusatz (2). Diese Gleichung lässt sich durch Einführung der Substitution 

und der Werthe der beiden Parameter der Centralcomplexe in einfacherer Gestalt schreiben: 

(hPu + P2s) — ^^S^ (hP2i + Psi) = 0» 
wobei die beiden in Klammer stehenden Ausdrücke den beiden Centralcomplexen angehören 
mit den Parametern k^ und ä:^- 

Setzt man also die beiden Ausdrücke in den Klammern gleich Null und nimmt für die 
Pg^rameter k^ und k, die in 5. bestimmten Werthe, so hat man die Gleichungen der beiden 
Centralcomplexe. 



IV. Congruenzeo zweier linearen Complexe. \\\ 

7. Die Construktion irgend eines Complexes 

^Pu + -8/^24 + I>Pi3 + EP3i= 

aus der zweigliedrigen Gruppe (in welcher also die Axe der Congruenz mit der Coordinatenaxe (UI) 
zusammenfällt) hängt ab erstlich von seinem Parameter A, dann von der Coordinate x^ des 
Schnittpunktes der Axe der Congruenz (III) mit der Axe des Complexes und endlich der 
Neigung a» dieser letztern zur Coordinatenaxe (I). Flücker (no. 84) gibt die drei Formeln: 

ÄD+JBE _ AE-BD _E 

oder nach Einflihrung der Parameter der beiden Centralcomplexe : 

k=^ki cos w^ -j- Äjj sin w^ x^ = (k^ — Ä-g) sin « cos «, 

und nach Elimination von a>: . . 

x'l + {k - k,) (k-k,) = 0, 

oder endlich, nach Einfühning der „Cons tauten" der beiden Direktricen (nach 4. (c) und 6.): 

7- — o ^ ^^^ (^ + ^) ^^^ (^ "~ ^) 

sm 2 ^ 

. sin 2 w , , , ^ 

Zusatz. Für das Maximum der Entfernung der Complexaxen von der Centralebene hat 

man « — ± - tt, also 

4 

^3 = 2 ^*^ "" *^^' * "^ 2 ^*' "^ *'^' 

8. Die charakteristische Curve der Congruenz. Drückt man in der Gleichung (oben 7.) 

x^ =: (k^ — A2) sin (o cos w 
die Grössen sin«, cosw durch x^ und x^ aus, so erhält man 

als Gleichung der Linien fläche, welche von sänmitlichen Complexaxen einer zweigliedrigen 
Gruppe gebildet wird (oben 1. (2)). Das doppelte Zeichen bezieht sich auf die gegebene 
Congruenz und ihre conjugirte, während für die gegebene und die adjungirte dasselbe Zeichen gilt. 
Trägt man nun von der Axe der Congruenz aus auf allen Complexaxen die Parameter 
dieser Complexe (mit Berücksichtigung ihres Zeichens) auf, so bilden ihre Endpunkte auf der ge- 
nannten Linienfläche die charakteristische Curve der Congruenz. Die Projektion dieser Curve 
auf die Centralebene hat die Gleichung sechsten Grades (N. G. no. 86—87): 

(x] + xiy = (k,x\ + k,xi)^ 

Zusatz (i). Nach 7. ist die Constante (k^ — ä^) gleich dem Doppelten der grössten Ent- 
fernung der Axen von der Centralebene, also gleich der „Höhe der Fläche". Die Erzeugenden 
der Fläche schneiden die Axe der Congruenz rechtwinklig und in jeder zur Centralebene parallelen 
Ebene liegen deren zwei und zwar bilden sie in der Centralebene selbst einen rechten Winkel 
(als Axen der Centralcomplexe), auf der einen Seite derselben einen spitzen, auf der andern 

einen stumpfen Winkel, bis sie in den beiden Grenzebenen (für w 1= =b - tt) in gerade Linien 

zusammenfallen; diese beiden Doppellinien stehen auf einander senkrecht. 

Eine anschauliche Beschreibung dieser Linienflächen und ihrer charakteristischen Curven 
gibt PUicker in no. 89—90, wo noch besonders darauf aufmerksam gemacht ist, dass bei der voll- 
ständigen Untersuchung dieser Curven die vier oben (6. (D) erwähnten zusammengehörigen Con- 
gruenzen zugleich betrachtet werden müssen. Wie man dabei die Parameter k^ und k^ und ihre 
Vorzeichen zu ändern habe, ist daselbst angegeben. 
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Zusatz (2). Die charakteristische Curve ist die Schnittcurve der genannten Linienfläche 
mit einer Umdrehungsfläche vierter Ordnung zwischen denselben Grenzebenen: 

{x] + xl + xl + k^\Y = {k^ + h^y [x\ + 0^). 

Die Umdrehungsaxe ist die Coordinatenaxe (III) und die Meridiancurve in der Ebene (I, III) besteht 
aus dem System der beiden Kreise: 

mit der halben Höhe der Fläche als Halbmesser (N. G. no. 88). 

Zusatz (3). Nimmt man eine solche Linienfläche als gegeben an und lässt die Rotations- 
fläche sich ändern, so erhält man unendlich viele charakteristische Curven und eben so viele 
Congruenzen. Es folgt dann aus den Gleichungen dieser Flächen, dass hierbei h^ — Tc^ unverändert 
bleibt, während \ + h^ sich ändert. Plücker (no. 92—94) bespricht die verschiedenen Fälle, die 
man bei Aenderung dieser Summe erhält, und stützt namentlich auf die Gleichung (oben 7.): 

eine einfache Construktion der charakteristischen Curve aus einer gegebenen, indem man einfach 
die Grösse k (oder die Entfernung der Curvenpunkte von der Axe der Congruenz) um constante 
Grössen zu ändern hat. 

Zusatz (4). Die charakteristische Curve einer parabolischen Congruenz ist eine gerade 
Linie, indem die Axen sämmtlicher Complexe, von welchen die parabolische Congruenz gebildet 
wird, nicht nur der im Endlichen liegenden Direktrix parallel sind (oben 3. (D), sondern auch 
in derselben Ebene liegen, und die Parameter den Abständen dieser Axen von der Direktrix 
proportional sind (N. G. no. 95). 

9. Plücker (no. 98) unterscheidet folgende vier Arten von Congruenzen: 

(a) Beide Direktricen sind reell; 

(b) Beide Direktricen sind imaginär ohne reelle Punkte und ohne reelle Richtung; 

(c) Beide Direktricen sind imaginär, schneiden aber die Axe der Congruenz in zwei 
reellen Punkten; 

(d) Beide Direktricen sind imaginär, haben aber eine reelle Richtung. 

Zusatz. Der Zweck dieser Unterscheidung ist die Erzeugung von vier Arten von Linien- 
flächen. Plücker (no. 137) zeigt, dass jedem Durchmesser eines einschaligen Hyperboloids eine 
Congruenz der ersten oder zweiten Art entspricht, und jedem Durchmesser des zweischaligen 
Hyperboloids eine solche dritter oder vierter Art, je nachdem dieser Durchmesser das 
Hyperboloid schneidet oder nicht, femer jedem Durchmesser eines imaginären Ellipsoids eine 
Congmenz zweiter Art, und jedem Durchmesser eines reellen Ellipsoids eine solche dritter Art. 



V. Hauptstück. 

Congruenzen dreier linearen Complexe. Linienflächen. 

(Plücker, N. G. no. 99—148.) 

Vorbemerkung (1). Die Behandlung der Linienflächen mit Zugrundelegung von Punkt- 
und Plancoordinaten siehe unten im Abschnitte über die Flächen. 

Vorbemerkung (2). Nach Plücker (N. G. no. 148) lassen sich alle Flächen zweiten 
Grades als Linienflächen betrachten, wenn man auch imaginäre Linien in Beti'acht zieht. Die 
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Schnittpunkte der letztern sind reell, wenn die Fläche reell ist, sowie auch die Tangential- 
ebenen; nur die Schnittlinien dieser Tangentialebenen mit der Fläche können imaginär oder reell 
sein. Eine Behandlung dieser Flächen mittelst Liniencoordinaten wurde von Voss (Math. Ann. 
Bd. 10, S. 143 ff.) besprochen. 

Vorbemerkung (3). Die Gleichungen der drei Liniencomplexe seien durch dieselben 
fünf Coordinaten ausgedruckt, wie oben in IV, indem zu den dortigen Gleichungen eine dritte mit 
doppelten Accenten hinzutritt. 

1. Dreigliedrige Gruppen. Nach II, 8. bilden die gemeinschaftlichen Linien dreier 
Complexe ersten Grades F^O, F'=0, F"=0 (oder auch = 0, 0'=O, 0''=O) eine Linien- 
fläche zweiter Ordnung und zweiter Klasse. Statt der genannten drei Complexe kann man 
auch drei beliebige Complexe aus der Gruppe 

F + fiF + fi'F''=0 

nehmen. Plücker (no. 99) nennt die Gesammtheit dieser Complexe eine dreigliedrige Gruppe 
linearer Complexe, weil sie zu je dreien die Linienfläche bestimmen. 

Zusatz (1). Diese gemeinschaftlichen Geraden gehören auch allen jenen Congruenzen 
an, welche sich aus je zwei Complexen der Gnippe bilden lassen, und schneiden folglich alle 
Direktricen derselben. 

Zusatz (2). Diese zusammenfallenden Geraden bilden eine Schaar erster Erzeugung, 
während die Schaar der zweiten Erzeugung aus den Direktricen aller Congruenzen je zweier 
Complexe der Gruppe besteht. 

2. Die Polaren (oben III, 2.) einer beliebigen Geraden in Bezug auf alle Complexe einer 
dreigliedrigen Gruppe bilden selbst eine Congruenz, deren beide Direktricen der zweiten Erzeugung 
der Linienfläche angehören und von jener gegebenen Geraden geschnitten werden. 

Nimmt man für die beliebige Gerade eine Linie der zweiten Erzeugung selbst, so gehören 
alle ihre Polaren derselben Erzeugung an (N. G. no. 101). 

Zusatz. Man kann demnach zwei beliebige Gerade der zweiten Erzeugung der Linienfläche 
als Direktricen einer Congruenz betrachten, welcher die Geraden der ersten Erzeugung angehören, 
und umgekehrt, zwei beliebige Gerade der ersten Erzeugung als Direktricen einer Congruenz, welcher 
die Geraden der zweiten Erzeugung angehören (N. G. no. 102). 

3. Die Centralebenen aller Congruenzen der dreigliedrigen Gruppe schneiden sich im 
Mittelpunkte der Linienfläche (N. G. no. 102). 

Zusatz (1). Betrachtet man eine solche Congruenz, deren Direktricen einen Durchmesser 
der Linienfläche begrenzen, so ist ihre Centralebene die diesem Durchmesser (in Bezug auf die 
Fläche) zugeordnete Diametral ebene. Projicirt man die beiden Direktricen parallel diesem 
Durchmesser auf die Centralebene, so bilden diese Projektionen die Asymptoten der Durchschnitts- 
curve der Fläche mit der Centralebene. Je nachdem also die genannten Direktricen reell oder 
imaginär oder zusammenfallend sind, ist diese Durchschnittscurve eine Ellipse oder Hyperbel 
oder ein System zweier parallelen Linien (N. G. no. 105). 

Zusatz (2). Jeder Durchmesser der Fläche ist von zwei Paaren von Direktricen begrenzt, 
welche sich schneiden und zwei verschiedenen Congiiienzen angehören. Das eine Paar gehört als 
Linienpaar derjenigen Congruenz an, welche das andere Paar zu Direktricen hat, und umgekehrt. 

4. Eliminirt man aus der Gleichung einer dreigliedrigen Gruppe 

F -{■iiF'+iA'F"=0 

die Liniencoordinaten mit Hilfe der in I gegebenen Beziehungen, so erhält man die Gleichung der 
Linienflftche in Punkt- oder Plancoordinaten. Plücker bewerkstelligt diese Elimination unter 
verschiedenen vereinfachenden Voraussetzungen: 

15 
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(a) Er legt zuerst (no. 111—114) das rechtwinklige Coordinatensystem so, dass die Linien- 
fläche von den drei Coordinatenebenen berührt wird. Er erreicht dies durch Zugrundelegung 
der folgenden Gleichung der dreigliedrigen Gruppe, in welcher die t, w, v mit ihren einfachen oder 
doppelten Accenten Constanten bedeuten: 

Die Ausdrücke in Klammer gleich Null gesetzt geben drei Complexe, deren Parameter 
gleich Null sind, deren Linien also sämmtlich durch ihre Axen gehen. 

Die Elimination der Liniencoordinaten gibt dann als Gleichung der Linienfläche in Punkt- 
coordinaten : 

1 + (^' + r)X, + (U' + U")^2 + {^' + 0^3 

Diese Gleichung stellt im Allgemeinen das einschalige Hyperboloid dar, im Besondern 
aber, wenn die Bedingung erfüllt ist: 

das hyperbolische Paraboloid. 

Zusatz (1). Setzt man in dieser Gleichung die Coordinaten x^, x^, x^ der Reihe nach 
einzeln gleich Null, so zerfällt die Gleichung jedesmal in das Produkt zweier linearen Paktoren 
(N. G. no. 112), welche bezüglich Linien der ersten und zweiten Erzeugung darstellen, mit ihren 
Schnittpunkten als Berührungspunkten der Linienfläche auf den drei Coordinatenebenen. 

Zusatz (2). Ein Grenzfall dieser Coordinatenbestimmung besteht darin, dass diese Linien 
in den Coordinatenebenen parallel werden, die Berührungspunkte also in's Unendliche fallen; die 
Coordinatenebenen berühren den Asymptotenkegel des einschaligeh Hyperboloids und die Gleichung 
vereinfacht sich durch die Bedingungen: 

Zusatz (3). Plücker (no. 116—117) deutet die ganze Darstellung dualistisch, indem er die 
Gleichung der Fläche durch Plancoordinaten darstellt. 

(b) Zwei andere Linienflächen erhält man aus (a), indem man die Constanten in der 
Gleichung der dreigliedrigen Gruppe paarweise conjugirt imaginär setzt: 



(f, n = t^± f.v::^ 

(u',u") = u^±u;V^ 

Dann geht die Gleichung der Linienfläche in die folgende Über (N. G. no. 139—140): 

1 + 2 <o afi + 2 «0 a^ + 2 Vo arg 



+ n + O'^ + K + w;")^ + K + «'2')^ 



+ 2(«o»o-«>i)*2*j + 2(<o*'o — <>I))*i*8 + 2 (<o «0 — ^>i.) ^1 ^2 = 0. 
Diese Gleichung stellt im Allgemeinen das zweischalige Hyperboloid oder das reelle 
Ellipsoid dar, im Besondern aber, wenn die Bedingung erfüllt ist: 

h + 'f^ + ^^-i 

das elliptische Paraboloid. 

Zusatz (1). Setzt man in dieser Gleichung die Coordinaten x^, x^, x^ der Reihe nach 
einzeln gleich NuU, so zerfällt die Gleichung jedesmal in das Produkt zweier linearen Paktoren 
mit imaginären Constanten, welche bezüglich Linien der ersten und zweiten Erzeugung darstellen, 
mit ihren reellen Schnittpunkten als Berührungspunkten der Linienfläche auf den drei Coor- 
dinatenebenen. 
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Zusatz (2). Einen Grenzfall erhält man auch hier, wenn man setzt: 

t0=UQ=VQ= 0, 

wodurch sich die Gleichung der Fläche vereinfacht, Sie stellt das zweischalige Hyperboloid dar, 
dessen Mittelpunkt im Anfangspunkt der Coordinaten liegt. 

Zusatz (3). Andeutungen über die Darstellung in Plancoordinaten gibt Plücker in no. 142. 

(c) Weiter legt Plücker (no. 124) das rechtwinklige Coordinatensystem so, dass die Coordinaten- 
axen in die Haup taxen der Linienfläche fallen. Er erreicht dies durch Zugrundelegung der folgenden 
Gleichung der dreigliedrigen Gruppe: 

Die Ausdrücke in Klammer gleich Null gesetzt geben drei Complexe, deren Axen in die drei 
Coordinatenaxen fallen und deren Parameter die k sind. 

Die Elimination der Liniencoordinaten gibt dann als Gleichung der Linienfläche in Punkt- 
coordinaten : 

/*•« /*.2 /ir«2 

U/. U/n •*'q 

+ r4- + r4- = — 1. 



Diese Gleichung stellt das einschalige Hyperboloid oder das imaginäre Ellipsoid dar, je 
nachdem die Vorzeichen der drei Parameter k theilweise verschieden oder alle gleich sind. 

Zusatz (1). Drei andere Complexe, deren Parameter den hier gegebenen entgegengesetzt 
gleich sind, sind entgegengesetzt gewunden, geben aber dieselbe Gleichung der Linienfläche. 

Zusatz (2). Nimmt man in obigen Gleichungen das Coordinatensystem schiefwinklig, so 
ist die Linienfläche auf drei zugeordnete Durchmesser bezogen, und die drei Complexe auf drei 
ihrer Durchmesser, welche drei conjugirten Durchmessern der Fläche parallel sind. Plücker (no. 126) 
nennt solche Complexe ebenfalls conjugirt in Bezug auf die Fläche. 

Die k in obigen Gleichungen beziehen sich dann nicht mehr auf die Axen der Complexe, 
sondern auf die drei Durchmesser in den Coordinatenaxen; sie sind aber den früheren Haupt- 
parametern proportional (vergl. oben m, 4. (3)). 

(d) Die zwei Linienflächen in (b) erhält man auch aus (c), also aus der vorhergehenden 
Complexgruppe, wenn man die Complexparameter imaginär nimmt, also setzt: 

Die Gleichung der Linienfläche wird dann (N. G. no. 135): 

/v>2 />*3 /*A 

•*'« •*'o •*'<i 



Diese Fläche stellt das zweischalige Hyperboloid oder das reelle Ellipsoid dar, je nachdem 
die Vorzeichen der Parameter theilweise verschieden oder alle gleich sind. 

Zusatz. Jeder Punkt dieser beiden Flächen ist also der Durchschnitt zweier imaginären 
Geraden, welche den beiden Erzeugungsschaaren angehören. 

(e) Nach Plücker (no. 143) lassen sich Kegelflächen und ebene Curven (gleichviel ob 
reell oder imaginär) nicht durch Liniencoordinaten darstellen, indem jene nicht als Flächen zweiter 
Klasse, diese nicht als Flächen zweiter Ordnung zu betrachten seien. Vergl. den Abschnitt über 
Raumgebilde 1. und 2. Grades. 

Zusatz. Eine Darstellung der Linienfläche in Determinantenform mittelst der drei In- 
varianten Äii und der sechs simultanen Invarianten Aik der drei gegebenen Complexe gibt Klein 
in den Math. Ann. (Bd. 2, S. 209). 

5. Die charakteristische Fläche der Linienfläche wird nach Plücker (no. 130) erhalten, 
indem man auf den Durchmessern der Linienfläche vom Mittelpunkte aus die Parameter jener 
Complexe aufträgt, deren Axen den betreffenden Durchmessern parallel sind. Die Endpunkte 
dieser Parameter bilden die charakteristische Fläche. 
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Schreibt man die Gleichung der Linienfläche in der doppelten Gestalt (oben 4. (c)): 

/»•2 />»2 />»2 

wo also die obern Zeichen dem einschaligen Hyperboloide, die untern dem imaginären 
Ellipsoide angehören und bezeichnet die ineinanderfallenden Halbmesser bezüglich der Linien- 
fläche und ihrer charakteristischen Fläche mit jB^ und ü, so hat man zwischen letztern die Be- 
ziehung (N. G. no. 127 und 130): 

und erhält für die charakteristische Fläche durch Verbindung dieser Gleichungen die folgende: 

^a^-^ al^ all \a,a^aj ' 
oder in anderer Gestalt und mit Einsetzung des Werthes für R: 

{k,x\ + \xl + A3a:2)2 = (x\ + x\ + x''^\ 

Zusatz (1). Die charakteristische Fläche besteht aus zwei Theilen, welche durch den 
Asjrmptotenkegel der Linienfläche von einander getrennt sind und sich auf die beiden Erzeugungs- 
arten beziehen, d. h. auf zwei verschiedene dreigliedrige Gruppen, die sich nur durch entgegen- 
gesetzte Zeichen der Parameter unterscheiden. 

Für den Fall, dass alle Parameter gleiche Zeichen haben (also für das imaginäre EUipsoid), 
ist der eine Theil reell, der andere imaginär. 

Zusatz (2). Von der charakteristischen Fläche kann man sich eine Vorstellung machen 
durch verschiedene Raumcurven, durch welche dieselbe hindurchgeht (N. G. no. 132—134). 

Zusatz (3). Die charakteristische Fläche des zweischaligen Hyperboloids und reellen 
EUipsoids erhält man aus der obigen, indem man die Complexparameter imaginär nimmt 
(s. oben 4. (d)). Sie ist also vollständig imaginär, lässt sich aber dadurch wieder in reeller Gestalt 

geben, dass man auch ihren Halbmesser JB = R'V—1 imaginär nimmt (N. G. no. 136). 



VL Haupt stück. 

Liniencomplexe zweiten Grades. 

{Plücker, N. G. no. 149 ff. und 234 ff.) 

Vorbemerkung (1). Complexe zweiten Grades wurden, in Folge von PlücJcers Arbeit über 
diejenigen ersten Grades, zuerst von Battaglini (Atti della R. Accad. di Napoli, vol. 3, 1866, und 
sein Giornale di Mat. vol. 6, 1867) behandelt. Seine Methode ist, nach einer Bemerkung von 
Clebsch (N. G. Vorwort) der neuern Algebra verwandt, während Flücker's Methoden mehr geometrisch 
sind. Seine Complexgleichung hängt aber von zwei Constanten weniger ab, als die allgemeine 
von Flacker behandelte (s. unten 1. (4)). 

Vorbemerkung (2). Am Schlüsse von Plmlcer^s Discussion der Complexe zweiten Grades 
(N. G. no. 341) wird auf die grosse Aehnlichkeit zwischen den Theorien der Complexe und der 
Flächen zweiten Grades hingewiesen, und als Erklärung angeführt, dass die Flächen zweiten 
Grades nur Complexe zweiten Grades von besonderer Art sind, in welchen nämlich alle Linien 
singulare Linien sind. * 



VI. Liniencomplexe zweiten Grades. J "J tjf 

Vorbemerkung (3). Schur (Math. Ann. Bd. 15, S. 432 ff.) behandelt die Coraplexe zweiten 
Grades im Zusammenhange mit den in denselben enthaltenen Regelflächen zweiten Grades, 
wodurch die von Plücker und Klein erhaltenen Resultate in ein neues Licht gesetzt werden sollen. 

A. Definitionen. 

1. Ein Liniencoraplex zweiten Grades wird durch eine Gleichung zweiten Grades 
zwischen den sechs Liniencoordinaten definirt: 

F, = Apl + Bpl + C/>^, + Dpl + Epl + Fp]^ 
+ 2ifi>i2i?3i + '2Lp^sP^2 + 2M2hiP23 

+ 2iyiPui>23 + 20p2^p^^ + 2Pp^ahl + 2QPi^Pi2 + 2Rp2^Pi2 + ^Sp^^p^^ 

+ 2Tp^iP23 + 2Up^^Psi + 2Fi?34i>i2 = 0. 

Zusatz (1). Die drei Glieder mit den Coefficienten N, 0, V sind nicht von einander 
unabhängig, lassen sich vielmehr in die folgenden beiden zusammenziehen: 

2 (,V_ r)p,,P2S + 2 (0 - F)i>24P31. 

Man kann also das Glied mit V einfach fortlassen, und die Gleichung hat im Allgemeinen 
19 unabhängige Constanten. 

Durch besondere Wahl des Coordinatensystems lässt sich diese Gleichung jedoch mannig- 
fach vereinfachen (vergl. unten B.). 

Zusatz (2). In dieser Gleichung lassen sich die Strahlencoordinaten p mit den Axen- 
coordinaten n vertauschen, gemäss der in I, 3. gegebenen Proportion, wodurch F2 in O^ tibergeht. 

Zusatz (3). Plücker (no. 155—156) gibt eine Vorschrift, wie man Coefficienten und Coor- 
dinaten in F2 und 02 zu ändern hat, wenn man die Coordinatenaxen mit einander vertauschen 
will, sowie auch (no. 157—159) für den Fall, dass man das ganze Coordinatensystem verschiebt 
oder dreht oder endlich in ein schiefwinkliges verwandelt. 

Zusatz (4). Ist der Complex von der Art, dass sich seine Gleichung F2 = und die 
Bedingung P=0 mittelst einer linearen Substitution durch lauter Quadrate der Veränderlichen 
darstellen lassen, 

F^ = :Sk.x^ = 0, P = 2'Ä:2=rO, 

so sind ihm die 6 Fundamentalcomplexe Xi=:0 mit ihren 15 Pundamentaltetraedern 
zugeordnet (oben HI, 7.). 

Wählt man dann eines dieser Tetraeder als Coordinatentetraeder, so kann man die Gleichung 
in den ursprünglichen Liniencoordinaten p so darstellen, dass ausser den Quadraten derselben nur 
solche Produkte auftreten, deren Paktoren sich auf gegenüberliegende Kanten des Tetraeders 

beziehen, so dass also ausser den 6 ersten Coefficienten A F nur noch die folgenden 3 bleiben: 

N, 0, V. Wenn umgekehrt das Coordinatentetraeder diese Darstellung erlaubt, so ist es ein 
Pundamentaltetraeder {Klein, Math. Ann. Bd. 2, S. 221). 

In der von Battaglini zu Grunde gelegten Coraplexgleichung sind auch N, 0, V gleich 
Null vorausgesetzt. 

2. In einem Complex zweiten Grades bilden die Linien durch einen Punkt des Raumes 
eine Kegelfläche zweiter Ordnung und die Linien in einer Ebene eine Curve zweiter Klasse 
(vergl. n, 3.). PlücJcer bezeichnet diese Gebilde als Complexkegel und Complexcurven. 

Zusatz. Die von diesen Coraplexkegeln und Complexcurven gebildeten Coraplexflächen 
sind (nach 11, 5.) von der 4ten Ordnung und Klasse, mit einer Doppellinie. Ihre Behandlung siehe 
im Abschnitte über Flächen 4. Grades. 
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3. Asymptotencomplex eines gegebenen Complexes in Bezug auf eine Ebene nennt 
man einen Complex, welcher mit dem gegebenen sowohl alle in dieser Ebene liegenden Complex- 
linien gemein hat, als auch alle in den unendlich nahen Ebenen, und welcher unter denjenigen 
Coraplexen, welche diese Eigenschaft haben, nach Gestalt und Lage der einfachste ist (N. G. no. 334). 

Nimmt man die Coordinatenebene (II, IE) zu dieser Ebene, so erhält man die Gleichung 
des Asymptotencomplexes, indem man in der allgemeinen Gleichung des Complexes die Grössen 
Pi2 =Pi3 — -Pu = ö setzt (N. G. no. 335): 

Zusatz (1). Dieser Complex ist mit gleicher Annäherung auch Asymptotencomplex aller 
jener Cömplexe, welche mit dem gegebenen in den Gliedern zweiten Grades dieselben Coefficienten 
haben. Man kann ihn demnach parallel mit sich verschieben ohne seine Beziehung zu denselben 
zu ändern. Plücker (no. 334) bezeichnet eine solche Annäherung als vom ersten Grade. 

Zusatz (2). Die Linien dieses Asymptotencomplexes umhüllen einen Cylinder zweiten 
Grades, dessen Axe der Coordinatenaxe (I) parallel ist. Die Schnittcurve dieses Cylinders mit der 
Coordinatenebene (11, DI) ist die Complexcurve in dieser Ebene. 

Zusatz (3). Die Coordinatenaxen (11) und (DI) lassen sich so legen, dass die Coefficienten 
G, 5, T verschwinden. Bei dieser vereinfachenden Lage des Coordinatensystems bespricht Flücker 
mehrere besondere Fälle, z. B. den, wo die Coordinatenebene (11, IE) eine singulare Ebene, 
oder überdies noch eine Doppelebene des Complexes ist oder aus lauter Complexlinien besteht. 

Der Hauptzweck des Asymptotencomplexes ist aber die Betrachtung der unendlich fernen 
Linien, wobei die zugehörige Ebene unendlich weit zu rücken ist (vergl. unten 7.). 

Zusatz (4). Bei der dualistischen Deutung stösst man auf einen Asymptotencomplex 
in Bezug auf einen Punkt, welcher mit dem gegebenen Coraplexe alle Linien gemein hat, welche 
durch diesen Punkt gehen und in der unmittelbaren Nachbarschaft liegen. Nimmt man diesen 
Punkt zum Coordinatenursprung, so ist die Gleichung des Asymptotencomplexes (N. G. no. 340): 

M, + ^Pl + f^Pl + 2 [GPnPzi + ^PnPu + ^PuP-zd = 0. 

Dieselbe stellt eine unendlich weit entfernte ebene Curve dar, und die von ihr nach dem Anfangs- 
punkt gezogenen Geraden bilden den Asymptotencomplex. 

Auch hier lassen sich durch geeignete Wahl des Coordinatensystems die drei letzten 
Coefficienten zum. Verschwinden bringen. Flücker bespricht dabei die besondem Fälle, wo der 
gegebene Punkt einsingulärer Punkt oder ein Doppelpunkt ist, oder wo alle durch ihn hindurch- 
gehenden Geraden Complexlinien sind. 

B. Durchmesser und Mittelpunkt. 

4. Durchmesser, Axen und Hauptschnitte des Complexes. Charakteristische 
Fläche. 

(a) In einem Cömplexe zweiten Grades ist jedem Systeme paralleler Ebenen im 
Allgemeinen ein einziger Durchmesser zugeordnet, welcher die Mittelpunkte aller Curven 
zweiter Klasse enthält, die in den parallelen Ebenen liegen. Der Durchmesser heisst Axe des 
Complexes, wenn er auf den zugeordneten Ebenen senkrecht steht, und letztere heissen seine 
Hauptschnitte (N. G. no. 235). 

Zusatz. Bezeichnet man die Coordinaten des Punktes x fUr eine Ebene, welche durch 
den Coordinatenursprung geht, mit obern Accenten, so hat man für den Durchmesser die 
beiden Gleichungen: 

I I f 

•*1 •*! •''2 •*2 •''S •''3 



Btii + Mtii + Lfi3 Eiji + iC% + Mtj^ Ffjs + Ltii + Kfi^ ' 
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wobei die x^ und die 47 als constant zu betrachten sind. Die diesem Durchmesser zugeordnete 
Ebene hat die Gleichung: 

(b) Jedem Complexe zweiten Grades ordnet sich eine Fläche zweiten Grades, die 
Charakteristik zu, von der Beschaffenheit, dass die Durchmesser des Complexes und der Fläche 
immer einer gemeinschaftlichen Ebenenrichtung zugeordnet sind. Ist diese Charakteristik 
eine Centralf lache und legt man ihren Mittelpunkt (dessen Lage beliebig gewählt werden kann) 
in den Coordinatenursprung, so lässt sich die Gleichung derselben in Plancoordinaten so darstellen 
(N. G. no. 237): 

(D?f + El\ + F?^) + 2(ir§2 ?8 + ^?i ^8 + ^i ^2) + *?J = 0, 

worin der Parameter h willkürlich angenommen werden kann und nur die Ausdehnung der 
Fläche bestimmt. 

• 

Zusatz (1). Je dreien zugeordneten Durchmessern der charakteristischen Fläche sind 
immer drei Durchmesser des Complexes parallel und heissen deshalb auch einander zugeordnet. 
Die Begriffe von zugeordneten Richtungen, sei es von Linien oder Ebenen, übertragen sich sonach 
von der Charakteristik auf den Complex (vergl. N. G. no. 242). 

Zusatz (2). Die Richtungen zugeordneter Durchmesser des Complexes gestalten sich 
wesentlich verschieden, je nachdem die charakteristische Fläche ein Ellipsoid oder ein Hyper- 
boloid ist. Ist dieselbe eine Umdrehungs fläche, so hat der Complex eine Hauptaxe und 
unendlich viele andere, welche zu dieser Hauptaxe und auch untereinander paarweise senkrecht 
sind. Ist die Charakteristik insbesondere eine Kugel, so ist jeder Durchmesser des Complexes 
eine Hauptaxe. 

Die analytische Behandlung der Axenrichtungen der Complexe ist sonach auf diejenige 
der Flächen zweiten Grades zurückgeführt. 

(c) Legt man die Coordinatenaxen dreien zugeordneten Durchmessern der Complexe 
oder der Charakteristik parallel, so vereinfachen sich die Gleichungen beider Gebilde durch die 
Bedingungen : 

Zusatz. Verschwindet ausser diesen Coefficienten noch einer der drei übrigen D, E, F, 
so artet die charakteristische Fläche in eine Curve zweiten Grades aus, und heisst dann 
charakteristische Curve des Complexes. Die zugeordneten Durchmesser dieser Curve sind, 
wie im allgemeinen Falle, zugeordneten Durchmessern des Complexes parallel (N. G. no. 276). 
(Die Untersuchung dieser besondern Art von Complexen siehe unten 8.) 

5. Mittelpunkt des Complexes. Centralparallelopiped. 

(a) Drei zugeordnete Durchmesser des 'Complexes schneiden sich im Allgemeinen nicht, 
bilden also (als drei sich nicht schneidende Kanten) ein Parallelopiped. Die diesen drei Kanten 
diagonal gegenüberliegenden Kanten bilden mit den ersteren ein geschlossenes räumliches 
Sechseck, und stehen zum Complexe in der merkwürdigen Beziehung, dass sie die Axen dreier 
Cylinder zweiten Grades des Complexes sind. Das Parallelopiped hat zwei ausgezeichnete Ecken, 
welche dem räumlichen Sechseck nicht angehören. 

Die drei Cylinderaxen sind dreien zugeordneten Durchmessern des Complexes parallel und 
heissen deshalb auch einander zugeordnet (N. G. no. 241 — 242). 

Zusatz (1). Betrachtet man einen Durchmesser des Complexes und die ihm zugeordnete 
Ebenenrichtung, so liegen in jeder Ebene, welche dieser Richtung parallel ist, zwei auf dem 
Durchmesser sich schneidende Cylinderaxen, aber in jeder durch den Durchmesser selbst gehenden 
Ebene liegt nur eine Cylinderaxe, welche jener Ebenenrichtung parallel ist. Der Satz behält seine 
Giltigkeit, wenn die Worte Durchmesser und Cylinderaxe mit einander vertauscht werden (N. G. 
no. 243 und 246). 
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Zusatz (2). Das Parallelopiped wird im Allgemeinen nur dann rechtwinklig, wenn es 
von den drei Hauptaxen des Complexes gebildet wird. Die Massverhältnisse dieses recht- 
winkligen Parallelopipeds findet man bei Plücker (no. 248). 

(b) Alle Parallelopipede der beschriebenen Art haben einen gemeinschaftlichen Mittel- 
punkt, welcher der Mittelpunkt des Complexes genannt wird. Jede durch ihn gehende Ebene 
heisst Centralebene und jede durch ihn gehende Linie Centrallinie. Die Parallelopipede heissen 
Centralparallelopipede (N. G. no. 246). 

Legt man die Coordinatenaxen irgend dreien conjugirten Durchmessern parallel (so dass 
K=L = M=0), so sind die Goordinaten des Mittelpunkts (N. G. no. 240): 

ER^FU BQ-FT BF-ES 

'^— EF ' '^"- BF ' ^^ BE ' 

Zusatz (1). Verschwinden also die Zähler dieser drei Quotienten, so liegt der Coordinaten- 
ursprung im Mittelpunkte des Complexes. Aus diesen drei Bedingungsgleichungen folgt dann 
die einfache Beziehung (N. G. no. 247): 

PRT=QSU, 

Zusatz (2). Unter den Parallelopipeden des Complexes gibt es im Allgemeinen eines und 
nur eines, welches in einen Punkt ausartet, dessen zugeordnete Durchmesser (und Cylinderaxen) 
sich also im Mittelpunkte schneiden. Nimmt man diese drei sich schneidenden Durchmesser zu 
Coordinatenaxen, so verschwinden ausser den drei Constanten K, L, M (s. oben 4. (c)) auch noch 
die folgenden sechs: 

P, (2, JZ, 5. T, U. 

so dass die Complexgleichung (oben 1.) nur noch 10 Constanten enthält (N. G. no. 251). 

Zusatz (3). Der Mittelpunkt des Complexes ist zugleich Mittelpunkt seiner singulären 
Fläche (s. unten 10.). 

6. Besondere Fälle von Complexen mit bestimmten Mittelpunkten. * 

(a) Wird der Mittelpunkt des Complexes als Coordinatenursprung vorausgesetzt und ver- 
schwinden die acht Constanten 

N, 0, P, (2, iJ, fif, T, CT, 

so arten alle Parallelopipede in Punkte aus, die im Mittelpunkte zusammenfallen, so dass alle 
Durchmesser des Complexes sich im Mittelpunkte schneiden (N. G. no. 252). 

Zusatz (1). Das Verschwinden der acht Constanten ist indess nur fünf unabhängigen 
Bedingungen gleichwerthig, die man erhält wenn man den Coordinatenursprung beliebig annimmt 
und seine Coordinaten aus jenen acht Bedingungen eliminirt (N. G. no. 260). Dieser besondere 
Complex ist also noch von 14 Bedingungen abhängig. 

Zusatz (2). Nimmt man irgend drei conjugirte Durchmesser zu Coordinatenaxen, so 
verschwinden auch K, L, M, und die Complexgleichung hat noch acht Constanten. 

Zusatz (3). Nimmt man aber insbesondere zu Coordinatenaxen diejenigen drei Durchmesser, 
welche einander zugeordnet sind, sowohl in Beziehung auf den Complex, als auch in Bezug auf 
den Kegel des Complexes, dessen Mittelpunkt im Coraplexmittelpunkte liegt, so sind auch die 
Constanten G, //, J gleich Null und die Complexgleichung enthält nur noch fünf Constanten (N. G. 
no. 255—256). 

(b) Schneiden sich wieder alle Durchmesser des Complexes in demselben Punkte und 
fallen überdies der Complexkegel und der Asymptotenkegel der Charakteristik zusammen, welche 
ihre Mittelpunkte im Complexmittelpunkte haben, so umhüllen alle Complexlinien eine Fläche 
zweiten Grades (N. G. no. 260). 

Zusatz (1). Nach Flücker kann man sagen, dass diese Fläche zweiten Grades durch die 
Complexgleichung dargestellt wird. 
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Zusatz (2). Die erstere Bedingung ist nach (a) fünf unabhängigen Bedingungen gleich- 
werthig und die letztere den folgenden fünf: 

(K^ - EF) : {U — BF) : {HP — DE) : (BK - LM) : {EL - KM) : {FM— KL) = 
A \ B : C \ G \ H : J. 

Ein solcher Complex ist also zehn Bedingungen unterworfen und enthält folglich noch neun un- 
abhängige Coefficienten. 

Zusatz (3). Man kann demnach jede Fläche zweiten Grades durch eine Complex- 
gleichung darstellen, indem man die Gleichung des Umhüllungskegels der Fläche in Punkt- 
coordinaten darstellt und die Coordinaten des Scheitels als veränderlich betrachtet, oder die 
Gleichung der Schnittcurve der Fläche in Plancoordinaten und die Coordinaten der Schnittebene 
als veränderlich betrachtet. Im ersteren Falle erscheint die Gleichung in Strahlencoordinaten, 
im letzteren in Axencoordinaten. 

Durch Vergleichung der so erhaltenen Gleichung mit der allgemeinen Gleichung (mit neun 
Coefficienten) kann man umgekelirt die Fläche zweiten Grades aus ihrer Complexgleichung ab- 
leiten (N. G. no. 262—264). 

Zusatz (4). Auch wenn die Fläche zweiten Grades in eine Kegelfläche oder in eine 
ebene Curve ausartet, kann sie immer noch in Liniencoordinaten dargestellt werden, während 
ein Kegel in Plancoordinaten und eine Grenzfläche in Punktcoordinaten nicht durch eine einzige 
Gleichung darstellbar sind (vergl. unten den Abschnitt über Raumgebilde ersten und zweiten Grades). 

7. Eintheilung der Complexe in hyperboloidische und ellipsoidische. Die un- 
endlich fernen Geraden eines Complexes lassen sich leichter durch Vermittlung eines ein- 
facheren Complexes betrachten, welcher von demselben Grade ist wie der gegebene und die un- 
endlich fernen Geraden mit demselben gemeinschaftlich hat, nämlich des Asymptotencomplexes 
(s. oben 3. (3)). 

(a) Betrachtet man die drei Liniencoordinaten p^y^, 2hi^ P12 ^Is unendlich gross, so dass 
man ihre ersten Dimensionen und die übrigen Coordinaten vernachlässigen kann, so erhält man als 
Gleichung des Asymptotencomplexes (N. G. no. 267): 

{Dpls + Epl + Fp],) + 2 {Kp^^p^^ + Lp^^p^^ + Mp^^p^^) = 0. 

Zusatz. Die Linien dieses Asymptotencomplexes umhüllen einen Kegel zweiten Grades, 
dessen Scheitel in den Coordinatenursprung fällt, nämlich den Asymptotenkegel der charak- 
teristischen Fläche (N. G. no. 268, vergleiche oben 4. (b)). Die Schnittcurve dieses Kegels mit 
einer unendlich weit liegenden Ebene ist also zugleich Schnittcurve der Charakteristik und auch 
eine Curve (zweiter Klasse) des Complexes. 

(b) Je nachdem diese Schnittcurve reell oder imaginär ist, heisst der gegebene Complex 
hyperboloidisch oder ellipsoidisch. 

Zusatz (1). Man kann diese beiden Fälle analytisch unterscheiden, indem die drei Grössen 

^ LM ^ MK ^ KL 

im zweiten Falle sämmtlich gleiche Vorzeichen haben, im ersten nicht (N. G. no. 270). 

Zusatz (2). Ein geometrischer Unterschied beider Complexarten besteht darin, dass im 
hyperboloidischen Complex auch Parabeln als Complexcurven auftreten, im ellipsoidischen 
aber nicht. 

8. Complexe mit unbestimmten Mittelpunkten. 

(a) Hyperbolische und elliptische Complexe. Ein Complex, dessen charakteristische 
Fläche in eine ebene Curve ausartet (s. oben 4. (c)), hat seinen Mittelpunkt im Unendlichen 
in der Ebene dieser Curve (N. G. no. 279). Alle Durchmesser des Complexes sind der Ebene 
dieser Curve parallel (N. G. no. 277). Da der Complex einer Bedingung unterworfen ist, ent- 
hält er noch 18 willkürliche Constanten (N. G. no. 280). 
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Zusatz (1). Je zwei zugeordnete Durchmesser des Complexes sind zweien zugeordneten 
Durchmessern der charakteristischen Curve parallel, der dritte zugeordnete Durchmesser des 
Complexes liegt unendlich weit (N. G. no. 277). „Alle Centralparallelopipede, welche dieselbe 
im Endlichen liegende Cylinderaxe zu einer ihrer Kanten haben, besitzen, parallel zur Ebene der 
charakteristischen Curve, dieselbe Centralebene" (N. G. no. 279). 

Zusatz (2). Da sich die charakteristische Curve als Grenzfall einer charakteristischen 
Fläche betrachten lässt, so kann ihre Ebene einer jeden durch ihren Mittelpunkt gehenden Geraden 
als zugeordnet betrachtet werden; ebenso von zwei zugeordneten Durchmessern der Curve jeder 
als zugeordnet einer beliebigen durch den andern gehenden Ebene. Dreht sich eine Ebene um 
ihre Durchschnittslinie mit der Ebene der charakteristischen Curve, so verschiebt sich der zu- 
geordnete Durchmesser des Complexes parallel mit sich selbst, und rückt, wenn beide Ebenen 
zusammenfallen, in's Unendliche. 

Solche Complexe haben also unendlich viele Systeme paralleler Durchmesser und in 
jedem System einen unendlich fernen (N. G. no. 277). 

Zusatz (3). Legt man die Coordinatenaxen dreien zugeordneten Durchmessern des Complexes 
parallel, so dass K, L, M verschwinden, so erhält man die Gleichung eines Complexes dieser 
besondern Art, wenn man überdies eine der drei Constanten D, E, F verschwinden lässt (N. G. 
no. 275). Setzt man beispielsweise D = 0, so wird die Gleichung der charakteristischen Curve 
(vergl. oben 4. (b)): 

(Ei^\ + F^) + m = 0. 

Die beiden Coordinaten des Mittelpunktes xf^ und a^ werden unendlich, während af^ endlich 
bleibt, das Verhältniss der ersteren aber bleibt bestimmt (vergl. oben 5. (b)): 

Plücker zeigt indessen (no. 279—286), dass sich durch geeignete Verschiebung der Coordinaten- 
axen die Gleichung dieses Complexes noch w^eiter vereinfachen lasse, indem man die folgenden 
Bedingungen nach einander erfüllen kann: 

P=Q = 0, ER = FU, SoderT=0. 

Zusatz (4). Der Asymptotenkegel der charakterischen Fläche, also auch der Asymptoten- 
complex des gegebenen Complexes, artet hier in das System zweier Asymptoten der charakteristischen 
Curve aus, mit der Gleichung: 

Epl + Fp\^ = 0. 

Die unendlich ferne Curve des Complexes besteht also aus dem System zweier Punkte. 

Je nachdem diese beiden Asymptoten, oder auch diese beiden unendlich fernen Punkte, 
reell oder imaginär sind, heisst der Complex hyperbolisch oder elliptisch (N. G. no. 281—283). 

(b) Parabolische Complexe erhält man, wenn der Mittelpunkt des Centralparallelopipeds 
in unbestimmter Richtung unendlich weit rückt. Alle Durchmesser des Complexes werden dann 
einander parallel und die Cylinderaxen liegen unendlich fern (N. G. no. 287—288). Der Complex 
ist dreifach beschränkt und hängt also noch von 16 Constanten ab. 

Zusatz (1). Legt man wieder das Coordinatensystem so, dass K, L, M verschwinden, 
so erhält man die Gleichung dieses Complexes, wenn man noch zwei der drei Constanten 
D, E, F verschwinden lässt. Wählt man beispielsweise E = F = 0, so ist die Gleichung der 
charakteristischen Curve (oben 4. (b)): 

Alle Durchmesser sind der Coordinatenaxe (I) parallel 

Zusatz (2). Der Asymptotenkegel der charakteristischen Fläche, also auch der Asymptoten- 
complex des gegebenen Complexes, artet hier in zwei zusammenfallende Asymptoten der 
charakteristischen Curve aus, mit der Gleichung: 
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Die unendlich ferne Curve des Complexes besteht aus dem System zweier zusammen- 
fallenden Punkte (N. G. no. 290—291). 

(c) Wenn bei einer solchen Lage des Coordinatensystems, dass K, L, M verschwinden, 
alle drei Constanten D, E, F verschwinden, so verliert das Centralparallelopiped seine Bedeutung 
vollständig, und alle in der unendlich fernen Ebene liegenden Geraden gehören dem Complexe 
an. Der Complex ist sechsfach beschränkt und hängt von 13 Constanten ab (N. G. no. 292). 

Zusatz (1). Alle Complexcurven sind Parabeln und alle Complexcylinder zerfallen in 
Systeme zweier Ebenen, von welchen je eine im Unendlichen liegt. 

Zusatz (2). Der Asymptotencomplex (im Sinne von 7.) verliert seine Bedeutung. 

C. Singalaritäten. 

9. Ein singulärer Punkt eines Complexes zweiten Grades ist der Scheitel eines Kegels, 
der in das System zweier Ebenen ausartet; eine singulare Ebene ist eine Ebene, deren Coraplex- 
curve in das System zweier Punkte ausartet; eine singulare Linie ist die Schnittlinie jener beiden 
Ebenen, oder auch die Verbindungslinie jener beiden Punkte (N. G. no. 311). Vergleiche oben IX, 4. 

Zusatz (1). Einem singulären Punkte entspricht eine singulare Linie und dieser wiederum 
eine singulare Ebene; diese drei singulären Grössen w^erden einander zugeordnet genannt. 

Zusatz (2). Die singulären Linien des gegebenen Complexes gehören zweien Complexen 
zweiten Grades an: 

F^ = 0, U^2 = 

und bilden daher eine Congruenz vierter Ordnung und Klasse, lieber die Bedeutung des Complexes U^^ 
siehe unten (Vn, 3. (b)), wo auch der Zusammenhang der Complexsingularitäten mit denjenigen 
der Complexflächen erwähnt ist. Ist der gegebene Complex vom wten Grade, so ist der Complex U^ 
vom Grade 2(n — 1), also die Congruenz der singulären Linien von der Ordnung und Klasse 
2n(n — 1). 

Zusatz (3). Im Allgemeinen hat eine Complexcurve vier singulare Linien zu Tangenten, 
und ein Complexkegel vier singulare Linien zu Seiten. Zerfällt die Complexcurve in das System 
zweier Punkte, so fallen zwei von den vier singulären Linien in die Verbindungslinie derselben 
zusammen; zerfällt der Complexkegel in das System zweier Ebenen, so fallen wieder zwei von 
den vier singulären Linien in die Schnittlinie der beiden Ebenen. 

Fallen aber jene beiden Punkte oder jene beiden Ebenen zusammen, so heisst die singulare 
Ebene der Complexkurve insbesondere Doppelebene des Complexes und der singulare Scheitel 
des Complexkegels Doppelpunkt des Complexes. Jede Linie des Complexes, welche in einer 
Doppelebene des Complexes liegt, oder durch einen Doppelpunkt des Complexes geht, ist eine 
singulare Linie (N. G. no. 312). 

Zusatz (4). In einem Complexe gibt es im Allgemeinen eine endliche Anzahl von 
Doppelpunkten und Doppelebenen, aber keine Doppellinien (vergl. unten VE, 3. (c)). 

10. Die singulären Punkte und singulären Ebenen beschreiben ein und dieselbe Fläche 
vierter Ordnung und Klasse, deren Mittelpunkt in den Mittelpunkt des Complexes fällt. Sie heisst 
Kummer'sche Fläche oder Singularitätenfläche oder Singulare Fläche (N. G. no. 314, 320, 323; 
Math. Ann. Bd. 2, S. 214; Bd. 8, S. 208). 

Zusatz (1). Die Durchschnittscurve vierter Ordnung dieser Fläche mit einer singulären 
Ebene hat in dem dieser Ebene zugeordneten Punkte einen Doppelpunkt, und die Kegelfläche 
vierter Klasse, welche sich von einem singulären Punkte aus an die Fläche legen lässt, hat die 
diesem Punkte zugeordnete singulare Ebene zur Doppelebene (N. G. no. 318). 

Zusatz (2). Die Doppelpunkte und Doppelebenen des Complexes fallen mit denen der 
genannten Fläche vierten Grades zusammen, so dass der Complex zweiten Grades, wie die 
singulare Fläche, im Allgemeinen 16 Doppelpunkte und 16 Doppelebenen hat (N. G. no. 321). 
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Zusatz (3). Hat der Coraplex eine Ebene, die aus lauter Complexlinien besteht, so sondert 
sich dieselbe von der singulären Fläche als isolirte Ebene ab, und die Fläche erniedrigt sich 
auf den dritten Grad. 

Zusatz (4). Die Kummer sehe Fläche hängt von 18 Constanten ab. Es gibt also eine 
einfach unendliche Schaar von Complexen zweiten Grades, welche dieselbe Kumtner sehe 
Fläche zur singulären Fläche haben. Diese Schaar lässt sich durch eine Gleichung mit einem 
unbestimmten Parameter darstellen, welche den Gleichungen der confocalen Flächen zweiten 
Grades ganz ähnlich ist. Auf diese Gleichung stützt Klein (Math. Ann. Bd. 5, S. 293) seine 
elliptischen Coordinaten einer Geraden. Es sind deren vier, weil die erwähnte Gleichung 
in dem unbestimmten Parameter vom^vierten Grade ist. Setzt man die Liniencoordinaten einer 
Geraden in diese Gleichung ein, so bestimmen die vier Wurzeln des Parameters aus der ganzen 
Schaar vier Complexe, welchen diese Gerade angehört. 

D. Polaren, Pole und Polarebenen. 

11. Einer jeden Geraden entspricht in Bezug auf den gegebenen Complex eine andere 
Gerade als Polare, w^ eiche die folgende doppelte Eigenschaft hat: Sie wird beschrieben von den 
Polen der ersteren Gerade in Bezug auf alle durch sie hindurchgelegten Complexcurven, und 
zugleich umhüllt von den Polarebenen der ersteren Geraden in Bezug auf alle von ihren Punkten 
als Scheitel ausgehenden Complexkegeln (N. G. no. 170 und 178). 

Zusatz. Die Beziehung zwischen den beiden Geraden ist aber im Allgemeinen nicht 
gegenseitig. 

12. Construirt man in einer beliebigen Ebene P zur Complexcurve K ein (beliebiges) 
conjugirtes Dreieck harmonischer Polaren a, a\ a'\ so entsprechen den drei Seiten desselben drei 
Meridianflächen, deren Polaren 6, h\ V durch die drei Ecken dieses Dreiecks gehen. Diesen 
drei Linien ft, V, V ordnen sich drei weitere Linien c, c\ c" zu, welche folgendermassen construirt 
werden: Man denke sich in jeder Ecke des Dreiecks als Scheitel den Complexkegel. Dieser 
schneidet die Ebene P in zwei Seiten, und die zwei Tangentialebenen des Kegels längs dieser 
Seiten schneiden sich in der Linie c (von Plücker als Polarlinien des Complexes in Bezug auf die 
Ebene P bezeichnet, N. G. no. 326). 

Dann bestimmen die Linien b, h\ V\ als einer Erzeugungsschaar angehörig, ein Hyper- 
boloid, und die Linien c, c\ c'\ als Erzeugungsschaar der andern Art, dasselbe Hyperboloid. 

Die sechs Linien bilden ein dem Hyperboloid aufgeschriebenes räumliches Sechseck 
(N. G. no. 327). 

Der Pol der Ebene P in Bezug auf das genannte Hyperboloid ist von der Lage des 
conjugirten Dreiecks unabhängig und heisst Pol der Ebene P in Bezug auf den Complex. 
Er fällt mit dem Pole derselben Ebene in Bezug auf die singulare Fläche des Complexes 
zusammen (N. G. no. 328). 

Zusatz (1). Unter den beschriebenen räumlichen Sechsecken gibt es im Allgemeinen für 
jede Ebene eines und nur eines, w^elches in einen Punkt ausartet, dessen zugeordnete Polaren 
also durch den Pol der Ebene gehen (N. G. no. 330). 

Zusatz (2). Rückt die Ebene P ins Unendliche, so gehen die 6, &', V' über in drei 
conjugirte Durchmesser des Complexes und die c, c\ c" in drei zu denselben parallele 
Cylinderaxen. Das von ihnen gebildete räumliche Sechseck bestimmt ein Centralparallelopiped, 
und der Pol wird Mittelpunkt des Complexes. 

Zusatz (3). Bei der dualistischen Deutung tritt an Stelle der Complexcur\^e K ein 
Complexkegel, an Stelle des Poles eine Polarebene und an Stelle der gegebenen Ebene P 
ein Punkt. Plücker bemerkt aber ausdrücklich, dass das Entsprechen von Pol und Polarebene 
bei Complexen zweiten Grades im Allgemeinen nicht gegenseitig ist (N. G. no. 337, 339). 
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18. Besondere Fälle: 

(a) Ist a eine Complexlinie, so fällt sie mit 6 und c zusammen; ist a eine singulare 
Linie, so werden b und c unbestimmt (N. G. no. 329). 

(b) Sollen die Polaren (ft, 6', b") aller in der Ebene P liegenden conjugirten Dreiecke 
(a, a\ a") sich im Pole schneiden, so müssen sämmtliche Complexlinien auf der Ebene P 
singulare Linien sein (N. G. no. 331). 

(c) Ist P eine singulare Ebene {Ei), so fällt ihr Pol mit dem ihr zugeordneten 
singulären Punkte (P,) zusammen, und dieser ist ihr Berührungspunkt mit der singulären Fläche. 
Ist überdies P eine Doppelebene des Complexes, so hat sie unendlich viele Pole (N. G. 
no. 332—333). 

Zusatz. Die dualistische Deutung gibt Plücker in no. 338—339. 

14. Wenn sich dem gegebenen Complexe 6 Fundamentalcomplexe mit 15 Fundamental- 
tetraedern zuordnen (s. oben 1. (4)), so hat man nach Klein (Math. Ann. Bd. 2, S. 222) folgenden 
Satz: Von den 30 Kanten dieser Tetraeder entsprechen sich die zusammengehörigen gegenseitig 
als Polaren des gegebenen Complexes und von den 60 Ecken und Flächen ebenso die zusammen- 
gehörigen als Pole und Polarebenen, und zwar gibt es, abgesehen von den Linien des Complexes 
und den singulären Ebenen und Punkten, keine anderen, welche sich in Bezug auf den Complex 
gegenseitig zugeordnet sind. 

E. Einthelluug der Complexe. 

15. Nach Weiler (Math. Ann. Bd. 8, S. 145—207) lassen sich 48 Arten von Liniencomplexen 
zweiten Grades unterscheiden, welche sich auf algebraischem Wege aus der Betrachtung von 
11 „kanonischen" Formen ergeben. 

Zusatz (1). Diese 48 Arten lassen sich nach verschiedenen Gesichtspunkten wieder in 
Gruppen zusammenfassen. Weiler gibt zu diesem Zwecke 3 Tafeln, von denen die erste die 
Eintheilung nach der Anzahl der doppelten Complexlinien in 13 Gruppen gibt, die zweite die 
Eintheilung nach den Gattungen der singulären Flächen in 8 Gruppen, die dritte die Eintheilung 
nach der gleichen Anzahl der Constanten in 12 Gruppen. 

Zusatz (2). Plücker hat die Complexe zweiten Grades nicht mehr in Arten eingetheilt, 
wie ler dies am Schlüsse seines Werkes mit den einfachsten Aequatorialflächen gethan hat. Als 
Eintheilungsprincip würde er sich voraussichtlich ein geometrisches gewählt haben. Die Grund- 
lage für eine algebraische Eintheilung gab Klein in seiner Inauguraldissertation (Bonn 1868), wo 
er die allgemeine Gleichung zweiten Grades zwischen Liniencoordinaten auf eine kanonische Form 
brachte und auf diese stützte sich die Untersuchung von Weiler. 



VIL Hauptstück. 

Polar- und Tangentialcomplexe. 

Vorbemerkung. Die hier besprochenen Polarcomplexe sind nicht zu ven\^echseln mit 
den Paaren von Polarcomplexen in Bezug auf einen gegebenen linearen Complex, welche oben 
(HI, 8.) erwähnt wurden. 



] 2 6 ^^' Abschnitt. Die Linearen und Quadratischen Liniensysteme. 

1. Ist Fn = die Gleichung eines Complexes wten Grades zwischen beliebig vielen homo- 
genen Veränderlichen i>., so nennt man, ähnlich wie in der Theorie der Invarianten (Synopsis, 
Bd. I, S. 238), die folgende lineare Punktion 

den Polarcomplex von Fn in Bezug auf die gegebenen Veränderlichen i>!, welche in den einge- 
klammerten Ausdruck eingesetzt zu denken sind (N. G. no. 294). 

Zusatz (1). Sind die Grössen i>! so gewählt, dass sie die Gleichung F„ == befriedigen, 

so befriedigen sie (in Folge des Satzes über homogene Funktionen, Synopsis, Bd. I, S. 201) auch 
JFn = 0, In diesem Falle wird JFn ein Tangentialcomplex von F„ genannt; man sagt, dass 
sich beide Complexe berühren. 

Zusatz (2). Sind die p die 6 Liniencoordinaten mit der Bedingung P=0, so kann man 
die Complexgleichung auch so schreiben (s. oben n, 2.)^ 

wo fi eine Funktion vom Grade n — 2 ist, aber bei der Bildung des Polarcomplexes als constant 
angesehen werden kann. Der letztere hat also die Gleichung (N. G. no. 298): 

JFn+flJP=0, 

2. Diese Gleichung stellt eine zweigliedrige Gruppe von linearen Complexen dar 
und bestinmit sonach eine (dem Complexe Fn zugeordnete) Congruenz. 

Zusatz (1). Die gegebene Gerade, deren Coordinaten p, in die Gleichung des Polarcomplexes 
einzusetzen sind, bildet die eine der beiden Direktricen, während die andere die ihr zugeordnete 
Polare ist (s. oben IV, 4. (b)). Man nennt deshalb die zweite Direktrix die Polare der 
gegebenen Geraden in Bezug auf den Complex Fn (N. G. no. 298—299). Sie ist zugleich die 
Polare der Meridianfläche, welche der gegebenen Geraden im Complexe entspricht (N. G. no. 303; 
vergl. oben VI, 11.). 

Zusatz (2) Diese beiden Direktricen sind die Axen zweier Complexe der Gruppe (vergl. 
oben IV, 4. (b)): 

JFn + fl^/P=0, 

welche zwei Werthen von (a entsprechen. Bildet man (nach III, 6.)'die Bedingungsgleichung für diese 
beiden Complexe der Gruppe, so erhält man eine quadratische Gleichung in f*, deren eine Wurzel 
j[i = oü ist und dem Complexe entspricht, dessen Axe mit der gegebenen Geraden zusammenfällt, 
während die andere Wurzel die Gestalt annimmt: 

Darin bedeuten die Klammem, dass die Coordinaten der gegebenen Linie einzusetzen sind, 
und U^ ist bis auf einen constanten Faktor gleich 

SFndFn_^ dFnöFn dF^dFn 

^Pl 4 ^Ä3 ^P2l ^JPSI ^i^34 ^Pi2 

3. Besondere Fälle von Congruenzen in Bezug auf den Complex Fn, 

(a) Wenn die gegebene Gerade (p) die Gleichung Fn = befriedigt, also dem Complex 
selbst angehört (so dass auch für die zweite Direktrix ji* = oo wird), so geht die zweigliedrige 
Gruppe von Polarcomplexen in eine solche von Tangentialcomplexen über, und die beiden 
Direktricen der linearen Congruenz fallen in die gegebene Gerade zusammen, welche selbst 
eine Gerade der Congruenz ist (N. G. no. 300; vergl. oben IV, 4. (c) (6)). 

Zusatz. In der zweigliedrigen Gruppe von Tangentialcomplexen gibt es drei ausgezeichnete, 
welche den gegebenen Complex Fn ausserdem noch in je einer benachbarten Geraden (also stationär) 
berühren. Führt mau nun die gegebene Gerade {p) in eine dieser benachbarten Geraden über 
und fährt auf diese Weise fort, so erhält man eine dem gegebenen Complex angehörige Linien- 
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fläche von der Eigenschaft, dass der gegebene Complex in je zwei aufeinanderfolgenden Erzeugenden 
derselben von dem nämlichen Tangentialcomplex berührt wird. Diese Linienfläche heisst nach 
Klein (Math. Ann. Bd. 5, S. 271) die Hauptfläche des Complexes. 

(b) Wenn die gegebene Gerade (p'^ die beiden Gleichungen Fn = 0, (/^2n-2 = 
zugleich befriedigt, so heisst sie singulare Linie des Complexes Fn. Während die erste 
Direktrix mit der gegebenen Geraden zusammenfällt, wird für die zweite ji* == : 0, also unbestimmt, 
die lineare Congruenz der zweigliedrigen Gruppe hat unendlich viele Direktricen, welche ein 
ebenes Strahlenbüschel bilden, dessen Ebene durch die singulare Linie hindurchgeht (N. G. no. 300). 

Zusatz (1). Die Polarcomplexe einer singulären Linie sind sämmtlich von der besondern 
Art, dass sie den Parameter ifc=:0 haben (N. G. no. 309; vergl. oben 2. (2)). 

Zusatz (2). Da eine singulare Linie vier Constanten hat, aber nur zwei Bedingungen 
unterworfen ist, so gibt es in einem Complex Fn im Allgemeinen unendlich viele singulare Linien, 
welche eine Congruenz singulärer Linien von der Ordnung und Klasse 2n(n — 1) bilden. 

Zusatz (3). Die Ebene des genannten Strahlenbtischels und sein Mittelpunkt heissen 
ebenfalls singulare Ebene und singulärer Punkt des Complexes. Dieselben sind der gegebenen 
singulären Geraden (p'.) und auch einander zugeordnet oder entsprechend. Diese Singularitäten 
des Complexes sind identisch mit den singulären Linien (S, oder -4,), Ebenen (Ei) und Punkten (P,) 
der Complexflächen (s. diese im letzten Abschnitte dieses Bandes). 

(c) Wenn die Polarcomplexe der Gruppe JFn + fiJP=0 sämmtlich zusammenfallen, 
so stellen sie keine Congruenz dar, sondern die Gesammtheit jener Linien, welche von der 
gegebenen Geraden geschnitten werden. Letztere heisst Doppellinie des Complexes Fn. 

Zusatz. Dieser Fall erfordert fünf Bedingungen (N. G. no. 300), während eine Gerade nur 
vier Constanten hat, so dass ein Complex wten Grades im Allgemeinen keine Doppellinien hat. 

4. Ist n — 2, also der gegebene Complex vom zweiten Grade, so kann man in der 

Gleichung des Polarcomplexes die p mit den p' vertauschen. Ist also eine Gerade y gegeben 

und ihr Polarcomplex 

JF^ -\-fiJP=0, 

so entspricht jeder Geraden p dieses Polarcomplexes ein neuer Polarcomplex 

jf; + fijp' = 0, 

welchem in reciproker Weise die gegebene Grade p' angehört. 

Betrachtet man in den beiden Gleichungen dieser Polarcomplexe einerseits die p, anderer- 
seits die p' als veränderlich, so stellen sie die Gesammtheit aller Geraden des Raumes mit 
ihren Polarcomplexen dar, ein Polarsystem (N. G. no. 308). 

Zusatz (1). Da jedem Werthe von fi ein besonderes Polarsystem entspricht, so erheischt 
die Bestimmung eines Polarsystems eine Consta nte mehr, als der Complex hat, also 20. 

Zusatz (2). Wie also die Polarcomplexe aller Geraden eines gegebenen Polarcomplexes 
sämmtlich eine Gerade gemeinschaftlich haben, nämlich die dem gegebenen Polarcomplex 
entsprechende Gerade, so haben die Polarcomplexe aller Geraden einer gegebenen linearen 
Congruenz zwei Gerade gemein, nämlich die beiden Geraden, welche mittelst ihrer Polar- 
complexe die Congruenz bestimmen; und ebenso haben die Polarcomplexe aller Geraden eines 
gegebenen Hyperboloids drei Gerade gemein, nämlich die drei Geraden, welche mittelst ihrer 
Polarcomplexe das Hyperboloid bestimmen (N. G. no. 310). 
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Die Ausdehnungslehre. 

[Argandj Mobius, HamiUcni, Grassinann.) 



Vorbemerkung (1). Der Name „Ausdehnungslehre" soll hier nicht ausschliesslich Grass- 
manns Untersuchungen umfassen, sondern aiuch alle einschlägigen, besonders diejenigen der oben 
genannten Forscher. Noch viel weniger soll er andeuten, dass alle diese Arbeiten in Grasstnanns 
System enthalten seien. Er ist eben nur vorläufig gewählt, bis ein endgültiger Kunstausdruck 
aufgestellt sein wird. 

Vorbemerkung (2). Grassniann hatte den Ausdruck „Ausdehnungslehre" erst mit Rücksicht 
auf seine „äussere Multiplikation" gewählt, wollte aber später auch alle andern Systeme in dem- 
selben einbegriffen wissen, die auf geometrische Einheiten aufgebaut sind (Math. Ann. Bd. 12, 
1877, S. 375). 

Hamäton's Benennung „Quaternionen" gründete sich auf seine linearen Ausdrücke, die aus 
vier Elementen zusammengesetzt sind. 

De Morgan (Cambridge Phil. Trans, vol. 8, P. 3, 1849, p. 241) spricht von einem „Algebraischen 
System nten Charakters", das auf n Symbole aufgebaut sei. Anderwärts bezeichnet er ein solches 
System als „Vielfache Algebra". So auch Cayley (Quart. J. of Math. vol. 22, 1887, p. 270). 

Peirce (Amer. J. of Math. vol. 4, 1881, p. 97) spricht insbesondere von einer „Linearen Algebra". 

Gibbs spricht von „Vekton- und Punkt- Analy8is",Ifea?;i^6 von einer „Algebra und Analysis 
der Vektoren", Macfarlane von einer „Algebra des Raumes oder der Physik". 

Clifford bezeichnet Grasstnanns System als „Extensive Algebra" (Math. Papers, p. 266), 
Pcano als „Geometrischer Calcül". 

I. Hauptstück. 

Geschichtliche Bemerkungen. 

1. Die Ausdehnungslehre verdankt ihre Anfänge ausschliesslich französischen Forschem, 
und fand ihre erste Ausbildung in England und Deutschland. 

Als erstes Werk über diesen Gegenstand kann man Argand's Essai (Paris, 1806) bezeichnen, 
in welchem geometrische Grössen und ihre Grundoperationen (Addition und Multiplikation) 
eingeführt werden. Argand hatte sein Manuscript Legendre gezeigt und von ihm Rathschläge 
erhalten. 

Zusatz (1). Der Gedanke lässt sich aber rückwärts bis ins siebenzehnte Jahrhundert ver- 
folgen. Ein Jahr vor Argand hatte Abb6 Bu^e in einer längeren Abhandlung (Phil. Trans, vol. 96, 

1806, p. 23 SS., gelesen 1805) die imaginäre Einheit V— 1 = c'^'"' als Zeichen der Per- 
pendicularität hingestellt. In einem Beispiele stellt er zwar auch die Diagonale eines Quadrats 
durch den Ausdruck c^«*' dar, aber nirgendwo findet man deutliche Andeutungen über beliebig 
gerichtete Strecken oder deren Addition und Multiplikation. 
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Auf beide Forscher hatte wohl Carrwfs G6om6trie de Position (Paris, 1803; vergl. oben 
S. 22) grossen Einfluss, was besonders deutlich in Buce's Aufsatz hervortritt. 

Zusatz (2). Cauchy (Ex. 1847, t. IV, p. 157) glaubt die geometrischen Untersuchungen über 
V^n^ bis auf Truel (1786) zurückführen zu können. 

Hamilton erwähnt aber in seinen Lectures (Preface p. 33—34) mehrere Stellen aus Wallis 
„De Algebra Tractatus" (London, 1685, besonders cap. 66, 67, 68 und 69), wo die geometrische 
Deutung von V— 1 als ausserhalb der reellen Zahlenreihe liegend deutlich ausgesprochen ist. 

Zusatz (3). Die Ausdehnungslehre wurde von Grassmann mit dem bekannten Z^eftmVschen 
Wunsche vom Jahre 1679 (s. oben S. 21) in Verbindung gebracht. Doch hat Leibniz seine 
„Charaktere" nicht nach Art der heutigen geometrischen Einheiten definirt. 

Zusatz (4). Spätere Bearbeiter desselben Gegenstandes, wie Warren (Cambridge, 1828) 
und BeUavitis (1832—1838), werden von Cayley besprochen (Quart. J. of M. vol. 22, 1887, p. 282 
und 288). 

Aus dem Berichte Peacock's (Brit. Ass. Rep. vol. 3, 1833, p. 225—231) geht aber hervor, 
dass man bis auf Mobius über die Leistungen Argand's nicht hinauskam. 

2. Im Jahre 1827 erschien der an neuen Gedanken so reiche Barycentrische Calcül von 
Mobius, in welchem, nach Grassnianns eigenem Geständnisse, die Addition von Punktgrössen 
zum erstenmale gelehrt wird. Im Jahre 1843 erschienen die „Elemente der Mechanik des Himmels", 
worin gerade Linien nach Länge und Richtung auf allgemeinere Weise als bei Argand durch 
Addition verbunden werden. 

Zusatz. Dieselben Gedanken über Addition von Strecken gibt Mobim ausführlicher in 
CreHes J. (Bd. 28, 1844; Werke, Bd. I, S. 601 ff.) und in einer hinterlassenen Arbeit aus dem 
Jahre 1862 (Werke, Bd. IV, S. 658). 

3. Die Erweiterung der ^r^a7?d'schen Darstellung der imaginären Grössen von der Ebene 
auf den Raum gelang Hamilton dadurch, dass er den Raum als vollständig symmetrisch betrachtete, 
also keine Richtung vor der andern auszeichnete. Seine Arbeiten erschienen im Phil. Mag. 
(vol. 25, 1844, p. 10 SS.) und in den R. Irish Trans, (vol. 21, 1847, p. 199—296). Als Werk liess 
er dieselben aber erst im Jahre 1853 (Lectures, Dublin) erscheinen. 

Zusatz (1). Hamilton gibt eine ausführliche Darstellung seiner verschiedenen Versuche 
und seines gleichzeitigen Briefwechsels mit den Gebrüdern Gravcs über diesen Gegenstand in 
einer langen Vorrede zu seinen Lectures. Dieselbe enthält auf 64 Seiten im Wesentlichen die 
ganze Theorie der Quaternionen, während das ebenso lange Inhaltsverzeichniss als ein Auszug 
des 736 Seiten umfassenden Werkes angesehen werden kann. Einen allgemeinen Ueberblick über 
seine Lectures giebt er im Anfange der siebenten Vorlesung (art. 394—400). 

Zusatz (2). Nach Hamiltons Tode erschienen die Elements of Quaternions (London 1866) 
ganz in der Gestalt, wie er dieselben ausgearbeitet hatte. Während die Lectures den Gedanken- 
gang Hamiltons darlegen, wie er sich unabhängig von andern Forschern allmählich entwickelt hatte, 
geben die Elements eine mehr geordnete Darstellung in drei Büchern, mit Berücksichtigung der 
einschlägigen Schriften und mit zahlreichen Anwendungen auf andere Rechnungsarten der 
Mathematik und Physik. 

4. Gleichzeitig mit Hamilton arbeitete Grassmann an seiner „Ausdehnungslehre" und liess 
dieselbe im Jahre 1844 in Buchform erscheinen, ohne vorläufige Mittheilungen in Zeitschriften. 

Dieselben Gedanken legte Grassmann in der Leipziger Preisschrift vom Jahre 1847 aus- 
einander: „Geometrische Analyse, geknüpft an die von Leibni^ erfundene geometrische Cha- 
rakteristik". Mobitis (Werke, Bd. I, 1847, S. 613) suchte diese Schrift „auf eine dem Geiste der 
Geometrie entsprechendere und damit leichter fassliche Weise zu begründen, und zu zeigen, wie 
jene Scheingrössen als abgekürzte Ausdrücke wirklicher Grössen angesehen werden können", 
jedoch mit wenig Erfolg. 

17 
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Da die erste Ausgabe der Ausdehnungslehre keine Verbreitung fand, so bearbeitete Grass 
mann eine zweite, die im Jahre 1862 erschien, und sich mehr an die gewöhnlichen Ausdrücke und 
Bezeichnungen anschloss. Doch hielt Grassmann die erste Bearbeitung für die dem Gegenstande 
besser entsprechende, und bewirkte im Jahre 1878 eine neue Auflage derselben mit begleitenden 
Anmerkungen. 

Zusatz (1). Diese drei Bücher sollen, nach Grassmantis Vorgange, mit ^,, A2, A^ 
bezeichnet werden*). 

Zusatz (2). Einen kurzen Abriss der Ausdehnungslehre gab Grassmann in Grtinei-^' s Archiv 
(Bd. 6. 1845, siehe J3 S. 277) und in den Math. Ann. (Bd. 12, 1877, S. 223—224). In dem letzt- 
genannten Bande (S. 375 ff.) zeigt er auch den Zusammenhang zwischen seinen und Hamiltons 
Multiplikationsregeln. 

6. Die oben genannten Werke von Argand, Möhius, Hamilton und Grassmann enthalten das 
Wesentliche, was bisher auf diesem Gebiete geleistet worden ist. Alle übrigen Schriften über 
diesen Gegenstand sind theils Wiederholungen, theils Erläuterungen (vergl. Encyclop. Brit. 9th ed. 
„Quaternions"). Die folgenden mögen hier Erwähnung finden. 

(a) lieber die Untersuchungen von Argand und Mobius hat man die folgenden: 

Cauchys Behandlung der geometrischen Grössen (Ex. 1847, t. IV, p. 157 ss.) geht, über 
Argand's Untersuchungen nicht hinaus, gibt dieselben aber in kurzer und genauer Darstellung. 

Siebeck {Grelle' s J., Bd. 55, 1858, S. 221) hat einen Punktcalcül aufgestellt, welcher an Mobius 
Barycentrischen Calcül anknüpft. Nach Schlegel (ScJdömücJis Zeitschr., Bd. 24, S. 83) geht jener 
Punktcalcül auch aus Grassmanns Ausdehnungslehre hervor, wenn zweien auf einer Grundlinie 
liegenden Punkten und J die Werthe und 1 gegeben werden, wodurch auch alle übrigen 
Punkte der Ebene die Bedeutung von Zahlen erhalten. 

(b) Ueber Hamiltmis Quaternionen hat man vor Allem: 

Taifs Elementary Treatise on Quatemions (Cambridge, 1867—1890), das vollständigste 
Lehrbuch, mit zahlreichen Anwendungen auf Physik; dann Kelland and Taifs Introduction to 
* Quaternions (London, 1873), bestimmt für Anfänger; und Hardys Elements of Quaternions (Boston, 
1881) für den Schulunterricht. 

(c) Auf Grassinann's Theorie beziehen sich einige kleine Arbeiten von Saint Venant und 
Cauchy in den Comptes Rendus. Ersterer gibt (t. 21, 1845, p. 620) Grassmanns äussere Multiplikation 
für zwei und drei Strecken unter dem Namen der geometrischen Multiplikation, und Letzterer 
(siehe Synopsis, Bd. I, S. 217—218) wendet dieselbe Multiplikation zur Auflösung linearer 
Gleichungen an. Dasselbe geschieht von Hanhel in seinen Vorlesungen über complexe Zahlen 
(Leipzig, 1867), in denen man eine genaue Bekanntschaft mii Grassmann s Schriften (besonders von 
^2- 1862) deutlich erkennt. 

Alle diese Schriftsteller legen gewisse Einheiten zu Grunde, die das Gesetz befolgen: 

a* = 0, 6a = — ab, 

und unter den Namen „Clefs" oder „Altemirende Zahlen" bekannt sind. 

ScIüegcVs System der Raumlehre (Leipzig, 1872) hat zum Zweck, in das Studium der Aus- 
dehnungslehre einzuführen, und schliesst sich an die Darstellung der Ausgabe A^ (1862) an. 

Peanos Calcolo Geometrico secondo T Ausdehnungslehre di Grassmann (Torino, 1888) nähert 
sich der philosophischen Darstellung Grassmanns und behandelt in verschiedenen Kapiteln die aus 
Punkten, aus Strecken und aus Flächen aufgebauten Gebilde (bezüglich erster, zweiter und dritter 
Species), mit vielen Anwendungen. 

llyde hat in seinem „Directional Calculus based upon the methods of Herrmann Grasstnann"" 
(Boston, 1890) ein leichtverständliches Lehrbuch verfasst. 



*) Die Gesammtausgabe seiner Schriften war bei Abfassung dieses Bandes noch nicht erschienen. 
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II. Hauptstück. 

Allgemeine Begriffe. 

1. Die Ausdehnungslehre ist die Lehre von den Ausdehnungsgrössen, oder nach 
Cauchy (Ex. 1847, t. IV, p. 158) von den geometrischen Grössen, das heisst, von geometrischen 
Gebilden, die nach Grösse, Lage, Richtung und Sinn betrachtet werden. 

Die geometrischen Grössen stehen also in so fern im Gegensatze zu den arithmetischen 
und algebraischen Grössen, als bei letzteren Lage und Richtung nicht in den Begriff dieser 
Grössen eingehen. 

Zusatz (1). Wird bei algebraischen Grössen zuweilen die positive und negative Richtung 
in Betracht gezogen, so werden sie eben dadurch schon nicht mehr als rein algebraische Grössen 
behandelt. Eine Grösse wird schon dadurch zu einer geometrischen, dass entweder ihre Richtung 

oder ihr Sinn oder ihre Lage mit betrachtet wird. Die imaginäre Einheit V — 1 ist als geometrische 
oder algebraische Grösse zu betrachten, je nachdem man ihr eine Richtung zuschreibt oder nicht. 

Zusatz (2). Die rein arithmetischen und algebraischen Zahlen werden von Argatid (Essai 
no. 6) als „absolute" Grössen bezeichnet, von Hamilton als „ ausserräumliche " Grössen, meistens 
aber als „Sealaren", von &rassmann als „Zahlengrössen". 

Zusatz (3). Die Einführung der geometrischen Grössen geschah von Argand, indem er 
(Essai no. 7) den Ausdruck 

a -\-h V— 1 = p(cos (p + V—i sin (p) 

als die Hy pothenuse eines rechtwinkligen Dreiecks mit den beiden Katheten a = q cos (p, b = Q sin (f 
betrachtete. Er stellte solche „Richtungslinien" (lignes en direction oder lignes dirigöes, Essai no. 6) 
als einen neuen Begriff auf und vertheidigte ihn gegen die Einwendungen von Scrvois (Ausgabe 
1874, Anhang III und V). Doch wagte er seine Methode noch nicht als einen neuen mathematischen 
Zweig hinzustellen, sondern nur als „un moyen de recherches" (no. 32), obwohl er schon die Regeln 
der Addition und Multiplikation und der beiden umgekehrten Operationen für seine Richtungslinien 
aufgestellt hatte. 

Argand (p. 92—93) bemühte sich vergebens, seine Richtungslinien auch im Räume von drei 

Ausdehnungen darzustellen, indem er die Winkel senkrecht zur Ebene der beiden Axen 1, V—\ 
imaginär annahm (s. Synopsis, Bd. I, S. 45). Dies gelang erst Uamüton und Grassmann, indem sie 
die Strecken im Räume von jeder algebraischen Darstellung unabhängig auffassten. 

2. Die neuen geometrischen Grössen erheischen eine Prüfung in Betreff der Grund- 
operationen: Addition und Multiplikation. Ob nämlich das distributive, das associative und 
das commutative Gesetz bei diesen Operationen bestehen bleibt, wird von den jedesmaligen 
Voraussetzungen abhängen, denen man diese Grössen unterwirft. 

Zusatz (1). Das distributive und commutative Gesetz wurde von Servois (Gergonne^ 
Ann. t. 5, p. 93 ss.) für Punktionen überhaupt dahin definirt, dass eine Punktion y distributiv ist, 
wenn (no. 3): 

y(« + y + . . .) = y(^) + y(y) + . . - 

und dass zwei Punktionen y und f commutativ sind, wenn (no. 4): 

(ffz = fipz. 
Das associative Gesetz wurde von Hamilton definirt wie folgt: 

a + (ft + c) 1= (a + 6) + ^; o(&c) = [(ih)c, 
Zusatz (2). Im Allgemeinen wird sich zeigen, dass diese drei Gesetze bei der Addition 
bestehen bleiben, hingegen nicht sämmtlich bei den Multiplikationen. 
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3. In SO fern die Elemente der Ausdehnungslehre mehrere geometrische Begriffe, wie 
Grösse, Lage, Richtung, Sinn, in sich vereinigen, bilden sie einen Schritt in der von Leihniz 
bezeichneten Richtung (s. oben S. 21). Noch näher kommt man dem Leibniz ^ohew Gedanken, wenn 
man auch mechanische Begriffe in diese Elemente hineinträgt. So stellt Clifford (Proc. London 
M. S. vol. 4; Papers, p. 188) Translation, Rotation, Schraubenbewegung und ihre Geschwindig- 
keiten durch seine Elemente: Vector, Rotor und Motor dar. 

Zusatz. Von den Vorzügen der Ausdehnungslehre sprechen Hamilton und Grassmann in 
beredten Worten. Letzterer sagt in der Ausgabe A^ (S. V), die Rechnung (in Lagrange ^ M6ch. 
Anal.) sei mit Hilfe dieses neuen Calctils „oft mehr als zehnmal kürzer" ausgefallen. „Bei der 
sonst üblichen Methode zeigte sich durch die Einführung willkürlicher Coordinaten, die mit der 
Sache nichts zu schaffen haben, die Idee ganz verdunkelt ..."; im neuen Calcül ging „die Art 
ihrer Entwicklung stets dem Begriffe zur Seite", indem die Formeln sofort ihre geometrische 
Deutung erkennen Hessen. 

In einer seiner letzten Schriften (Math. Ann. Bd. 12,. 1877, S. 222) sagt Grassmann in Bezug 
auf Mechanik: „Es gibt wohl kaum ein Gebiet, auf welchem sich die Unentbehrlichkeit des in 
meiner Ausdehnungslehre (von 1844 und 1862) dargestellten* Calcüls so schlagend erwiese . . .". 

Als eine der schönsten Anwendungen bezeichnet er die Krystallgestalten, das heisst, 
Systeme von Ebenen, welche ihrer Lage nach veränderlich, ihrer Richtung nach aber konstant 
sind (-^3 § 171). Diese Untersuchung der Krystalle hatte auch Gauss im Jahre 1831 zu Unter- 
suchungen veranlasst, welche mit der Addition geometrischer Grössen viel Aehnlichkeit haben. 
Dieselben sind jedoch nicht ausgearbeitet und erst im Nachlass erschienen (Werke, Bd. II, 
S. 305-308). 

4. Mit der Ausdehnungslehre sind auch vielfach ausgedehnte Mannigfaltigkeiten in 
Verbindung gebracht worden. 

Bei Argand darf man eine solche Erweiterung nicht erwarten, da sie ihm nicht einmal für 
drei Dimensionen gelang. 

Mobius kam nur gelegentlich auf vier Dimensionen zu sprechen, indem er (Bar. Calcül, 
§140 Anmerkung) gleichsam als eine Merkwürdigkeit erw^ähnte, dass man symmetrische Gebilde 
nur mittelst des Ueberganges durch einen höhern Raum zur Deckung bringen könne. Er fügte 
aber hinzu, dass ein Raum von vier Ausdehnungen „nicht gedacht" werden könne. 

Hamilton (Lectures, Preface no. 36) beschränkte seine Quaternionen ausdrücklich auf drei 
Richtungseinheiten, um dieselben für die Raumlehre nützlich zu machen. 

Grassmann hingegen neigte mehr zur Abstraktion und setzte die Anzahl seiner Einheiten 
gleich w. Seine „Ausdehnungslehre bildet die abstrakte Grundlage der Raumlehre, das heisst, sie 
ist die von allen räumlichen Anschauungen gelöste rein mathematische Wissenschaft, deren 
specielle Anwendung auf den Raum die Raumlehre ist" (^3 S. 277; vergleiche S. VII). Grassmann 
hebt an mehreren Stellen hervor, Elementargrössen von höherer als vierter Stufe seien nicht 
mehr räumlich, weil der Raum nur drei Ausdehnungen habe. 

Zusatz (1). Eine der Grassmann ^ohen ähnliche Erweiterung liegt in Kirkmans Plu- 
quaternionen, die aus 2n— 1 Einheiten aufgebaut sind, im Uebrigen aber den Hamilton sehen 
Regeln folgen (Phil. Mag. vol. 33, 1848, p. 447 ss.): 

öo = '^o = --=-l' %h=-K%^ etc. 

Eine etwas verschiedene Erweiterung entwickelte Clifford (Amer. J. of Math. vol. 1, p. 350 ss., 
Papers p. 266 ss.), indem er Quaternionen höherer Ordnung bildete, deren Coefficienten wieder 
Quaternionen der nächst niedrigeren Ordnung sind. 

Diese beiden Ei'w^eiterungen sind indessen noch nicht weiter ausgebildet worden. 

Caylcys Memoir über abstrakte Geometrie (Phil. Trans, vol. 160, 1870, p. 51—63) handelt 
ebenfalls über höhere Mannigfaltigkeiten, aber ohne analytische Entwicklungen. 
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Zusatz (2). Alle oben erwähnten Erweiterungen beziehen sieh auf Mannigfaltigkeiten vom 
Krümraungsmass Null, so dass man durch blosse Beschränkung der Anzahl Einheiten auf 
n = 2, 3 oder 4 wieder auf den gewöhnlichen Raum von einer, zwei oder drei Ausdehnungen 
zurückkommt. 

Allgemeinere Betrachtungen über höhere Mannigfaltigkeiten von beliebigem positiven 
oder negativen Krümmungsmasse wurden von Eieniann in der oben (S. 4) erwähnten Vorlesung 
allerdings mehr angedeutet als ausgeführt. Denn die Vorlesung war nicht für die Veröffentlichung 
durchgearbeitet. 

Auch Grassmann suchte später (1877, A^, Anhang I) zu zeigen, dass man durch Aufstellung 
von höheren Gleichungen zwischen den Coefficienten eines Elementarsystems auch Mannigfaltig- 
keiten von beliebigem Krümmungsmasse erhalten könne. Er begnügte sich jedoch mit allgemeinen 
Andeutungen, und seitdem scheinen dieselben nicht weiter geprüft worden zu sein. 

Riemann und Grassmann kommen aber darin überein, dass sie den Ausdruck „Raum" auf 
die dreifach ausgedehnte Mannigfaltigkeit beschränken, während eine n-fach ausgedehnte Mannig- 
faltigkeit einfach der Inbegriff aller reellen und complexen Werthe ist, welche die n Veränderlichen 
x^ . . ,Xn (das „Element der Mannigfaltigkeit") annehmen können. Dieselbe Ansicht vertritt Klein 
(Programm 1872, S. 43), wenn er sagt, der Werth dieser Untersuchungen über höhere Mannig- 
faltigkeiten ruhe in ihrem eigenen mathematischen Inhalte, gänzlich unabhängig von einer Raum- 
vorstellung. 

Zusatz (3). Riemann s Andeutungen über homogene Differentialausdrücke mit beliebig 
vielen Veränderlichen zur Untersuchung des Krümmungsmasses wurden theilweise verbessert und 
weiter fortgeführt von BeUrami (TortoUnfs Ann. t. 2, 1868—69), von Christ(^el und Lipschitz (Crdle^ J. 
Bde. 70—71, 1869—1870), Klein (Math. Ann. Bd. 6, 1873), Jörda» (Compt. Rend. t. 79, 1874, p. 909) 
und Andern. 

Ein Verzeichniss einschlägiger Arbeiten gibt IMsted im American J. of Math. (vol. 1—2, 
1878-1879). 



III. Hauptstück. 

Die Elemente und ihre Einheiten. 



Vorbemerkung. Nach Grassmann (Math. Ann. Bd. 12, 1877, S. 375) macht die Ausdehnungs- 
lehre nur die eine willkürliche Annahme, „dass es nämlich Grössen gebe, die sich aus mehr als 
einer Einheit numerisch ableiten lassen". 

1. Als Elemente bezeichnet man (Grassmann A^ § 13), wie in der Combinationslehre, die- 
jenigen Grössen, aus welchen alle übrigen abgeleitet werden. 

Diese Elemente w^erden von Argand, Hamilton und Grassmann als zusammengesetzt aus 
geometrischen Einheiten und algebraischen Coefficienten vorausgesetzt (s. oben 11, 1.), 
ähnlich wie in der angewandten Arithmetik zwischen den Zahlen und ihren Benennungen unter- 
schieden wird. 

Die Coefficienten bestimmen nur die Grösse eines Elementes, die Einheiten hingegen 
Lage, Richtung und Sinn. Sollen zwei Elemente einander gleich gesetzt werden, so müssen 
sowohl ihre Einheiten als auch ihre Coefficienten mit einander übereinstimmen. 

Zusatz (1). Grassmann bezeichnete die Einheiten meist mit c^, ^2 . . .; Hamilton hatte deren 

nur drei: i, / i, und Argand nur zwei: 1 und V— 1. Zuweilen werden für verschiedene Gattungen 
von Elementen auch verschiedene Zeichen gewählt, wie fr für Punkteinheiten, *r Air Linien- 
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elnheiten, tjr für Ebeneneinheiten (in Hydes Directional Calculus). Bei Ärgand ist also die imaginäre 

Einheit V— 1 niclit Coefficient, sondern geometrische Einheit. 

Zusatz (2). CayUy (Quart. J. of M. vol. 22, 1887, p. 273—274) nennt die Coefficienten 
und Einheiten bezüglich ordentliche und ausserordentliche Grössen. Ärgand bezeichnete 
seine beiden Einheiten als Richtungen oder Ordnungen. Die Coefficienten gehören zu den rein 
arithmetischen oder algebraischen Grössen und werden von Hamilton Sealaren genannt (vergK 
oben n, 1. Zusatz (2)). 

2. Die Einheiten eines Systems werden als von einander unabhängig vorausgesetzt, so 
dass keine lineare Bedingungsgleichung zwischen ihnen besteht. 

Zusatz (1). Dem steht aber nicht entgegen, dass Bedingungsgleichungen höheren Grades 
zwischen den Einheiten aufgestellt werden, zum Beispiel: 

wie dies bei den Multiplikationsregeln (s. unten VI, 2.) thatsächlich geschieht. 

Zusatz (2). Trifft man also unter dieser Voraussetzung auf eine solche lineare Bedingung 
2 = 0j so darf man schliessen, dass alle einzelnen Coefficienten gleich Null sind. 

Diesen Satz hatte schon Ärgand (Essai no. 10) aufgestellt. Er schliesst nämlich aus der 
Gleichung a + h ^ a' + b\ wo a und a' gleichartige Grössen sind, ebenso b und h\ dass auch a — a' 
und b — &'. 

3. Bei Anwendungen auf die Raumlehre kann man die Elemente entweder als Punkte 
oder als Gerade oder als Ebenen betrachten. 

Zusatz (1). Der Grössenbegriff des Coefficienten ist beim Punkte seine Vielfachheit 
oder sein „Gewicht", bei der Geraden ihre Länge und bei der Ebene ihr Flächeninhalt. 

Der Ortsbegriff ist beim Punkte seine Lage, bei der Geraden und Ebene die Richtung 
nach einem bestimmten Sinne. 

Ein solcher Punkt, bestimmt nach Lage und Gewicht, heisst „Punktgrösse", eine Gerade, 
bestimmt nach Länge, Richtung und Sinn, heisst „Strecke"; eine Ebene, bestimmt nach Inhalt, 
Richtung und Sinn, scheint bei Hamilton und Grassmann noch nicht als Element aufzutreten und hat 
deshalb noch keine eigene Benennung. 

Zusatz (2). Strecken und Richtungsebenen ändern sich also bei paralleler Verschiebung 
nicht Sind dieselben aber in besonderen Fällen an bestimmte Punkte, das heisst an bestimmte 
Lagen gebunden, so heissen sie starre Grössen (ä^ § 109). 

Strecken werden von Hamilton (Lecture T) und Grassmann entweder durch einzelne Buch- 
staben a, 6, dargestellt, oder durch je zwei Punkte, deren Entfernung ihre Länge und deren 

Lage ihre Richtung bestimmt. So bezeichnet B — Ä die Strecke von Ä nach B oder irgend eine 
gleich lange und parallele Strecke. Hingegen bezeichnet das Produkt zweier Punkte Ä • B eine 
starre Strecke, wie sich unten bei den Multiplikationsregeln zeigen wird. 

Zusatz (3). Die Betrachtung von Punkten, Geraden und Ebenen als Elemente ist in so 
fem willkürlich, als man dieselben auch als aus einander abgeleitet betrachten kann. Bei dieser 
Auffassung sind sie dann nicht mehr Elemente, sondern abgeleitete Grössen. So kann der Punkt 
aus Geraden oder Ebenen, die Gerade aus Ebenen oder Punkten, die Ebiene aus Punkten oder 
Geraden abgeleitet werden. 

Die dualistische Auffassung tritt jedoch in den Schriften Hamiltons und Grassmanns nicht 
hervor. Auf sie gestützt liesse sich wohl die Ausdehnungslehre in vielen Punkten vereinfachen, 
namentlich in Bezug auf die Definitionen der Elementargrössen und einiger Multiplikationsarten. 
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IV. Hauptstück. 

Die Elementargrössen und ihre Gebiete. 

Vorbemerkung (1). Die Grassmann sehen „Elementargrössen" lassen sich aus den Orts- 
oder Richtungselementen auf ähnliche Weise ableiten, wie die im I. Abschnitte (S. 6) besprochenen 
„Grundgebilde" aus den gewöhnlichen (nicht an Lage und Richtung gebundenen) Elementen. 

Vorbemerkung (2). Die Stufenzahl, welche bei „Grundgebilden" der Anzahl Parameter 
entspricht, bedeutet bei Grassniann entweder die Anzahl Elemente, aus welchen die Glieder einer 
„Elementargrösse" zusammengesetzt sind, oder die Anzahl Ausdehnungen, welche eine „Aus- 
dehnungsgrösse" im Räume darstellt. Die Stufenzahlen der „Grundgebilde", der „Elementar- 
grössen" und der „Ausdehnungsgrössen" stimmen also nicht vollständig mit einander überein. 

1. Setzt man gewisse von einander unabhängige geometrische Grössen a^, a^. ... als 
Elemente voraus, so ist ein linearer Ausdruck von der Gestalt -S^a^^r eine Elementargrösse 
erster Stufe, weil jedes Glied aus einem einzigen Elemente besteht. 

Vereinigt man m Elemente (durch eine später zu bestimmende Operation) zu einem neuen 
Gebilde -4r, so heisst eine lineare Funktion solcher Gebilde 2arAr eine Elementargrösse 
mter Stufe {Grassmann Ä^ § 94 ss. und 109). 

Diese Definitionen bleiben bestehen, auch wenn die Summen sich auf ein einziges Glied 
reduciren. 

Zusatz (1). Ein Punkt ist also eine Elementargrösse erster oder zweiter oder dritter 
Stufe, je nachdem er als Element betrachtet wird, oder erzeugt durch zwei Gerade oder durch 
drei Ebenen. 

Eine Gerade ist eine Elementargrösse erster oder zweiter Stufe, je nachdem sie als 
Element betrachtet wird, oder erzeugt durch zwei Punkte oder durch zwei Ebenen. 

Eine Ebene ist eine Elementargrösse erster oder zweiter oder dritter Stufe, je nachdem 
sie als Element betrachtet wird, oder erzeugt durch zwei Gerade oder durch drei Punkte. 

Dreiecke und Tetraeder sind bezüglich Elementargrössen dritter und vierter Stufe. 

Zusatz (2). In einem ähnlichen Sinne theilt Peano (Calcolo Geom. p. 25 ss.) die Elementar- 
grössen ein. Er bezeichnet die lineare Funktion JS'a^ar als Gebilde erster, zweiter, dritter oder 
vierter „Species", je nachdem die Grössen ar Punkte, Gerade, Ebenen oder Räume bedeuten. 

Zusatz (3). Als Ausdehnungsgrössen betrachtet haben diese Gebilde eine um Eins 
niedrigere Stufenzahl. Es^ sind nämlich Punkt, Gerade, Ebene und Raum Ausdehnungsgrössen 
bezüglich von der nullten, ersten, zweiten, dritten Stufe, ganz abgesehen davon, ob sie als Elemente 
betrachtet werden oder nicht. 

2. Eine Elementargrösse wter Stufe bestimmt ein Elementargebiet mter Stufe, und eine 
Ausdehnungsgrösse wter Stufe bestimmt ein Ausdehnungsgebiet mter Stufe (^3 § 107 und § 14). 

Einem Elementargebiet mter Stufe entspricht nach Grassmann {A^ Anhang I, Anmerkung) 
ein Ausdehnungsgebiet (m -l)ter Stufe. 

Zusatz (1). Die ursprünglichen Einheiten, aus welchen alle betrachteten Grössen hervor- 
gehen, bestimmen das Hauptgebiet [A^ no. 86). 

Zusatz (2). Je zwei Gebiete haben ein gemeinschaftliches und ein verbindendes 
Gebiet. Ist beispielsweise ein Gebiet A aus den Einheiten Cj, Cg, e^ abgeleitet, und ein Gebiet B 
aus den Einheiten e^, e^, c^, so ist ihr gemeinschaftliches Gebiet ableitbar aus den Einheiten Cg, e^ 
und ihr verbindendes aus c^, e^, e^, e^. 

Sind m, n die Stufenzahlen zweier Gebiete, ff diejenige ihres gemeinschaftlichen und v 
diejenige ihres verbindenden Gebietes, so ist: 

m + n =:^ ff -^ V, 
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So hat man für zwei Gerade in einer Ebene: 1 + 1 = + 2, und fUr zwei Ebenen im Räume: 
2 + 2 = 1 + 3, w^enn man nur die Ausdehnungsgebiete in Betracht zieht (^3 § 126). 

8. Die Elementargrössen sind nicht wie die Einheiten (oben EI, 2.) nothwendig von ein- 
ander unabhängig. Sie sind dies nur dann, wenn jede ganz ausserhalb des Gebietes der übrigen 
liegt (A, § 125). 

Die Abhängigkeit kann darin bestehen, dass eine Reihe solcher Grössen aus einer andern 
Reihe numerisch ableitbar ist, oder dass zwischen den Grössen einer Reihe lineare Bedingungs- 
gleichungen bestehen. 

(a) Wenn n Grössen Ur aus n Grössen br numerisch ableitbar sind, so ist dasGebiet der 
erstem mit dem Gebiete der letztern identisch. Sind aber n Grössen Ur aus weniger als 
n Grössen br ableitbar, so besteht zwischen den ersteren eine lineare Bedingungsgleichung. 

Zusatz. Grassmann legt wiederholt Nachdruck darauf, dass man statt der ursprünglichen 
(inmier homogen auftretenden) Einheiten beliebige andere einführen könne, welche sich aus ihnen 
linear ableiten lassen (A^ no. 37 ff., 50—51 und no. 330 ff.; Crelk's J. Bd. 49, 1855, S. 131 ff.). 

(b) Wenn zwischen gegebenen Elementargrössen lineare Bedingungsgleichungen 
bestehen, so reducirt sich ihr Gebiet auf niedrigere Stufen (A2 no. 229 ff.). 

Zusatz (1). Wenn zum Beispiel zwischen zwei, drei oder vier Punkten eine lineare 
Bedingungsgleichung besteht, so fallen sie bezüglich zusammen oder liegen auf einer Geraden oder 
auf einer Ebene. 

Besteht zwischen zwei, drei oder vier Ebenen eine solche Bedingungsgleichung, so fallen 
sie wieder bezüglich zusammen oder schneiden sich in einer Geraden oder in einem Punkte. 

Besteht zwischen zwei oder drei Strecken eine solche Bedingungsgleichung, so sind sie 
bezüglich einer Geraden oder einer Ebene parallel. 

Zusatz (2). Man kann daraus auch umgekehrt schliessen: 

Alle Punkte einer Geraden oder einer Ebene oder des Raumes lassen sich bezüglich aus 
zwei, drei oder vier beliebig gegebenen Punkten linear ableiten. Die Coefficienten eines solchen 
linearen Ausdrucks sind die barycentrischen Coordinaten von Möbius (oben S. 75). 

Alle Ebenen eines Büschels oder eines Bündels oder des Raumes lassen sich bezüglich 
aus zwei, drei oder vier beliebig gegebenen Ebenen linear ableiten. 

Grassmann (^3 § 117) fasst diese Fälle in dem Satze zusammen, dass man jede Elementar- 
grösse als lineare Punktion der Coordinaten gleicher Stufe darstellen könne. Er legt 
nämlich im Räume ein Pundamentaltetraeder zu Grunde, und bezeichnet die vier Eckpunkte als 
Coordinatensystem erster Stufe, die sechs Kanten als solches zw^eiter Stufe und die vier Seiten- 
flächen als solches dritter Stufe. Danach lässt sich also jeder Punkt durch die vier Eckpunkte, 
jede Gerade durch die sechs Kanten, jede Ebene durch die vier Seitenflächen darstellen. 

4. Die Coefficienten in der vorhin erwähnten linearen Darstellung der Elementargrössen 
werden von Grassmann als Projektionen der dargestellten Grössen auf die Elemente aus- 
gedrückt. .Dieser Theil seiner Theorie ist jedoch dunkel und kann auch als mit dem Folgenden 
nicht nothwendig zusammenhängend übergangen werden. 

(a) „Unter der Projektion oder Abschattung einer Grösse (.4) auf ein Grundsystem (G) 
nach einem Leitsysteme (L) verstehen wir diejenige Grösse, welche, dem Grundsysteme angehörend, 
mit einem Theil des Leitsystems gleiches Produkt liefert, wie die projicirte oder abgeschattete 
Grösse (-i)" (^3 § 82 und 149). Unter Produkt ist hier das „äussere" verstanden (s. unten VE). 

Zusatz. „Eine Gleichung bleibt als solche bestehen, wenn man alle ihre Glieder in 
demselben Sinne abschattet (projicirt)." Denn „die Abschattung (Projektion) einer Summe ist gleich 
der Summe aus den Abschattungen der Stücke" (§ 82). „Die Abschattung eines Produktes ist 
das Produkt aus den Abschattungen seiner Faktoren, wenn alle Abschattungen in demselben Sinne 
genommen (d. h. Grundsystem und Leitsystem dieselben) sind." „Statt einen Quotienten abzu- 
schatten, kann man Zähler und Nenner in demselben Sinne abschatten" (A^ § 84). 

18 
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(b) Analytische Darstellung der Projektion für den „Fall, dass die abzuschattende 
Grösse mit dem Grundsysteme von gleicher Stufe ist** (^3 § 85): 

Ist Ä die zu projicirende Grösse und A' ihre Projektion, sind femer L und G Theile 
bezüglich des Leitsystems und des Grundsystems, so dass LG das Hauptsystem (also eine 
algebraische Grösse) darstellt, und sind endlich Ä und G von gleicher Stufe, so ist nach der 
Definition in (a): 

A-L 

A'L = AL, also A' = ^ — =- • G. 

(c) Anwendungen dieser Formel findet man bei Grassniann {A^ no. 127—129) und Hyde 
(Dir. Calc. p. 43, 45 und 68): 

Ist zum Beispiel G-L^c^e^ ein Hauptsystem zweiter Stufe, so kann man die Elementar- 
grösse a = «i e?i + «^ ^2 darstellen durch 

a — — - • Ci H • Cjj. 

Ist G ' L = e^ €2 C3 ein Hauptsystem dritter Stufe , so kann die Elementargrösse 
a = a^^»! -f «2^2 + «3^3 dargestellt werden durch 

^ ~ JTT^^i * ^^-2^ + ^2 ' ö^s^i + ^3 ' a^i^). 
^1 ^2 ^3 

Für ein Hauptsystem vierter Stufe hätte man in der Klammer noch ein viertes Glied, 

und jedes Glied hätte nach a noch eine dritte Einheit, mit dem gemeinschaftlichen Nenner e^e^e^e^. 



V. Hauptstück. 

Geometrische Addition. 

Vorbemerkung (1). Der Begriff der geometrischen Addition von Strecken findet sich 
bei Argand (Essai, 1806, no. 10), bei Warrm und Bellavitis (1828—1838), bei MSbius (Mechanik des 
Himmels, 1843, § 2; CrellcB, J. Bd. 28, 1844; Werke Bd. I, S. 601 und Bd. IV, S. 658 ff. aus dem 
Jahre 1862), Uamüton (Lectures art. 36) und Grassmann\ derjenige der Addition von Punkten bei 
Mobius (1827) und Grassniann (1844). Vergleiche oben I. 

Vorbemerkung (2). Den Zusammenhang zwischen der Addition von Punkten und Strecken 
hat Grassmann gelehrt. In der Ausgabe A^ S. 150 zeigt er in einer längern Anmerkung, dass es 
bei der Addition nicht verschiedene Arten gebe wie bei der Multiplikation. 

1. Allgemein kann man die Addition der geometrischen Grössen darstellen wie folgt: 

WO die Grössen a und h von gleicher Stufe sein müssen, damit die Anzahl Einheiten e in beiden 
Summen dieselbe sei (Grassmann A^, Anhang III, no. 20); sie brauchen aber keineswegs gleich- 
artig zu sein. 

Zusatz (1). Da also die Addition geometrischer Grössen durch die Addition der Coefficienten 
geschieht, so gelten bei derselben die algebraischen Gesetze, namentlich das distributive, das 
associative und das commutative (A^. Anhang III, no. 9). 

Es gibt allerdings eine Addition, bei welcher das commutative Gesetz nicht gilt. Dieselbe 
stellt aber in Wirklichkeit eine Multiplikation dar (vergl. unten X, 7. Zusatz (2)). 
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Zusatz (2). Ist a + b = c, so heisst a = c — b die geometrische Differenz zwischen 
c und 6. Eine geometrische Grösse b von einer andern c subtrahiren heisst also eine dritte 
Grösse a finden, welche zu b addirt c gibt. Man kann auch mit Mobius {CreUe's J. Bd. 28, art. 5) 
sagen: Eine geometrische Grösse wird subtrahirt, indem man sie in entgegengesetzter Richtung 
genommen addirt. 

Zusatz (3). Die wirkliche Ausführung der Addition w^ird in besondern Fällen auch 
besondere Kunstgriffe erlauben. Im Allgemeinen gibt Grasstnann {A^ § 48) die folgende Methode: 

„Zwei Ausdehnungsgrössen wter Stufe, welche demselben System (n -f l)ter Stufe angehören, 
werden addirt, indem man sie auf einen gemeinschaftlichen Faktor (n — l)ter Stufe bringt, und die 
Summe der ungleichen Faktoren mit diesem gemeinschaftlichen Faktor verknüpft." 

Ausdehnungsgrössen, welche nicht dem Gebiete nächst höherer Stufe angehören, wie zum 
Beispiel zwei starre Strecken, die sich nicht in eine Ebene bringen lassen, erfordern eine eigene 
Betrachtung. G-rassmann {A^ § 51) bezeichnet eine solche Summe als „formell" oder als „Summen- 
grösse" (vergl. unten 2. Zusatz). 

2. Die Addition von Strecken wird von Grassmann {A^ Anhang HI, Aufgabe 8) in folgenden 
Worten gegeben: 

„Gerade Linien von bestimmter Länge und Richtung addirt man, indem man die einzelnen 
Linien, ohne ihre Richtung und Länge zu ändern, nach der Reihe stetig, d. h. so an einander legt, 
dass w^o die eine aufhört, die nächstfolgende anfängt; dann ist die gerade Linie vom Anfangspunkte 
der ersten zum Endpunkte der letzten die gesuchte Summe." 

Zusatz. Diese Regel ist nicht anw-endbar auf „starre" Strecken oder „Liniengrössen", 
die an eine bestimmte Lage gebunden sind. Nach Grasstnann {A^ § 115) „gelangen wir durch die 
Addition der Liniengrössen zu einer eigenthümlichen Summengrösse, welche besonders für die 
Statik von entschiedener Wichtigkeit ist". Er behandelt aber nur den besondern Fall, wo die 
beiden Linientheile parallel sind und gibt eine Konstruktionsmethode für die Summengrösse. 
Dabei bilden zwei gleich lange und entgegengesetzte Liniengrössen einen Ausnahmefall, indem sie 
auf einen Flächenraum führen (^3, Anhang HI, Aufgabe 13 und 14; vergl. -4, no. 275—276). 

Die Additionsmethode dieser gebundenen Strecken findet man unten (VII, 6. (a) 
Zusatz (2)). 

3« Für die Addition von Punkten gilt folgende allgemeine Regel. Da man jedem 
beliebigen Punkte B des Raumes den Coefficient (die Masse) Null zutheilen kann, so hat man 
die Identität: 

aA={a—a)B + aA = aB + a{A — B), 

wo der letzte Ausdruck eine Strecke bedeutet. Man hat also die folgende allgemein giltige 
Additions-Formel für Punkte: 

(a) aA + ßB + .,. = (a + ß+ ...)B + a(A — B) -\- ß{B — B) + .,. 

Es ist demnach eine Summe von Punkten zunächst gleich einem Punkte, vermehrt um 
eine Summe von Strecken aus diesem Punkte. 

Diese gemischte Summe lässt sich aber nach Grassrnann (A^, Anhang HI, Aufgabe 6 und 10) 
auf einen Punkt zurückführen. Schreibt man nämlich m für a + /J + . . . und vereinigt die 
Strecken a{A — B) -\- . . , nach 2. in eine einzige Strecke Q — P, zieht man ferner von B aus 
eine Strecke S — B parallel mit Q — P, und von solcher Länge, dass Q — P = m{S — B) ist, 
so hat man: 

(b) aA + ßB + .., = mB + {Q — P) = mB + 7n(S— B) = mS. 

Also ist die Summe von Punkten im Allgemeinen wieder ein Punkt. 

Zusatz (1). Betrachtet man die Coefficienten a, ß, ... als Gewichte, so stellt S den 
Schwerpunkt der gegebenen Punkte dar. 

18* 
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Aus der Vergleichung von (a) und (b) ersieht man also, dass R der Schwerpunkt der 
Punkte aA.ßB, ... wird unter der Bedingung: 

a{Ä — R) + ß{B — E) + ... = 0. 

Zusatz (2). Ist die Gewiehtssumme a + /J -f- . . . = 0, so zeigt Gleichung (b), dass die 
Summe solcher Punkte eine Strecke Q — P darstellt. 

Die Deutung einer solchen Summe erhält man aus dem dritten Theile derselben Gleichung (b), 
wo fH{S—R) nicht verschwinden darf, also S— R = 'x sein muss. Die Strecke Q — F bedeutet 
also die Richtung nach einem unendlich fernen Schwerpunkte S mit der Gewichtssumme Null 
(^3 § 99 Anmerkung). 

4. Für die Addition zweier Plächenstticke gVai Grassniann die Regel, dass man dieselben 
in ihren Ebenen parallel mit sich verschiebe bis sie sich in der Schnittlinie dieser Ebenen treffen, 
und ihnen dann durch Umformung eine gemeinschaftliche Grundlinie gebe. 

Zusatz (1). Er zeigt in den Ausgaben Ä^ und A^ (Anhang HI, Aufgabe 15—17) an 
mehreren Aufgaben, wie diese Addition bewerkstelligt wird, je nachdem die Flächenstücke durch 
Punkte A, J5, . . . ausgedrückt sind, oder durch Strecken a, 6, . . . oder durch beides zugleich. 

Die folgenden Formeln mögen die Regel erläutern: 

ah -\- cd = ef + eg = e(f + g), 

ABC + DEF=Gni+GHK=GU(I+K), 

ABc + ABd = AB{c + d). 

Sind die Ebenen der Flächenstücke ABC und DEF parallel, also ohne Schnittlinie, so 
kann man setzen: 

{E— D)(F- I)) = a(B - A){C — Ä), 

ABC + DEF = (A + aB)(B-A){C^A), 

Sind also die beiden Flächenstücke entgegengesetzt gleich, so ist «— — 1 und (A + aT>) 
ist ebenfalls eine Strecke wie die beiden andern Paktoren. 

Zusatz (2). Dieselbe Addition wird auch von Hankel in seinen „Vorlesungen" (§ 36) 
behandelt. Er stellt die Flächenstücke durch ihre (senkrechten) „Axen" dar und addirt diese wie 
Strecken: „Unter der Summe zweier Parallelogramme versteht man das Parallelogramm, dessen 
Axe die geometrische Summe der Axen jener ist." 

Auch bei Mobius findet sich eine Definition für die Addition von Flächenstücken (Nachlass 
aus dem Jahre 1862, Werke, Bd. IV, S. 663 ff.). 



VI. Hauptstück. 

Geometrische Multiplikation im Allgemeinen. 

Vorbemerkung (1). Die älteste geometrische Multiplikation ist wohl diejenige von -4r^mi 
(Essai 1806, no. 11), die im Wesentlichen nur eine geometrische Deutung der JfoiVre sehen 
Binominalformel ist. Er nannte sie die logarithmische, liess sie aber auf den zweifach ausgedehnten 

Kaum beschränkt, mit den Einheiten 1, V 1. 

Die Erweiterung derselben auf den dreifach ausgedehnten Raum geschah von Hamilton, 
mittelst der Einheiten 1, i, j, k, 

Grassmann gab in Crelles Journal (Bd. 49, 1855, S. 123 ff.) eine Untersuchung über 
verschiedene Multiplikationssysteme, wo er 16 Gattungen erwähnt. Er stellt die Bedingungs- 
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gleichungen fttr seine verschiedenen Multiplikationen in der Form dar: Sarsere, = 0, und findet 
drei Hauptgattungen, die symmetrische, die clrculare und die lineale Multiplikation. 

In seiner Ausgabe A^ findet man eine Menge von Namen solcher Multiplikationen, die 
nicht alle im Verzeichniss (1877, S. 295) aufgeführt sind, und deren Unterschied und Zusammen- 
hang sich nirgends deutlich ausgesprochen finden. Dieselben lassen sich jedoch auf zwei Haupt- 
gattungen, die äussere und die innere Multiplikation, zurückführen. Später (1877) fügte er 
denselben noch eine dritte Gattung, die mittlere Multiplikation hinzu, die er jedoch nur kurz 
andeutete, die aber in jtlngster Zeit von Prof. MacfarJanc eine weitere Ausbildung erhalten hat. 

Gh'ossmann änderte die Bezeichnung seiner Multiplikationen wiederholt, stellte aber schliess- 
lich (Math. Ann. Bd. 12, 1877, S. 377) die äussere, innere und mittlere dar wie folgt: 

[all [a|6], ah. 

Wo dieselben getrennt behandelt werden, also keine Verwechslung möglich ist, können die 
Klammem fortgelassen werden. 

Auch MÖbius spricht in seinem Nachlasse (Werke, Bd. IV, S. 664) über die äussere und 
innere Multiplikation von Linien, Flächen und Räumen, bezeichnet dieselben aber, abweichend 
von Grassmann, bezüglich als geometrische und projektive Multiplikation. 

Weitere Multiplikationssysteme wurden angedeutet von Peirce und Cayley (s. unten 2,). 

Vorbemerkung (2). Man kann die bis jetzt behandelten Multiplikationen in zwei Haupt- 
arten theilen: Die Argand-IIamiUonsche Multiplikation, welche eine Drehung bewirkt, und die 
Grassmann sehen Multiplikationen, w^elche eine Aenderung der Ausdehnungen bewirken. Prof. Mac- 
farlane unterscheidet dieselben als Versoren- und Vectorenmultiplikation, und findet in dem Mangel 
an dieser Unterscheidung die Erklärung für das Vorhandensein mancher Unklarheiten (Principles p. 78). 

Vorbemerkung (3). Da die arithmetischen und algebraischen Grössen besondere Fälle 
der geometrischen sind, so steht zu erwarten, dass auch die algebraischen Operationen und 
Rechnungsregeln in der Ausdehnungslehre eine Erweiterung erfahren. 

Wie gross die Anzahl der geometrischen Operationen sein könne, ist noch nicht hinlänglich 
untersucht; dass aber die drei algebraischen Gesetze der Grundoperationen, das distributive, das 
associative und das commutative, wenigstens bei den Multiplikationen nicht mehr sämmtlich gelten, 
ja dass auch geometrische Produkte verschwinden können, ohne dass irgend ein einzelner Paktor 
verschwinde, fiel schon Hamilton und Grassmann auf, worüber man in den Vorreden zu ihren 
Schriften lehrreiche Aufschlüsse findet. 

Im Allgemeinen hielten Hamilton und Grassmann am distributiven und associativen Gesetze 
fest, Gibbs und Macfarlam Hessen bei der Vectorenmultiplikation auch das associative fallen, und 
Harikd (Vorlesungen S. 105) erwähnt eine Multiplikation Schefflers (1846 und 1851), bei welcher 
das distributive Gesetz nicht gilt. 

Vorbemerkung (4). Prof. Gibbs empfiehlt (in seiner Rede vor der American Assoc. Adv. 
Sc. 1886 in Buflfalo), nur solche Operationen als Multiplikationen zuzulassen, bei welchen das 
distributive Gesetz in Geltung bleibe, die aber in die algebraische Multiplikation übergehen, 
sobald die geometrischen Faktoren in algebraische ausarten. Nach ihm würde eine Untersuchung 
solcher Operationen einen „grossen Reichthum multiplikativer Beziehungen" entfalten. 

Von diesem allgemeineren Geschichtspunkte aus ergibt sich aber auch die Gleich- 
berechtigung aller Multiplikationssysteme und die Hinfälligkeit aller Streitfragen 
über die Vorrechte des einen vor den andern (vergleiche „Nature", Jahrgänge 1892—1893). 

Je nach den verschiedenen zu behandelnden Aufgaben wird man verschiedene dieser 
Systeme auswählen. Die bis jetzt aufgestellten Systeme werden unten in vier getrennten Haupt- 
stücken beschrieben werden. 

1« Die geometrischen Multiplikationen lassen sich, bei der soeben gemachten 
Beschränkung auf distributive Operationen, folgendermassen darstellen. 
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Sind Cr, e, . . , die geometrischen Einheiten und a^, br... irgend welche geometrische 
Grössen, mit den algebraischen Coefficienten cr^, ß, — , so hat man: 

(a) (^arCr) . ß = larß • Cr', (SarCr) ! ß = SjCr, 

das heisst, die Multiplikation und Division geometrischer Grössen mit algebraischen befolgen die 
algebraischen Gesetze; 

worin das distributive Gesetz ausgesprochen ist, während das associative und das commutative 
im Allgemeinen nicht mehr gelten. 

2. Aus der Formel (b) wird man nun verschiedene Multiplikationssysteme ableiten 
können, je nach der Anhahme, die man über die Theilprodukte (a^ft, ...) machen will. 

Diese Theilprodukte werden wieder Punktionen der ursprünglichen Grössen Ur sein und 
diese Funktionen können an sich beliebig gewählt werden. Gayhy schlägt aber (Quart. J. of 
Math. vol. 22, 1887, p. 273) vor, die Multiplikationsgesetze auf lineare Funktionen zu beschränken, 
also auf die Formel: 

und alle anderen Funktionen nicht als Produkte, sondern mit einem andern Namen (etwa Combi- 
nationen) zu bezeichnen. 

Peirce (Amer. J. of Math. vol. 4, 1881, p. 97 ss.) fasst alle so beschränkten Multiplikations- 
systeme unter dem Namen Lineare Algebra zusammen. 

Unter einem andern Gesichtspunkte wurden dieselben von De Morgan (Cambridge, Trans, 
vol. 8, P. 3, p. 241 SS.) als Vielfache Algebra bezeichnet. Zu den ursprünglichen Einheiten 
^1, ^2 • • • werden sich nämlich aus der Bedingung ere, =r2'a,e, neue Einheiten gesellen und die 
Anzahl aller dieser Einheiten, in Verbindung mit einer algebraischen Einheit, bestimmt die Viel- 
fachheit der linearen Algebra. 

Jedes derartige algebraische System wird sein eigenes „Einmaleins" haben, durch welches 
es sich von allen andern unterscheidet. 

Zusatz (1). Die einfache Algebra umfasst also diejenige der complexen Grössen, wo 

V—l nicht als Richtungseinheit auftritt. Diejenige der reellen Grössen sollte nach Peirce (p. 105 
Anmerkung) Semialgebra heissen. 

Das System der -4r<7aw(f sehen* Einheiten 1, V—l gehört zur zweifachen Algebra, das der 
Hamilton sehen 1, i, j\ k zur vierfachen, und so fort. 

Zusatz (2). Peirce betrachtet insbesondere die linearen associativen Systeme. Für die 
einfache Algebra (p. 119) findet er die beiden möglichen Systeme i^ = i und i* = 0, die er als 
„idempotent" und „nilpotent" unterscheidet. 

Für die zweifache Algebra (p. 120) findet er drei Systeme, denen Cayley (Proc. London 
M. S. vol. 15, 1884, p. 185—197) ein viertes hinzufügt. An letzterer Stelle behandelt Cayley die 
zweifache Algebra ausführlicher, einschliesslich die nicht-associative. 

Für die dreifache Algebra (p. 122) findet Peirce fünf Systeme, für die vierfache (p. 127) 
achtzehn, für die fünffache (p. 143) siebenzig. Die sechsfache Algebra wird von ihm nur 
theilweise untersucht. 

Zusatz (3). Mit einer dreifachen Algebra, bei welcher die algebraischen Gesetze bestehen 
bleiben sollten, hatte sich auch De Morgan (a. a. 0.) beschäftigt. 

Eine achtfache nicht-associative Algebra Cayley s wird unten erwähnt werden (3. (c) 
Zusatz (3)). Eine dreifache, siebenfache und fünfzehnfache findet man unten im VIII. Haupt- 
stück 6. 
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3« Ueber die Gnindeigenschaften der wenigen bis jetzt betrachteten Multiplikationen kann 
man sich an folgendem Beispiele von zwei Faktoren einen U eberblick verschaffen: 

ah = (Xy^e^ + x^e^ + . . .) (.Vi^i + y^e^ + . . .) 

+ x^y^ (eißg) + x^y^ {e^e^ + . . . 
+ 

(a) Die beiden äussersten Fälle sind die folgenden: Erstlich können alle Theilprodukte 
(cc) = vorausgesetzt werden. Dieses System wird von Grassmann und Gihbs als bedeutungslos 
verworfen. 

Weiter aber können alle Theilprodukte der ganzen Matrix als neue Einheiten eingeführt 
w^erden. Dieses System wird von Grassmann bei Seite gesetzt, weil es keine Vereinfachungen zu- 
lasse; Prof. Gihbs hingegen meint, gerade wegen seiner Allgemeinheit sei es vielleicht das wichtigste 
von allen. Er nennt es die unbestimmte Multiplikation, weil sich aus ihr, durch hinzukommende 
Beschränkungen, alle andern Multiplikationen ableiten lassen. 

Zusatz. Legt man der unbestimmten Multiplikation die Beschränkung auf, dass sie 
commutativ sei, dass also er€, = €^€r, so erhält man eine weniger allgemeine Multiplikation, in 
welcher die Combinationen (mit Wiederholung) der ursprunglichen Einheiten zu irgend einer wten 
Klasse, als Produkte betrachtet, ein System von höhern Einheiten bilden, aus welchen sich alle 
Produkte zu m Paktoren ableiten lassen. Diese höhern Einheiten sind dann als von einander 
unabhängig vorauszusetzen. 

Grassniann nennt dieses System, wegen seiner Aehnlichkeit mit der „einfachen" Algebra, 
das algebraische, es ist aber mit jener Algebra, die auf einer einzigen Einheit beruht, nicht 
zu verwechseln. 

(b) Zwei einfache und sich in gewissem Sinne ergänzende Fälle erhält man, w^enn 
man in obiger Matrix das eine Mal die Diagonalglieder gleich Null setzt, das andere Mal alle 
übrigen Glieder. 

Zusatz. Diese beiden Multiplikationen sind von Grassmann untersucht worden. Er 
bezeichnet das System €rer = als die äussere, und das System e^e, = als die innere Multi- 
plikation, um anzudeuten, dass im ersteren Falle die Faktoren, um einen Werth zu liefern, aus- 
einander liegen müssen, im zweiten hingegen ineinander. 

(c) Eine allgemeinere Multiplikation erhält man, wenn man in obiger Matrix zwar keine 
Glieder zum Verschwinden bringt, aber dadurch eine Vereinfachung erzielt, dass man die Diagonal- 
einheiten gleich einer algebraischen konstanten Grösse setzt, und alle übrigen derart in cyclische 
Verbindung bringt, dass das Produkt beliebig vieler Einheiten immer wieder gleich einer der 
ursprünglichen Einheiten ist. 

Zusatz (1). Ein solches Multiplikationssystem hat also ausser jener algebraischen Grösse 
keine andern Einheiten als die ursprünglichen. 

Das Auftreten jener algebraischen Einheit zieht aber die wichtige Folge nach sich, 
dass in den Produkten und Quotienten dieses Systems ausser den geometrischen Grössen im 
Allgemeinen auch algebraische vorkommen. 

Zusatz (2). Dieses cyclische Multiplikationssystem eignet' sich besonders gut für den 
dreifach ausgedehnten Raum, wo man setzen kann: 

ciC^i ^3« t'«> t'Q — 1' 3 1 — ^'2* 

Dieses System mit den vier Einheiten A, e^, ^2, e^ wird von Grassniann als mittlere Multi- 
plikation bezeichnet. Sie befolgt das distributive Gesetz, aber nicht das commutative, während 
das associative davon abhängen wird, ob k eine positive oder negative Grösse ist (vergl. unten K, 2,). 

Die algebraische Einheit A kann man auch, ohne der Allgemeinheit zu schaden, gleich 
Eins setzen. In dem Systeme Hamiltons ist A = - 1 , in demjenigen von Gihbs, Ileaviside und 
Macfarlane ist A = + 1 . 
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Zusatz (3). Ein cyclisches Multipllkationssystem mit acht Einheiten haben Graves und 
Cayley entwoifen (Phil. Mag. 1843—1847; Caylcys Math. Papers, vol. I, p. 127, 301 und 586). 
Es werden „sieben imaginäre Wurzeln von —1" bezeichnet mit 



'i 'ä h U '5 '«5 '7 

und nach folgendem Schema in sieben Tripel gruppirt: 

123, 145, 624, 653, 725, 734, 176. 

Für die Einheiten eines jeden Tripels gelten die Regeln der mittleren Multiplikation (oben 
Zusatz (2)), aber für diejenigen, welche nicht demselben Tripel angehören, hat man: 

so dass für dieselben das associative Gesetz nicht gilt. 

Eine Multiplikationstafel für dieses System gibt Cayley im American J. of Math. (vol. 4, 
1881, p. 293). 

i. Die geometrische Division ist die Umkehrung der Multiplikation, indem man zu einem 
gegebenen Produkte und einem bekannten Paktor den andern Faktor zu suchen hat. 

Nach Grassmann (Ä^ § 60) entspricht jedem Multiplikationssystem eine eigene Division, und 
wenn das Multiplikationssystem nicht commutativ ist, so zerfällt diese Division in zwei Arten, je 
nachdem man den einen oder den andern Faktor zu suchen hat. 

Zusatz (1). Grassmann {A2 no. 3) stellt den Begriff der Division durch die Formeln dar 
wo a und ß algebraische Zahlen sind: 

aa ac a 

"ö" "" ^' ^ "" ^* 

Zusatz (2). Die geometrische Division findet sich schon bei Argand, als Deutung der 
Jfo/tTc'schen Binominalformel. 



VII. Hauptstflck. 

Die äussere Multiplikation. 

(Grassmann A^ § 106 ss., Anhang III, art. HI). 

Vorbemerkung (1). Das äussere Produkt ist oben (VI, 3« (b)) im Allgemeinen gekenn- 
zeichnet worden. 

Es wird von Grassmann äusseres genannt, weil der eine Faktor ganz ausserhalb des 
Gebietes des andern liegen muss, wenn das Produkt einen Werh haben soll. Sylvester (Amer. J. 
of Math. vol. 1, p. 127) und Clifford (M. Papers, p. 267) ziehen den Namen polares Produkt vor. 

Vorbemerkung (2). Dasselbe Produkt wurde später auch behandelt von Saint-Venant 
(Compt. Rend. t. 21, 1845, p. 620), von Cauchy (Ex. 1847 t. 4 und Compt. Rend. t. 36, 1853, p. 70, 
129, 161; vergl. Synopsis Bd. I, S. 217), von OBrien (Phil. Mag. 1847, vol. 31, p. 139) und von 
Hanlccl (Vorlesungen, 1867, VII. Abschn.). Scott hat dieses System seiner Theorie der Determinanten 
(Cambridge 1880) zu Grunde gelegt (vergl. Synopsis, Bd. I, S. 217—218.) 

1. Das äussere Produkt hat die definirenden Gleichungen: 

Es befolgt das distributive und associative Gesetz, an Stelle des commutativen aber tritt hier 
das alternirende. 
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Zusatz (1). Dieselben Gesetze gelten auch für alle homogenen linearen Punktionen 
dieser Einheiten, so lange sie von gleicher Stufe sind: 

a^ = b^ = 0, a6 = — 6a. 

Zusatz (2). Nach Grassmann (Ä^ § 35) sind diese beiden Gesetze nicht von einander 
unabhängig. Denn aus dem ersten folgt das zweite, indem aus 

(a + b) ' {a + h) =-. a^ + h^ + ab + ba = folgt ab = — ba, 

während aus dem zweiten unmittelbar das erste folgt, indem man beide Faktoren einander gleich setzt. 
Zusatz (3). Das alternirende Gesetz dieser Multiplikation lässt sich (^3 §55) so aus- 
drücken, dass ein einfacher Faktor in einem Produkte nur eine gerade Anzahl von einfachen 
Paktoren ohne Zeichenwechsel überspringen darf, oder auch durch die Formel darstellen: 

wo Ä und B homogene Punktionen alternirender Zahlen von den Graden a und ß sind. 

2. Für die äussere Division gibt Grassmann {A^ § 61) die Vorschrift: „Der Quotient ist 
nur dann, aber auch stets dann, eine Ausdehnung, wenn der Divisor dem Dividend untergeordnet 
und von niedrigerer Stufe ist, und zwar ist seine Stufenzahl dann der Unterschied der beiden 
Stufenzahlen des Dividend und Divisor." 

Zusatz (1). In jedem andern Falle ist der Quotient keine Ausdehnungsgrösse, er hat nur 
eine formelle oder analytische Bedeutung. Sind insbesondere Dividend und Divisor von gleicher 
Stufe, so ist der Quotient von der nullten Stufe (-^3 § 65, 68 und 73). 

Zusatz (2). Wenn der Divisor B dem Dividend A untergeordnet und von niedrigerer 
Stufe ist, so ist der Quotient nur theihveise bestimmt, und zwar findet man den allgemeinen 
Quotienten aus dem besondern C durch Hinzufügung einer von B abhängigen aber sonst will- 
kürlichen Grösse X: 

In Folge dieser Abhängigkeit ist nämlich das äussere Produkt ^ • X = 0. 

Eine geometrische Deutung dieser willkürlichen Grösse findet man in dem Satze, dass 
alle Parallelogramme und Prismen von gleicher Basis und Höhe denselben Inhalt haben. 

Grassmann zeigt (^3 § 63 und 64). in welchen Fällen man diese Vieldeutigkeit des Quotienten 
beseitigen kann, w^enn nämlich das System gleicher Stufe bestimmt ist, welchem der Quotient 
angehören soll. In einem solchen Falle kann nämlich X nicht von B abhängig gemacht w^erden, 
so dass also B • X nicht Null ist, ohne dass X = 0. 

3. Als Anwendung auf Algebra zeigt Grassmann {A^ § 45, A^ no. 134 ff.), dass Deter- 
minanten als äussere Produkte dargestellt, dass also auch lineare Gleichungen durch äussere 
Multiplikation und Division aufgelöst w^erden können. 

(a) Ist nämlich zuerst die Determinante gegeben: 



a^ a^ ... an 
&i b^ . . . bn 



:=:S±aib^c^..., 



80 denke man sich alle a als gleichartig, oder mit der Einheit e^ behaftet, ebenso alle b als 
gleichartig, oder mit der Einheit e^ behaftet, und so fort, also verschiedene Buchstaben als 
ungleichartig, und setze 

Dann findet man aus den Eigenschaften der e (indem man überdies €^€2 . . . e„ = 1 setzt) unmittelbar: 

2:izaib2CQ . . . =Pi2)2 . . . Pn- 
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Zusatz. Die 2^ vertreten also die Columnen und theilen ihre Eigenschaften, indem sie 
durch Vertauschung je zweier benachbarter einen Zeichenwechsel verursachen und durch Gleich- 
werden je zweier die Determinante zum Verschwinden bringen. 

Aus diesem Grunde hat wohl Hankel die p „alternirende Grössen" genannt, während früher 
die ganze Determinante als „alternirende Sunmie" bezeichnet worden war (vergl. Synopsis, 
Bd. I, S. 215). 

(b) Um nun diese Darstellung der Determinanten auf die Auflösung der Gleichungen 
anzuwenden, seien die n linearen Gleichungen gegeben: 

ö^l^l + «2^2 + . . . + (tnXn = Üq, 
\X^ + h^X^ + . . . + InXn = 60» 



Dann erhält man' zunächst durch Addition: 

Behandelt man jetzt diese p wie alternirende Grössen, so erhält man die Unbekannten aus der 
letzten Gleichung durch äussere Multiplikation und Division. 

Um zum Beispiel x^ zu erhalten, multiplicirt man die letzte Gleichung mit p^p^ . , .pn und 
erhält (vergl. Synopsis, Bd. I, S. 359): 

P1P2 ' • ' Pn' Xi =Pop2 " 'Pn- 

Zusatz. Grasstnann macht darauf aufmerksam, dass ein Aufheben der beiderseitigen 
Faktoren, eben wegen der Unbestimmtheit der Division (oben 2, Zusatz (2)), nicht zulässig ist. 

i. In den Anw^endungen auf Geometrie unterscheidet Grassmann zwischen progressiven 
und regressiven („eingewandten") Produkten, je nachdem dieselben höheren oder niedrigeren 
Ausdehnungsstufen angehören, als die Faktoren. 

Gemischte Produkte bestehen aus Faktoren, welche theils progressive, theils regressive 
Theilprodukte liefern. 

In allen drei Fällen kann man wieder Produkte von Punkten, Strecken und Ebenen 
unterscheiden. 

Zusatz (1). Punkte und Strecken kann man, wie in den Ausgaben A^ und A^, einfach 
durch grosse und kleine Buchstaben bezeichnen, oder auch, wie vielfach in der Ausgabe ^2. durch 
Coefficienten und Einheiten: 

A oder a=: a^e^^ + «2^ + • • • 

Legt man ein Elementarsystem nter Stufe zu Grunde, so ist das Produkt aller Einheiten eine 
algebraische Grösse, die man gleich Eins setzen kann, so dass 

VI Vo (^ .... Cu J. . 

Eine grosse Anzahl von Sätzen in dieser Darstellung durch Einheiten findet man bei Grassmann 
{A^ no. 69—77 etc.) und Hyde (Dir. Calc. eh. 11.). 

Zusatz (2). Das progressive und das regressive Produkt stehen sich in gewissem Sinne 
dualistisch gegenüber, wie sich unten (7. Zusatz. (2)) zeigen wird. 

5« Das progressive Produkt von Strecken wird von Grassmann in den Ausgaben -43 
(§ 37—40) und A^ (no. 254, 262) behandelt. 

(a) Das Produkt zweier Strecken 

a = «1 e^ + «2 ^2 , 6 = A «1 + A ^2 
lässt sich in Detenninantenform darstellen 

«1 ßi 

und bedeutet das Parallelogramm, das sich aus den beiden (parallel mit sich selbst verschobenen) 
Strecken bilden lässt. 



a6 = 



^1 ^2 



a'h'C = 
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Zusatz (1). Hankd (§ 36) stellt das Produkt a • b symbolisch durch eine „Axe" dar, das 
heisst durch eine auf der positiven Seite der Ebene errichtete Strecke, welche eine dem Flächen- 
inhalte des Parallelogramms entsprechende Länge hat. Diese Axe kann also parallel mit sich 
verschoben werden, ohne ihre Bedeutung zu ändern. 

Zusatz (2). Wollte man dieses Produkt in die Sprache der gewöhnlichen (einfachen) 
Algebra übersetzen, so würde man zu setzen haben: 

ai = aßBin{a,ß), 

wo a, ß die algebraischen Werthe von a, b bezeichnen (vergl. unten VEI, 6. (a), Zusatz (3)). 

(b) Das Produkt dreier Strecken lässt sich ebenfalls in Determinantenform darstellen: 

a = :Sarer, b = 2ßrer. c = 2rrer. (r=il, 2, 3), 

«1 ßi Yi 

«3 A rs 

und bedeutet das durch die Seiten a, 6, c bestimmte Parallelopiped. 

Zusatz (1). Allgemein ist a • 6 • c die Ausdehnungsgrösse, welche entsteht, wenn jedes 

Element (jeder Punkt) der Strecke a die Strecke b beschreibt, jedes so erzeugte Element die 
Strecke c, und so weiter. Die so entstandene Ausdehnungsgrösse ist von der nten Stufe, wenn 
n Strecken vorhanden sind (^3 § 54). 

Zusatz (2). Das äussere Produkt von Strecken ist in folgenden Fällen gleich Null: 

Für zwei einer Geraden parallele Strecken ; also Gleichung der Strecke : a; • a = 0, 
- drei einer Ebene - - - - - Ebene: a;'a«6=:0. 

Ueberhaupt ist das Produkt Null, so oft ein Faktor linear von den anderen abhängt, also so oft mehr 
als drei Strecken im dreifach ausgedehnten Räume als Faktoren auftreten. 

6. Das progressive Produkt von Punkten 'wird von ßrassmann in den Ausgaben A^ 
(§ 106—124) und A^ (no. 249 ff.) behandelt. 

Das eigenthümliche dieser Produkte besteht darin, dass sie, wenn auch nur einzelne Faktoren 
aus Punkten bestehen, „starre" Elementargrössen darstellen, das heisst solche, welche an diese 
Punkte gebunden sind, also wohl in ihren eigenen Ausdehnungsgebieten verschoben werden 
können, nicht aber (ohne weiteres) ausserhalb derselben parallel mit sich selbst, wie die freien 
Elementargrössen. 

Diese gebundenen Elementargrössen können nur dann einander gleich gesetzt werden, 
wenn sie ausser in Inhalt und Richtung auch noch in der festen Lage mit einander über- 
einstimmen. 

Die Darstellung Grasstnanris erscheint durch seine Kunstausdrücke „Abweichung" und 
„Ausweichung" (s. A^ § 95 und § 109) etwas verdunkelt. Mit Vortheil wird man dabei HanMs 
Vorlesungen (VII, besonders § 38—40) und Hyde's Directional Calculus (eh. n.) benutzen. 

(a) Das Produkt zweier Punkte A und B ist dargestellt durch die Formel . 

A'B=A{B-A) = A'b, 

wo 6 die Strecke von A nach B darstellt, aber an den Punkt A gebunden erscheint. Eine solche 
„starre" Strecke heisst bei Grassmann „Liniengrösse", bei Uankel „Geradenstück", bei Hyde 
„Punktvektor". 

Zusatz (1). Eine gebundene Strecke kann nur dann parallel mit sich verschoben werden, 
wenn man ein Flächenstück zu ihr addirt. 

Hankel (§ 38) leitet diese Umformung aus folgender Identität ab: 

AB = (B-Ä) (O-B) - (B-A)0, 
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WO ein beliebig gewählter fester Punkt ist. Legt man nun durch diesen Punkt die Strecke 
B' -0— B ~ A, also gleich und parallel mit B — A, so erhält man 

AB = {B' — 0)(0 — B) + OB\ 

Einfacher erscheint die Darstellung, wenn man von dem Ausdrucke A • h und der Identität 
ausgeht (s. Hyde, p. 62): 

A'1) = 0'l — 0'1) + A'h = 0.h-\-(A — 0)l, 

wo der letzte Theil den Inhalt eines Parallelogramms mit den Seiten ^ — und 6 darstellt. 

Zusatz (2). Diese Umformung gibt nun das Mittel zur Addition gebundener Strecken 
(s. oben V, 2. Zusatz). Aus der letztem Darstellung ergibt sich unmittelbar: 

S=:EAr'hr= 02br + 2 {Ar — 0)br , 

Die beiden Summen rechts lassen sich nach den in V aufgestellten Regeln finden. Sie 
liefern eine Liniengrösse und eine Plächengrösse, und diese beiden werden, bei richtiger Wahl 
des Punktes 0, auf einander senkrecht stehen. 

Ball bezeichnet eine solche Summe S als Schraube und behandelt sie in einer Reihe von 
Schriften von 1874 bis 1887 (s. Annais of Math. vol. 4, no. 5; Math. Annalen, Bd. 9, S. 540 ff. und 
Ilyde's Dir. Calc. p. 71 ss.). 

Diese Summe hat, wie diejenige von Punkten (oben V, 3,), eine mechanische Bedeutung, 
und wie dort gibt es auch hier einen ausgezeichneten Fall, wo 2{Ar — 0)br = 0. Grassniann [A^ § 124) 
stellt denselben durch die Bedingung dar S'S=0. 

(b) Das Produkt dreier Punkte A, B, C ist dargestellt durch (s. A^ no. 255): 

A'B'C=A(B — A)(C — A) = A'b'C, 

wo fc-c das Parallelogrammm mit den Seiten AB und AC darstellt, aber an den Punkt A gebunden 
erscheint. Eine solche „starre" Fläche heisst bei Grasstnann „Plangrösse", bei Hatikd „Ebenen- 
stück", bei Hyde „Funktebene". 

Ebenso ist das Produkt von vier Punkten A, B, C, B dargestellt durch (s. A^ no. 265): 

A'B>C'B^A[B — A)(C — A)(D~A) = A'b'C^d, 

wo b'C'd das Parallelopiped mit den Seiten AB, AC, AB darstellt, aber an den Punkt A 
gebunden erscheint. 

Zusatz (1). Grassmann unterscheidet in diesen beiden Fällen zwischen „Ausweichung" und 
„Ausdehnung", während in (a) diese beiden Begriffe zusammen fielen. Die Ausweichung ist in 
diesen Fällen bezüglich das Parallelogramm und das Parallelopiped, die Ausdehnung hingegen 
nur das Dreieck und das Tetraeder, welche bezüglich durch jene drei und vier Punkte 
bestimmt sind. 

Diese Begriffe lassen sich auf Produkte von n Elementen (Punkten) ausdehnen. Ein 
solches Produkt kann nämlich als Produkt eines einzigen Elementes in einer Ausdehnung (n — l)ter 
Stufe dargestellt werden, und diese Ausdehnung ist immer gleich der Ausweichung getheilt durch n! 
(vergl. A^ § 115), also in den beiden genannten Fällen bezüglich durch 2 und 6. 

Zusatz (2). Das äussere Produkt von Punkten ist in folgenden Fällen gleich Null: 

Für zwei Punkte, welche zusammenfallen; also Gleichung des Punktes: X-A = 0, 

- drei - in einer Geraden; - - der Geraden: X'A'B = 0, 

- vier - - - Ebene; - - - Ebene: X-A-B-C—O, 

Für mehr als vier Punkte ist das Produkt im dreifach ausgedehnten Räume immer Null. 

?• Das regressive Produkt wird von Grassmann in der Ausgabe A^ (§ 125—145 und 
Anhang E) behandelt. 
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(a) Man kann dasselbe durch folgende Formel definiren: 

Ä'B={Ä'D)'C. 

Dabei sind Ä und B irgend welche Ausdehnungsgrössen von den Stufen a und ß in irgend einem 
Hauptgebiete {e^ . . . e«), -4-D bedeutet das dieselben zunächst umfassende Gebiet (ihren Träger) 
mit der Stufenzahl d, und C das Ä und B gemeinschaftliche Gebiet (ihren Durchschnitt) mit 
der Stufenzahl y. 

(b) Dieser Formel zwischen den Ausdehnungsgrössen entspricht die Formel zwischen den 
Stufenzahlen (^.3 § 126): 

Zusatz (1). Man kann diese Formeln durch folgende Beispiele erläutern {A^ § 144): 

AB ' ÄC = {ABC) ' A, 2 + 2 = 3 + 1; 
ABC' ABB = {ABCD) -AB, 3 + 3 = 4 + 2; 
ABG'ABD'AGD = {ABCDY'A, 3 + 3 + 3 = 2X4+1; 
AB ' AGB = {ABCD) 'A, 2 + 3 = 4+1. 

Die Ausdrücke in den Klammern bedeuten das umfassende Gebiet (den Träger) und sind nach 
Grasstnann algebraische Faktoren. Rechts von der Klammer bedeutet A den Schnittpunkt, AB die 
Schnittlinie der betreffenden Linien- oder Plangrössen. 

Zusatz (2). Dem Zusatz (2) in 6, über progressive Produkte kann man den gegen- 
wärtigen Zusatz über regressive Produkte dualistisch gegenüberstellen (vergl. Hyde, Dir. 
Calc. p. 60). 

Bezeichnet man (gebundene) Plangrössen mit ^, B, r . . ., so ist das regressive Produkt 
gleich Null: 

Für zwei Ebenen, welche zusammenfallen; also Gleichung der Ebene: A'-^ = 0, 

- drei - durch eine Gerade ; . - - - Geraden : A' • ^ • ß = 0, 

- vier - durch einen Punkt; - - des Punktes: A'-^-Ä-r=0, 

wobei zu beachten, dass die Multiplikation regressiv ist, und streng genommen, statt des Punktes, 
ein neues Multiplikationszeichen haben sollte. 

Allgemein ist das regressive Produkt gleich Null, wenn die Stufenzahl d des umfassenden 
Gebietes kleiner ist als diejenige des Hauptgebietes. 

8. Das gemischte Produkt (s. oben i.) bietet nach Grassmann {A^ § 145—148) „ein aus- 
gezeichnetes Mittel dar, um die Curven und Flächen höherer Grade in rein geometrischer 
Form darzustellen **, das heisst ohne fremdartige Coordinatensysteme, ähnlich wie oben in 6. und 7. 
die Gleichungen von Punkt. Gerade und Ebene dargestellt wurden. 

Er stellt daselbst einen „bisher noch unbekannten" allgemeinen Satz auf über den 
Grad und die Klasse dieser Gebilde, „welcher über den Zusammenhang der Curven und 
Oberflächen ein bisher wohl kaum geahntes Licht verbreitet", der aber bisher noch wenig Beachtung 
gefunden hat. Es folgen indes (§ 147) nur zwei Beispiele über Gleichungen zweiten Grades 
(vergl. A^ no. 306—329). 
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VIII. Hauptstück. 

Die innere Multiplikation. 

{Grassmann, A^, Hyä£^ Dir. Calc.) 

Vorbemerkung. Das innere Produkt ist oben (VI, 8, (b)) gekennzeichnet und dem äussern 
gegenübergestellt worden. 

Es wurde von Grassmann in seiner ersten Ausgabe nur in der Vorrede erwähnt (.43 S. VIII) 
und dann in der zweiten (^2 ^0, 89 ff. und 330 ff.) ausführlicher behandelt. 

1. Das innere Produkt zweier Ausdehnungsgrössen Ä und B ist das äussere Produkt 
der ersten in die „Ergänzung" (s. unten 2.) der zweiten und wird bezeichnet durch Ä \ B, 

Die definirenden Gleichungen sind: 

wo das Vorzeichen it von der Reihenfolge der Paktoren in dem Produkte abhängen wird (s. unten 2,). 

Dieses Produkt befolgt das distributive und associative Gesetz, und das commutative 
unter gewissen Umständen (vergl. unten 3.). 

Zusatz. Der Vertikalstrich kann entweder als Zeichen der inneren Multiplikation oder als 
Kennzeichen der Ergänzung des zweiten Paktors betrachtet werden. Im zweiten Falle hätte man 
sich zwischen Ä und | B ein Zeichen der äussern Multiplikation zu denken. Dieses geschieht von 
Cayley (Quart. J. of Math. vol. 22, 1887, p. 297), indem er die Ergänzung durch eine eigene Art 
von Buchstaben kennzeichnet, also statt Crle^ schreibt erfjr- Eine andere einfache Bezeichnung 
durch Accente: \B = B' hat den Vortheil, dass sie sich auch für Ergänzungen höherer Ordnung 
eignet: \\ B = B'\ 

2. Die „Ergänzung" kann folgendermassen definirt werden: 

(a) Legt man wie oben (Vn, i, Zusatz (D) ein Elementargebiet nter Stufe zu Grunde, 
deren Einheiten als Produkt eine algebraische Grösse darstellen, beispielsweise: 

SO ist die Ergänzung einer beliebigen Gruppe dieser Paktoren £=6^ c« das Produkt 

allerübrigen | jE= e«^.i . . . e„. 

Zusatz (1). Ist also E von der witen Stufe, so ist \E von der (n — m)ten Stufe. Ferner 
ist E\E= ± 1, wo das obere oder untere Zeichen gilt, je nachdem E\ E durch eine gerade oder 
ungerade Anzahl von Vertauschungen in e^e^ . . ,en übergeführt werden kann. 

Zusatz (2). Die Ergänzung einer algebraischen Grösse ist offenbar diese Grösse 
selbst: \a = a. Folglich ist auch \{aE)=za\E. 

(b) Die Ergänzung irgend einer Ausdehnungsgrösse Ä erhält man aus dem Satze: 

1^=1 {a^E^ + «jjE^ + . . .) = «1 1 JS; + «2 I ^ + . . . 

Zusatz (1). Ist also Ä von der wten Stufe, so ist | -4 von der (n — m)ten. 
Zusatz (2). Folglich hat man auch allgemein: 

\{A'B,,,,) = \A'\B,,. 

Zusatz (3). Die Ergänzung der Ergänzung führt also, abgesehen vom Vorzeichen, 
auf die ursprüngliche Grösse zurück. Ist nämlich q die Stufenzahl von Ä und r diejenige 
von 1-4, so ist: 

M = (-i)^^^. 

Ist demnach die Stufenzahl n = q + r des Hauptgebietes ungerade, so ist || -4 = -4, ist dieselbe 
gerade, so ist || -4 = (— l)«-4. 
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3. Ueber das commutative Gesetz gilt folgende Regel: 

.Ä\B={—1)^('-'W\Ä, 

wo q und r die Stufenzahlen von Ä und B sind. 

Zusatz. Sind also Ä und B von gleicher Stufe, so sind die Paktoren vertauschbar: 
Ä\B = B\Ä. 



4. Das innere Quadrat einer Ausdehnungsgrösse A liefert die „Norm" dieser Grösse 
oder das Quadrat ihres Zahlenwerthes, oder ihres „Tensors" nach Uamäton's Bezeichnung. 

Ordnet man nämlich die Ergänzungen derart, dass immer: 

E\E= + e^e^...en— + l, 
was bei den unten (5.) anzuführenden Normalsystemen der Fall sein wird, so hat man 

Ä\Ä = [a^E^ + . . . + a^EJ^ = a\ + , . . •{- al=^ NA^ (TA)\ 

WO der Exponent * das Grassmann ^ohe Zeichen für das innere Quadrat ist. 

Zusatz (1). Dieser Ausdruck ist eine Erweiterung der „Norm" bei complexen Grössen, 
wo (Synopsis, Bd. I, S. 44): 

N{i'a + 1/^^ . ß) = a^ + ßK 

Zusatz (2). Sind die Coefflcienten a alle reell, so hat man den Satz: Wenn die Norm 
einer Grösse verschwindet, so verschwinden alle Coefflcienten dieser Grösse. 

Zusatz (3). Während (nach VII) alle äussern Quadrate verschwinden: 

(a + hy =: 0, (a + 6 + cy = 0, etc., 

hat man für die inneren Quadrate die Formeln {A^ no. 188): 

(a + 6)^ = a* + 2a I 6 + 6», 

(a + 6 + c)i = a^ + 6* + c* + 2a I 6 + 2a I c + 26 I c. 

5, Ein System von Einheiten, welche der Bedingung der inneren Multiplikation genügen: 
er|c, = 0, heisst ein Normalsystem, mit Rücksicht auf die geometrische Eigenschaft zweier 
Strecken a, 6, auf einander senkrecht zu stehen, wenn sie der Bedingung genügen: a\h=.0 
(s. unten (a) Zusatz (2)). 

Ein Normalsystem nter Stufe ist die Gesammtheit von n numerisch gleichen Grössen 
erster Stufe, von denen jede zu jeder andern normal ist. 

Ist n zugleich die Stufenzahl des Hauptgebietes, so heisst das System ein vollständiges 
Normalsystem. 

Normalsysteme zweiter, dritter und vierter Stufe findet man ausführlich dargestellt 
theils in Grassniann^ Ausgabe A2 (no. 332 flf.), theUs in Hydes Directional Calculus (p. 39 und 64 ss.). 

In allen folgenden Normalsystemen sei die Norm der ursprünglichen Einheiten (wie 
oben in 4.) gleich + 1. Dann hat man als Definition dieser Systeme die Grundgleichungen: 

6^ • . • Cji — — J. , 6f I typ —— X , Cf. I O5 — — \Jm 

(a) Das Normalsystem zweiter Stufe hat die Gleichungen: 

Die drei Grössen 1, e^, e^ begründen eine dreifache Algebra. 

Zusatz (1). Man erhält demnach für eine beliebige Grösse: 

\ a = a^ €2 — CC2 e^. 

Stellt also das Normalsystem ein Streckensystem in der Ebene dar, so ist a eine beliebige Strecke 
in der Ebene und steht auf ihrer Ergänzung | a senkrecht. 
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Von einer Strecke die Ergänzung nehmen, heisst also, dieselbe um einen rechten Winkel 
drehen, ohne ihre Norm oder ihre absolute Länge zu ändern. 

Zusatz (2). Für zwei beliebige Grössen erster Stufe hat man 

« = «1 ^1 + «2 ^2» ^=ßl^l + A ^2» 

Dir inneres Produkt ist also eine algebraische Grösse, die in die Norm übergeht, wenn 
die Grössen identisch werden. 

Zusatz (3). In die Sprache der gewöhnlichen (einfachen) Algebra übersetzt lautet 
dieses innere Produkt für Strecken (vergl. oben Vn, 6, (a) Zusatz (2)): 

a\b = aßC0B{a,ß), 

wo a, ß die algebraischen Werthe von a, b sind. Es ist also a | 6 = die Bedingung dafür, dass 
a und b auf einander senkrecht stehen. 

(b) Das Normalsystem dritter Stufe hat die Gleichungen: 

^1 ^2 ^3 "~~ ^» I ^1 ^— ^2 ^» li ^1 --- ^1» 

I ^3 "~~ ^ ^» II ^3 "~~ ^3* 

Die sieben Grössen 1, e^, e^, Cg, le^, [cg. |^ begründen nach Cayley (Quart. J. of Math, 
vol. 22, 1887, p. 289) eine siebenfache nichtassociative Algebra, ein Gesichtspunkt, der sich 
bei Grassmann {A2 no. 332 flf.) noch nicht findet. Cayley gibt daselbst die Multiplikationstafel dieser 
Algebra (vergl. oben VI, 2. Zusatz (2)). 

Zusatz (1). Man hat demnach für eine beliebige Grösse: 

a = «1 ^1 + «2 ^2 + «3 ^» 

a = «1 ^2 ^3 + «2 ^3 ^1 + «3 ^1 ^2- 

Stellt also das Normalsystem ein Streckensystem im Räume dar, so ist a eine beliebige Strecke, 
und ihre Ergänzung \a eine auf dieser Strecke senkrechte Ebene. Die Norm beider ist dieselbe. 

Zusatz (2). Für zwei beliebige Grössen erster Stufe hat man: 

a = «1 ^1 + «2 ^ + «3 ^» & = A ^1 + A ^2 + A ^8» 
a I 6 = «1 A + «2 A + «3 A = ^ I «• 

Ihr inneres Produkt ist also eine algebraische Grösse und geht in die Norm über, wenn die 
Grössen identisch werden. 

Zusatz (3). Stellt das Normalsystem ein ebenes Punktsystem dar, so bilden die drei 
Einheiten e^, c^, e^ die Ecken und ihre drei Ergänzungen die gegenüberliegenden Seiten des 
Fundamentaldreiecks. 

Die Ergänzung eines beliebigen Punktes der Ebene ist eine gebundene Strecke, 
nämlich die „Gegenpolare" des Punktes in Bezug auf eine Ellipse, welche durch das Fundamental- 
dreieck derart bestimmt ist, dass jede Seite desselben die Gegenpolare des gegenüberliegenden 
Scheitels ist. Dabei ist unter Gegenpolare eine Gerade parallel zur gewöhnlichen Polare verstanden, 
aber auf entgegengesetzter Seite und gleich weit vom Mittelpunkte der Ellipse entfernt {Hydes 
Dir. Calc. p. 39—42). 

(c) Das Normalsystem vierter Stufe findet seine Anwendung beim räumlichen Punkt- 
system. Die vier Einheiten bilden die Ecken eines Fundamentaltetraeders, dessen sechsfacher 
Inhalt als Raumeinheit angenommen werden kann, so dass: 

^ ^2 ^ ^4 --~ 1 • 

Ausser dieser algebraischen Einheit hat man noch die folgenden 14 Einheiten als Theile des 
Fundamentaltetraeders (Hydes Dir. Calc. p. 64—66): 
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Die vier Eclcen 


« 

Die vier Flächen 


Die sechs Kanten 


«1 — Cl 

et- et 
Cs 1 ßs 


^1 "r ^ ^3 ^4 
^ ^3 ^4 ^1 
^3 = -f" ^4 ^1 ^2 
^4 ^1 ^2 ^3 


(^1 ^2) ^ ^4» (^3 ^4) ^1 ^2 
V^l ^3) ^4 ^2» (^4 ^2) ^1 ^3 
(<?l C4) — ^2 ^3. (^2 ^) — ^1 <?4 



Diese 15 Einheiten begründen eine ftinfzehnfache Algebra, deren Eigenschaften aber 
noch nicht untersucht sind. 

Zusatz (1). Für zwei beliebige Punkte hat man: 

Ä\B = 2arßr = B\A, 

Zusatz (2). Hyde (p. 66) bemerkt, dass \Ä die „Gegenpolarebene" des Punktes Ä ist 
in Bezug auf ein Ellipsoid, welches dadurch bestimmt ist, dass jede Ecke des Fundamental- 
tetraeders der „Gegenpol" der gegenüberliegenden Seitenfläche ist. Die Gegenpolarebene hat eine 
ähnliche Definition, wie die Gegenpolare (vergl. oben (b) Zusatz (3)). 



IX. Hauptstück. 

Die mittlere Multiplikation. 

{Grassmann, Gihbs, Heaviside, Macfarlane.) 

Vorbemerkung (1). Die mittlere Multiplikation wurde von Grassmann aufgestellt, um 
den Uebergang von seiner Ausdehnungslehre zu Hamilton'^ Quaternionen herzustellen (vergl. auch 
Clifford im Amer. J. of Math. vol. 1, 1878, p. 350). 

Grassmann schien Hamiltons Theorie nur aus einem Aufsatze Dillners zu kennen, der 24 Jahre 
nach der Ausgabe der Lectures erschien (in den Math. Ann. Bd. 11, 1877, S. 168 flf.). Denn in der 
Abhandlung (Math. Ann. Bd. 12, 1877, S. 375), wo er den Zusanmienhang beider Theorien bespricht, 
bezieht er sich ausschliesslich auf DiUners Schrift. 

Vorbemerkung (2). An der angeführten Stelle sagt Grassmann: „Da die Ausdehnungslehre 
nur die eine Annahme macht, dass es nämlich Grössen gebe, die sich aus mehr als einer Einheit 
numerisch ableiten lassen, und sie von da aus in ganz objektiver Weise fortschreitet, so müssen 
alle Ausdrücke, die aus einer Anzahl unabhängiger Einheiten numerisch ableitbar sind, und also 
auch die HamiUonsQYien Quaternionen, in der Ausdehnungslehre ihren bestimmten Ort haben und 
erst in ihr ihre wissenschaftliche Grundlage finden." 

Er fasst also hier die Ausdehnungslehre in einem weitern Sinne auf, als sie von ihm ent- 
wickelt war, nämlich als den Inbegriff aller Operationen, die sich zwischen den Aus- 
dehnungsgrössen überhaupt aufstellen lassen. 

1. Grassmann führt Hamilton' s Quaternionen zurück auf das mittlere Produkt zweier 
Strecken, und dieses selbst wieder auf die Summe eines Innern und eines äussern Produktes. 
Er bezeichnet diese drei Produkte bezüglich mit 

ab, [a\b], [ab], 



und setzt: 



ab = 3i[a\b] + [ab]. 
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Für den ersten Theil dieser Summe gelten die Regeln der Innern Multiplikation: 

X [er I er] = X, [er I ej — 0, 
und für den zweiten gelten diejenigen der äussern Multiplikation: 

[SrCr] = 0, [CrBs] = — [ß.Cj. 

Vereinigt man nun die Begriffe beider Multiplikationen in den neuen Begriff der mittleren 
Multiplikation, lässt also die unterscheidenden Merkmale der innern und äussern Multiplikation 
fallen, so kann man die vier Regeln in die folgenden zwei zusammenfassen: 

Zusatz. Diese Multiplikation ist oben (VI, 3. (c)) im Allgemeinen gekennzeichnet worden. 

2. Setzt man ein Normalsystem dritter Stufe für den dreifach ausgedehnten Raum voraus, 
so kann man die drei Einheiten c^, e^, e^ in cyclische Verbindung bringen und setzen ere^ = et, 
W'O r, 5, t irgend eine cyclische Aufeinanderfolge der drei Zahlen bedeutet: 1, 2, 3. 

Die Regeln der mittleren Multiplikation lauten dann für dieses System: 

WO A = ± 1 gesetzt werden kann, ohne dass die Allgemeinheit dadurch leidet. 

Diese Multiplikation befolgt das distributive Gesetz, nicht aber das commutative. Das 
associative Gesetz hängt von dem Vorzeichen von X ab. Grassmann zeigt (a. a. 0.), dass dieses 
Gesetz gilt für A = — 1, dass es aber nicht gilt für i = + 1, 

Zusatz (1). In Eamiltons Multiplikationssystem ist A— — 1. Dasselbe stimmte auf diese 
Weise besser mit der algebraischen Multiplikation und mit dem ^r^Fand'schen Systeme, wo i* = — 1 
war, namentlich aber mit der geometrischen Bedeutung der Einheiten als Quadrantenversoren, 
deren zweimalige Anwendung einen Zeichenwechsel hervorbringen muss. Diese Multiplikation 
wird im folgenden Hauptstücke behandelt werden. 

Zusatz (2). Will man diese mittlere Multiplikation aber für Strecken verwenden, so ist 
der Werth i = + 1 vorzuziehen, damit nicht physikalische Grössen, wie der Ausdruck für die 

lebendige Kraft: ^mv^, in negativer Form erscheinen. Dieser Fall wurde von Grassmann nicht 

weiter verfolgt, später jedoch von Gibbs, Heaviside und Macfarlam auf pjiysikalische Untersuchungen 
angewandt. 

3. Die letzterwähnte mittlere Multiplikation befolgt also die Gesetze: 

^2 = + 1, ^2^3 = ^1 ^ ■ ^3^2' 

ist aber nur noch distributiv, also weder commutativ noch associativ (öiJft«' Vector Analysis, 
p. 5; Heaviside, Phil. Trans, vol. 183, p. 430, Macfarlanes Principles p. 72). 

Zusatz (1). Bei der Ausbildung dieses Multiplikationssystems hat Prof. Macfarlane mehrere 
neue Bezeichnungen eingeführt, die im Folgenden sollen beibehalten werden. 

Er nennt die Richtung einer Strecke ihre Axe, und die Richtung senkrecht zu zwei Axen 
den Pol dieser Axen. 



Den Pol der zwei Axen a, ß bezeichnet er mit aß, den von aß und y mit aßy und so 

weiter. Es bezeichnen also a, aß, aßa drei aufeinander senkrechte Axen, Spricht man indessen 

von den drei Hauptaxen e^, e^, c.^ des Normalsystems, so kann man in den Formeln €^c* = ei den 
Querstrich als selbstverständlich fortlassen. 

Zusatz (2). Das mittlere Produkt besteht, in Folge dieser Multiplikationsregeln, im 
Allgemeinen aus der Summe einer algebraischen und einer geometrischen Grösse, entsprechend 
dem Scalar- und Vektortheil in Hamiltons Theorie. 
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Grassmann nannte dieselben bezüglich den inneren und äusseren Theil des mittleren 
Produktes, Gribbs hingegen das gerade und schiefe (direct und skew) Produkt. Macfarlane zieht 
die Bezeichnung Cosinus- und Sinuscomponente vor, im Anschluss an den algebraischen 
Ausdruck des inneren und äusseren Produktes zweier Strecken, die sich in der Sprache der 
(einfachen) Algebra durch Cosinus und Sinus ausdrücken lassen (s. oben VE, 6. und vm, 6. (a)). 

Macfarlane bedient sich der folgenden Bezeichnung: 

A = aa, B = bß, 

AB = ah cos aß + ah sin aß-aß = cos AB + Sin AB, 



wo der grosse Buchstabe S in Sinus andeuten soll, dass der Pol aß mit einbegriffen ist, während 
sin^jB nur ah sin aß bedeuten würde. 

Diese Bezeichnung hat den Vortheil, dass sie die gewöhnliche Algebra als besonderen 
Fall der Ausdehnungslehre erscheinen lässt, was bei der Hamilton scheu Bezeichnung (vergleiche 
unten X, 4.) 

AB ^ S{AB) + r{AB) 

nicht so klar hervortritt. 

Heaviside behält das Zeichen V für den Vektortheil bei, lässt aber das Zeichen S für den 
Sealartheil fort und unterscheidet Strecken durch fetteren Druck. 

Zusatz (3). Mit der eben erwähnten Bezeichnung des Produktes AB hängt die Frage 
zusammen, wann B — A-\ und also 

AB = a6(cos aß + sin aß-aß) = + i 

werde. Das erfordert die beiden Bedingungen: 

h = a-\ ß = a. 

Man hat demnach filr den reciproken Werth der Grösse A:=:aa (Macfarlane, p. 86): 

A-'=^-a, 
a 

Zusatz (4). Nach Macfarlane lässt sich diese Multiplikation auf beliebig viele Einheiten 
ausdehnen, indem man alle Produkte durch Umstellung der Faktoren und entsprechenden Zeichen- 
wechsel auf die folgenden Typen zurückführt: 

^1 ^ ^1 "~~ ^» ^1 ^ ^3 ^1 -— - ^ ^3» ^1 ^ ^3 ^4 ^1 — — ^2 ^ ^4» etc. 

4. Das Produkt zweier Elementargrössen erster Stufe 

A = xe^ + ye^ + ze^, B = x'c^ + y\ + i^e^ 

stellt sich nach obigen Regeln dar wie folgt (s. Gilibs, Vector Analysis p. 6, und Macfarlanes 
Principles p. 85): 

AB = xx' + yy' -\- z^ + 

Zusatz (1). Für das Quadrat einer Grösse hat man demnach: 

A^ = x^ -\-y^ + z^. 

Setzt man aber A=^aa, so' hat man J.^ = a^ A^ =^a^A=^a^a, und so weiter. 

Zusatz (2). Für den reciproken Werth von A=iaa hat man also nach 3. Zusatz (3): 

1 1 aa xe^ + ye^ + ze^ 



«i 


«i 


H 


X 


y 


z 


X 


y' 


^ 



2 



A a a^ oc^ + y^ + z 

5, Für das Produkt dreier Elementargrössen erster Stufe gibt Prof. Macfarlane (Principles 
p. 87—89) die folgenden Formeln, in welchen die Bezeichnungen Jn i. beibehalten werden: 

20* 
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(a) (AB)C= (xx' + yy' + zz') {x"e, f a;"c, + x"e^) 



y ^ 

y'z' 

x" 

^1 




z x 
z'x' 

y" 




X y 

x'y' 
z" 

«3 


+ 


X y z 
x' y' z' 
x" y" z" 



(b) Setzt man aber: 
so lässt sich das Produkt in die Gestalt bringen: 



{AE)C=: abc {cos aß-y + sin aß sin aßy • aßy + sin aß cos aßy) 
= cosAB'G + Sin(Sin^B)C + cos(Sin^JB)a 
Das mittlere dieser drei Glieder lässt sich folgenderinassen ent\\ickeln: 

Sin(Sin^i?) C =-- - cosBC-Ä + cosCÄ • B 
und damit geht das Produkt über in 

{ÄB)C = cos AB ' C — cosBC ' Ä + cosC^-B + cos(SinJ[J5)a 

(c) Hingegen hat man 

A(BC) = —cosAB'C + cosBC'A + cos CA- B + cos(Sin^jB)a 

Man ersieht hieraus, dass {AB)C nicht gleich A{BC), dass also, wie oben (8.) behauptet 
wurde, dieses Multiplikationssystem nicht associativ ist. 

Zusatz (1). Die ersten drei Glieder dieser Summe geben den geometrischen, das vierte 
den algebraischen Theil des Produktes. 

Die geometrischen Theile der beiden Produkte {AB)C und A{BC) haben dieselbe Grösse 
aber nicht dieselbe Richtung. 

Zusatz (2). Das Produkt von vier Elementargrössen findet man ebendaselbst (p. 91 — 92). 



X. Hauptstück. 

Die Hamiltan^ache Multiplikation. 

{Hamiltons Lectures und Elements, TaWs Elem. Treatise, Macfarlane.) 

Vorbemerkung (1). Das Geschichtliche ^hei UamiUons Theorie ist oben im I. Haupt- 
stück (3.) auseinandergesetzt worden. 

Sein Multiplikationssystem wurde oben im VI. Hauptstück (3, (c)) und im IX. Haupt- 
stück (2.) im Allgemeinen gekennzeichnet. 

Einen kurzen Abriss über Quaternionen gibt Cayley im Quart. J. of Math. (vol. 22, 1887, 
p. 290) und in Taü's Treatise (1890, p. 146—159). 

Vorbemerkung (2). Im Allgemeinen kann man, wie schon oben (VI. Vorbemerkung (2)) 
angedeutet wurde, den Unterschied zwischen den Multiplikationen Ghrassmanns und Hamiltons 
dahin aussprechen, das Ersterer eine Aenderung (Erweiterung oder Beschränkung) der Ausdehnung 
bezweckte, Letzterer hingegen eine Drehung. 

Grassmann suchte die Methode, den Flächeninhalt eines Rechtecks aus dessen Seiten zu 
berechnen, auf Parallelogramme zu übertragen (ohne Zuhilfenahme der Trigonometrie), wie aus 
seiner Vorrede zu yl^ hervorgeht; Hamilton hingegen ging, wie Argand, von den complexen Grössen 
und insbesondere von der iloitre sehen Binominalformel aus, und erweiterte äieselbe auf den Raum. 
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Nach Grassmann (Math. Ann. Bd. 12, S. 384) ist deshalb auch die „schönste Anwendung der 
Quaternionen die auf die sphärische Trigonometrie". 

Vorbemerkung (3). In den Lehrbüchern finden sich auch Regeln über die Auflösung 
von Quaternionengleichungen und über Differentiation der Quaternionen. Beides ist hier, 
als mit dem Zwecke dieses Bandes nicht nothwendig zusammenhängend, übergangen worden. 

!• Die JSTamÄ^on' sehen geometrischen Einheiten sind, so weit sie in Multiplikatoren vor- 
kommen, wesentlich Drehungseinheiten, das heisst Einheiten, welche eine Drehung um einen 
Quadranten bewirken, also Quadrantenversoren. 

Hamilton beschränkte seine Multiplikation auf den dreifach ausgedehnten Raum und 
bezeichnete seine drei (auf einander senkrechten) Quadrantenversoren durchgängig mit i, j, k. 

Zusatz (1). Anfangs hatte er sie mit li, lg, Is bezeichnet und „Einheitsstufen** genannt 
(siehe seine Vorrede zu den Lectures). Die drei Einheiten i, j\ k treten bei ihm immer unter dem 
Namen „Vektoren** auf. 

Beim Lesen der Hamilton'schen Schriften hat man aber darauf zu achten, dass diese drei 
Symbole i, j\ k und ihre Benennung „Vektoren** in zwei wesentlich verschiedenen Bedeutungen 
vorkommen, nämlich bei der Addition als Strecken, bei der Multiplikation als Quadranten- 
versoren. 

Aus diesem Grunde sind diese drei Buchstaben in den früheren Hauptstücken vermieden 
worden. Die drei Symbole i j\ k bedeuten also in diesem Abschnitte ausschliesslich Quadranten- 
versoren und sollen auch als solche gekennzeichnet werden. 

Zusatz (2). Hamilton versuchte beim Uebergange von der Argand'^Qhen Multiplikation 

(mit den beiden Einheiten 1, V— 1) auf den Raum erst mit drei Einheiten 1, i, j fertig zu werden, 
was ihn auf das Tripel oder die Ternion führte: x -f iy -{-J2. Er sah sich aber zur Annahme 
einer vierten Einheit k gezwungen, wodurch die Ternion in die Quaternion w -{- ix -\- jy + kss 
überging (Lectures, Preface p. 46). Den Grund, warum die Erweiterung der zweifachen Algebra 
auf die vierfache führt, findet man angedeutet in einem Aufsatze von Frobenius in ereile's J. (Bd. 84, 
1877, § 14, S. 59). 

2. Die Drehungseinheiten befolgen die Multiplikationsregeln (Lecture n und Preface 
p. 46; Taa, § 71): 

i* = — 1, ij =k^= ~~ß^ y* ^^ — 1» 
/ = — 1, jk =i = — kj\ 
k^ = — 1, ki = j =^ — ik. 

In dieser Multiplikation ist das distributive und das associative Gesetz gewahrt, nicht aber das 
commutative. 

Diese vier Einheiten 1, i, j\ k begründen eine vierfache Algebra, die Theorie der 
Quaternionen. Eine Quaternion ist nämlich ein linearer Ausdruck von der Gestalt 
(Lectures, p. 129): 

q = w -\- xi -\- yj -{- ek, 

Zusatz (1). Nach Möbius (Werke, Bd. ü, S. 216 und 299) könnte jede beliebige Punktion 
von vier Argumenten eine Quaternion genannt werden. So die Gerade in PlücJcers Liniengeometrie, 
das Doppelverhältniss und so weiter. 

Zusatz (2). Hamilton setzt den Multiplikator immer links vom Multiplikand. In dem 
Produkte 

Og «2 ai ao 

ist also nach ihm erst üq zu multipliziren mit a^, dann dieses Produkt mit o^ und dieses Produkt 
mit Os (vergl. Tait, § 49). 
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Da der Zähler eines Bniches als Multiplikator auftritt, so setzt HamiUon (Lecture I5) 

folgerichtig: 

a 1 , a , 

T = öt • ^ , also ^ . 6 r=z a, 

ob 

so dass das Aufheben der Brüche von links unten nach rechts oben geschieht. Es ist aber 

6 . - = & . a • V nicht =^ a, 
b b 

Macfarlane hingegen nimmt die Reihenfolge der Paktoren umgekehrt, also in der Ordnung. 
wie sie nach einander geschrieben werden. 

Es bedingt dies, eben w^il das commutative Gesetz nicht gilt, einen Zeichenunterschied in 
allen Produkten von je zwei Einheiten, welchen man bei diesen Auktoren begegnet. Macfarlane 
zeigt aber, dass gewisse trigonometrische Formeln, die sich aus den Quatemionen ableiten lassen, 
seine Anordnung als vortheilhafter erscheinen lassen (s. unten 9, Bis dorthin soll Hamiltans 
Bezeichnung beibehalten werden). 

Zusatz (3). Der Beweis des associativen Gesetzes {S'rq=i sr^q) fttr beliebig viele 
Faktoren zieht sich durch die ganze VI. Lecture Hamiltons hindurch. Derselbe wurde von Mobius 
(Werke, Bd. H, S. 55 ff.) vereinfiicht. 

Zusatz (4). Der Ausdruck V— 1 kann nach Hamilton entweder als unbestimmte Drehungs- 
einheit betrachtet w^erden, oder auch als rein algebraische Grösse, die auch in den Zahlen- 
coefficienten einer Quaternion auftreten kann. 

Eine Quaternion mit lauter complexen Coefficienten wurde von ihm Biquaternion genannt, 
eine Benennung, die an sich überflüssig ist (indem in jeder Quaternion die Coefficienten complex 
sein können), und später von Clifford (Math. Papers, p. 188 und 270) für Quatemionen höherer 
Ordnung von der Gestalt jp + mq verwendet wurde (vergl. oben 11, 4. Zusatz (D), 

3. Die geometrische Bedeutung der Quatemionen kann man sich an ihrer Entstehung 
aus den complexen Grössen veranschaulichen. 

Betrachtet man in der folgenden Darstellung der complexen Grössen (s. Synopsis, Bd. I, 

S. 43 und 46): 

25? 

q=^x -\- yV — 1 = r (cos y + i sin tp) = re^v z=z ri ^ 

die Wurzel i = l/— 1 mit Argand als Drehungseinheit, so stellt q eine Quaternion dar, indem es 
von den vier Grössen abhängt: 

r, i, y und Anfangsrichtung yo- 

Nach Mohre s Formel (Synopsis, Bd. I, S. 44) bewirkt die Grösse q als Multiplikator oder Divisor 
eine Drehung einer Strecke um den Winkel it y und eine Verlängerung oder Verkürzung um 
das rfache. 

2<p 

Zusatz (1). Im Anschluss an die Bezeichnung <y — e«> — i^ stellt HamiUon die Drehungs- 
einholt als Drehungsaxe senkrecht auf der positiven Seite der Drehungsebene dar, so dass r die 
Länge dieser Axe und ihr Vorzeichen den Sinn der Drehung angeben. 

Setzt man y^y^^» so erhält man q--ri Die erste Potenz der Axe ist also ein 
Quadrantenversor, während eine beliebige Potenz derselben (verbunden mit dem Paktor r) 
eine Quaternion darstellt. 



Zusatz (2). Wählt man für i = V— 1 eine beliebige Drehungsaxe a im Räume, so kann 
man schreiben: 

2(p 

q r= r(cos y + a sin y) =1 ra"^ , 
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Zusatz (3). Bei Hamilton (Lectures III und IV) findet man statt i^ die kürzere Schreib- 

TT 

weise i^, so dass jetzt y = -d. Man kann also schreiben: 

TT 

q = r{cos^ + asiiKp) :=ra^, (y=r-ö). 

Zusatz (4). Prof. Macfarlane (Principles, 1891, p. 96) zieht es vor, anstatt zwei verschiedene 
Winkel y = V^yrd einzuführen, durchweg a"/« anstatt a zu schreiben, wodurch der Ausdruck für q 
übergeht in 

q = r(cos (p + «^2^* sin (p) = ra'P. 

Folgerichtig gab er dann auch jeder der Drehungseinheiten i, j\ h den Exponenten ^I^tt, Dies 
macht die Schreibweise etwas schwierig, hat aber den Vortheil, dass ^'/»^ f'^'^, **/«'' auf den ersten 
Blick als Quadrantenversoren erscheinen. 

Ninmit man dieselbe Aenderung vor in der Identität 

so erhält man (Principles, p. 102): 

aV =z exp (y • a v«**) oder lg a^» = y . « Vj^. 

» 

Zusatz (5). Der Ausdruck raf findet sich auch einmal bei Grassmann (Math. Ann. Bd. 12, 
1877, S. 383), jedoch ohne weitere Benutzung. Frangais und Cauchy gebrauchten die abgekürzte 
Schreibweise r^. 

4t. Die wichtigsten Kunstausdrücke der flamjföow'schen Theorie sind an die fünf Symbole 
JSr. T, U, S, V geknüpft (Lecture VII) : 

r(cosy + asiny) = g, genannt Quaternion, 

r(cos (p — a sin y) = Kq, - Conjugirte von q, 

r=Tq, ' Tensor von g, 

cosy + asiny = Uq, - Versor von g, 

r cos (f — Sq, - Sealartheil von q , 

r sin y • a = F|/, - Vektortheil von q. 

Statt Kq setzt Cayley {Tait, chap. VI) einfach q, 

Zusatz (1). Durch Vereinigung dieser Zeichen erhält man Ausdrücke von der Gestalt 
(Lectures in und VII): 

q=TqUq = Sq + Vq, 

r^mq)=TVq, a=TJVq, 

COS (f = SUq, a sin y = VUq, 
sin(p = TVUq, tgy = (rF:Ä)g. 

Durch Vereinigung von drei und mehr dieser fünf Symbole erhält man eine grosse Anzahl von 
Umformungen. 

Zusatz (2). Bildet die Axe a mit den drei rechtwinkligen Hauptaxen i, j\ k die Winkel 
S, 17, C, so kann man dieselbe in drei Componenten zerlegen, wie folgt: 

qz= r cos (p + r sin y • a * 
= rcosy + rsiny(icos? + Jcosi/ + Äcosf), 

und erhält so wieder die oben (in 2.) aufgestellte Formel: 

q z=z w + xi -{- yj + zk ^= iv -\- q. 
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Ferner hat man: 

Kq =^to — xi — yj — jsh^= w — q, 
Sq z=zw, Vq=^ xi + yj + jsk = q^ 
[TqY = {Sqy — [Vq)^ = w^ + x^ + y^ + z^ = Nq = NKq, 

TVq = Vx^ + y^ + e^, 
Uq == j-(w + xi + yj + ^*). 

Dabei ist N das Dirichlcf sehe Zeichen für die Gaw^^'sche Norm, und befolgt 'auch hier das Gesetz: 
N{qq') = Nq • Nq' (vergl. Synopsis, Bd. I, S. 44). 

Zusatz (3). Ist Tq=l oder Tq — 0, so heisst die Quaternion bezüglich „Einheits- 
quaternion" oder „Nullität" {Tau, chap. VI). 

Zusatz (4). Eine Quaternion wird oft {Hamiltons Lecture II, und Elements, Book 11 und HI) 
als Produkt oder als Quotient zweier Vektorentheile dargestellt: 

Bei diesen Operationen kommt nämlich in Folge der Regel i^— y^ — ^s-- — j \^ Allgemeinen 
ein Sealartheil w zum Vorschein, in Folge dessen das Produkt oder der Quotient zu einer 
Quaternion wird, 

5. Als verwandte Funktionen der Quaternionen verdienen die „Conjugirte" und die 
„Reciproke" eine besondere Beachtung: 

(a) Für die Conjugirte Kq der Quaternion q hat man (nach 4.) die Formel (Lectures, 
art. 89 und 114): 

Kq = Sq — Vq=Tq: Uq. 

Zusatz (l). Als Folgerungen hat man die Formeln: 

qKq = {TqY=Nq, 

KSq = SKq = Sq, KVq=VKq=-Vq. 

KTq = TKq = Tq, KUq = UKq =l:Uq, 

q + Kq=2Sq, q — Kq=2Vq, 

Zusatz (2). Die Conjugirte des Produktes zweier Quaternionen ist gleich dem 
Produkte der Conjugirten in umgekehrter Ordnung: 

K{pq) = KqKp. 

Dasselbe gilt für eine beliebige Anzahl von Faktoren (Lectures, art. 317, Tait, § 55). 
Sind also a, /?, y - - - Vektorentheile von Quaternionen, so ist 

Ka = — a, K{aß) = ßa, K{aßr) = — rß^c, K{aßrd) = dyßa, etc. 

(b) Die Reciproke einer Quaternion wird bezeichnet mit Rq=z l:q, und hat die folgenden 
Eigenschaften : 

Rq = Kq: {Tq)\ 
TRq =i:Tq, URq =l:Uq = KUq. 

6. Complanare Quaternionen lassen sich durch dieselbe Drehungsaxe darstellen: 

p = r(cos y + a sin y), q = s{eos ^ + a sin tp), 
und deshalb findet man ihre Produkte und Quotienten unmittelbar aus Moivre's Formel: 

qp =pq = rs[eos{(p -\- xp) -\- a sin(y + xp)], 

f = 7 [cos(<;p — V') + a sin(<ip — ip)]. 
q 6 
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Zusatz. Argand (Essai, no. 11) gibt dieselbe Multiplikation für beliebig viele Paktoren in 

der Gestalt: 

ni'KBXn'KC,.. = (m n ...)XKP, 

wo KB, KC, . . . KP Halbmesser eines Kreises sind und KP vom Anfangsradius um die Summe 
aller Winkel absteht, welche die andern Halbmesser mit diesem Anfangsradius bilden. 

7. Räumliche Quaternionen werden multiplicirt nach der allgemeinen Formel (s. oben 2.): 

q:= lü + xi + yj + zk, q' = w' ^ x'i + y'j + z'k, 

qq' 1= tvw' — xx' — yy* — zz' 

+ i(iiVx' + xxo' + yz' — zy') 

+ 3{^]f + y^* + ^^* — ^^) 
+ k{wz' + zw' + xy' — yx'), 

woraus man ersieht, dass das commutative Gesetz nicht gilt. 

Zusatz (1). Die Multiplikation der Quaternionen lässt sich nach Cayley darstellen wie diejenige 
der Matrice s. Man hat aber zu diesem Zwecke die Drehungseinheiten i, j\ k mittelst einer künst- 
lichen Substitution durch vier neue Einheiten zu ersetzen: 

2c, = 1 - i V— ], oder aufgelöst, 1 — e, + e^. 
zi - k V- 



2e.^ — 
2e,= 



1, 



j-kV-1, 



i = (Pi 



e,) |/- 1, 



'3' 



2e,=.l + iV -1, *=-(^, +^3)»^ 1. 

w^elche nicht mehr die Multiplikationsregeln in 2. befolgen, indem jetzt 

Stellt man nun eine Quaternion in diesen Einheiten durch das Symbol dar: 

a h 



q — ae^ + he^ + c^ + de^ = 



c d 



so hat man (vergl. Synopsis, Bd. I, S. 209; Cayley in Taifs Treatise, chap. VI; vergl. über Cayley 8 
Darstellung eine längere Arbeit Tahers über Matrices im Amer. J. of Math. vol. 12. 1890, p. 337 ss.): 



qq^ = 



a h 




a' V 




c d 


• 


c' d' 





aa' + 6c' aV + hd' 
ca' + de' eV -f- dd' 



Zusatz (2). Die Multiplikation räumlicher Quaternionen kann man nach Mobius (Werke, 
Bd. I, S. 55 ff.), Hamilton (Lecture V) und Hankel (Voiies., § 46 ~48) auf der Kugelfläche darstellen, 
indem man erst die Versoren betrachtet und die Tensoren nachträglich hinzufügt. 

Man kann nämlich jeden Versor nach Grösse, Richtung und Sinn durch einen Bogen eines 
grössten Kreises darstellen. Die Multiplikation zweier Versoren besteht dann in der 
Addition ihrer Kreisbogen, indem man unter der Summe zweier Seiten eines 
sphärischen Dreiecks die dritte Seite versteht. 

Diese Addition wurde von Hankel als „sphärisch" bezeichnet. Sie ist ebensowenig commutativ, 
wie die dargestellte Multiplikation. 

Für blosse Quadrantenversoren schlägt Hankel (§ 48) vor, dieselben nicht durch den 
Quadranten eines Kreises, sondern durch den Pol dieses letzteren darzustellen. Gegenpunkte 
bedeuten dann gleiche Quadrantenversoren, aber von entgegengesetzter Richtung. 

Zusatz (3). Für das Produkt zweier Quaternionen erhält man eine Menge Umformungen, 
die sich selbst erklären: 

pq = {Sp + rp){Sq + rq). 
T(pq) =-. Tp Tq, U{pq) = Up Uq, 
S(pq)=SpSq + S{rpVq), 
V{pq) = Sp Vq + VpSq + F( Vp Vq) , etc. 

Besondere Fälle erhält man hieraus fllv p~q, 

21 
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Zusatz (4). Für Potonzen und ihre Produkte hat man die Formeln: 

g» rr= ^-»(eos nif + i sin ny), 

T(r) - (Ttf)«, U{i-) = {Uq)\ 

SU(ff) = cos uif, T VU(^) =: sin wy , 

Diese Regehi gelten auch für negative Exponenten (vergl. Tait, § 63 ss.). 

Zusatz (5). Ein merkwürdiges Beispiel eines Produktes bildet der Ausdruck qrq-^ wegen 
seiner Anwendbarkeit auf conische Drehungen {Ihmilton. Lecture VI und lait, § 119 ss.). Er 
bedeutet nämlicli die Lage der Axe von r, naclidem sie sich um die Axe von q um den doppelten 
\Vink(»l von q gedreht hat. 

8. Die Produkte der Quaternionen vereinfachen sich bedeutend, wenn die Scalartheile der 
Faktoren verschwinden, also blos ihre Vektorentheile oder Quadrantenversoren zu multi- 
pliciren sind. Im Anschluss an Hamiltons und 7W/Ts Bezeichnung sollen diese Versoreu hier 
mit «, ß, ;'... bezeichnet werden (s. T<üf, § 86—92). 

(a) Das Produkt zweier Quadrantenversoren 

u -- xi + yj f ^A, a --- x' i + y'j + z'h 
erhält man unmittell)ai' aus 7. für w -^ w' — 0: 

i j k 



aa' m xx' yy' zz' + 



X y z 
x' y* y 



= S[au') + !>«'). 



Zusatz (1). Die Axen von « und Hi sind auf einander senkrecht oder zu einander 
parallel, je nachdem Ä(a/!^) = oder y\a(i) —^, 

Zusatz (2). Aus obiger Formel zieht man leicht die folgenden (Tait, § 86): 

aß + ßa = 2S{aß) =^ 2S{ßa), 

aß -ßu = 2 V{aß) -^ - 2 V{ßa) , 

{aß)(ßa) = {Saßy - (Vaßy^ = {Tußf. 

Der Inhalt des von den Axen a und ß eingeschlossenen Dreiecks ist also 

Zusatz (3). Verschieden von den Gmssmawi^i^Xx^xi Formeln für das innere Quadrat 
einer Summe (oben VIII, 4. Zusatz (3)) sind die folgenden, da sie auf einem andern Multiplikations- 
gesetz beruhen: 

[a±ßf.^a'^±2S(aß)+ß\ 
{a-Vß'r rY --'- «- -\- ß' + ;-- + 2S(aß) f 2^0!^;^) + 2S{rä), 

{a + ß){a ß)^a^' 2V(aß) ß'^. 

(b) lieber Produkte von drei und mehr Quadrantenvektoren sind nur wenige 
Sätze bekannt: 

Für den Scalarentheil hat man die Formeln {Hamilton, Lecture V, Tait, § 89-90): 

S{aßr)=.S{ßra) = S{raß), 

r--T - Sißay) -^ — S{rßa) = etc.; 
S(aßyd) = S(ßrda) --. S(ydaß) = etC. 

und für den Vektortheil: 

r{aßr) ^ aS(ßr) -ßSiya) + rS(aß) = Viyßa). 

Zusatz (1). Das Produkt von beliebig vielen Quadrantenversoren, die einer Ebene 
parallel sind, ist eine Quaternion oder ein Vektortheil, je nachdem ihre Anzahl gerade oder 
ungerade ist. 

Zusatz (2). Sätze ähnlich denen in (a) Zusatz (2) findet man unter den Beispielen bei 
Tait (p. 58). 
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Zusatz (3). Zerlegt man a, ß, y nach den drei Axen f, y, h (ähnlich wie oben in 7.), so 
hat man {Tau, § 102): 

Saßr = — 

wo die Determinante den Inhalt des Parallelopipeds {aßy) bedeutet. 

Zusatz (4). Hamilton (Lecture VI) untersucht die Produkte von Quadrantenversoren für die 
besonderen Fälle, wo die Axen parallel sind den Seiten eines Vielecks, welches in einen Kreis 
oder in eine Kugel eingeschrieben ist. 

9. In der Bezeichnung Macfarlanes gestalten sich die Produkte von Quaternionen etwas 
verschieden, weil er die Reihenfolge der Paktoren von links nach rechts nimmt, also umgekehrt 
von Hamiltons Anordnung (s. oben 2. Zusatz (2)). Bei ihm ist also auch die cyclische Anordnung 
der Einheiten die umgekehrte, nämlich (Principles, p. 69): 

hj = i, ik =j\ ji =r A, 

jede Einheit versehen mit dem Exponenten Vs^- I^i^ Quadrate der Drehungseinheiten sind 
aber auch bei ihm = — 1, so dass sein Versoren-Multiplikationssystem wesentlich identisch ist mit 
Hamiltons. 

(a) PUr die Multiplikation zweier Quaternionen hat man zunächst die Grundformel: 

^v.^^v,^ = — cos aß — sin aß . ^'''^'', 

welche mit den aufgestellten Multiplikationsregeln übereinstimmt, wie man erkennt, indem man 
a und ß auf einander senkrecht stehen oder einander pai'allel sein lässt. Mit Hilfe dieser Formel 
erhält man (Principles, p. 97): 

aa^ . Iß^ = a&(cos ^ + sin ^ . «v«^) (cos J5 + sin B • ß'!^"") 
= a6(cos A cos JB — sin ^ sin B cos aß) 

+ a&(cos B^mA ' a -\- cos A^mB > ß — sin A sin B sin aß • aß)'-'"'', 

wo der Exponent ausserhalb der Klammer die symbolische Bedeutung hat, dass er zu den einzelnen 
Axen innerhalb gehört. 

Zusatz. Fallen aundß zusammen, so dass cos aß = 1 und sina/J — 0, und setzt man die 
Tensoren a = 6 = 1, so gehen die Cosinuscomponente und die Sinuscompononte dieses Ausdrucks 
(vergl. oben S. 155) bezüglich über in die bekannten Formeln für 

cos(a^ + ^=:cos(^ + I?) und sin(a^ + '^) = sin(yl + ^. 

Aus der Uebereinstimmung der Vorzeichen in diesen Formeln rechtfertigt Macfarlane seine von 
Hamilton abweichende Anordnung der Faktoren. 

(b) Für die Multiplikation dreier Quaternionen hat man, wenn man die Tensoren 
weglässt (Principles, p. 99): 

a^ßByC—^QQ^ ^ -f sin ^ . «V^«) (cos J5 + sin i? • ß'i^") (cos (7 + sin C • //«'') 

= cos^ cosjB cos G + (cos^ cosi? sin ü • y''^'' + cos5 cos C'sin^ • «^^^ + cos Ccos-4 sin B • ß''-^'') 
+ (cos A sin B sin C • jj^Va^^Va'* -^ cos B sin A sin • a'^-"* y'^-^'' + cos C/sin J. sin i? • a'-^^'ß''-'^ 
+ sin A sin J5 sin (7 • aV«'' ß'U^ y"-.^. 

Die Glieder mit zwei Axen können umgestaltet werden mittelst der Grundformel in (a) und das 
letzte Glied mittelst der neuen Grundformel: 

„Vj^^V.^^V,^ _ (_ cos aß-y ^COSay 'ß - COS ßy • a)''^'' + sin aß COS^y. 

Zusatz (1). Als Erweiterung von Moivres Theorem (Synopsis, Bd. I, p. 44) hat man die 
Formel (Principles, p. 101, Fundamental Theorems, p. 10): 

wo c und s bezüglich die Cosinus- und Sinuscomponenten eines Versors bedeuten und ihre unteren 
Zeiger angeben, wie viele solcher Componenten zu einem Produkte vereinigt sind. 
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Der einfachste Fall ist der, wo alle Axen und alle Winkel identisch werden. Man hat 
dann nämlich (a^)*»= a^^ also: 

cos tiÄ + sin uÄ • a''«" = cos .4*» + \A cos J["~* sin A • 0^'^'^ --- etc. 

Zusatz (2). Man kann das Produkt a^^ß^ ... auch mit Hilfe der Exponentialreihe 
(Synopsis, Bd. I, S. 106) entwickeln, da nach 3. Zusatz (4): 

a^ß^y^ . . . = exp(.4a'A.'' + Bß'--'' + CV^^ +...)» 

und dann (lie einzelnen Klammern dieser Reihe schliesslich nach dem polynomischen Lehrsatz 
auflösen. 

10. Quinionen sind nach Ilarfarlam (Imaginary of Algebra, p. 48) eine Erweiterung der 

Quaternionen und unterscheiden sich von den letzteren dadurch, dass ihre Versoren, die sogenannten 

logarithmischen Versoren, ein fünftes Element iv enthalten, nämlich den Winkel zwischen 

dem Radiusvektor und der Tangente einer logarithmischen Spirale. Sie werden 

bezeichnet durch 

a • a^^:^ a ' exp(.4a«'). 

Zusatz (1). Setzt man w—- ^/ott, so geht die Spirale in den Kreis und die Quinion in die 
Quaternion über. 

Zusatz (2). Die Quinion lässt sich in Form einer Quaternion darstellen (Imag. of Alg. p. 48): 

aa^ = a • exp(.4 cos w + Ä sin iv • a"-''') = a • e^cosw . ^Aainw 
_ ^ . e^coaw|(.Qg^ gjj^ j^j _^ sin(.4 sin w) • a^'^"], 

welche Formel für w=- ^l^rt wieder in diejenige für Quaternionen übergeht (s. oben 3. Zusatz (4)). 
Zusatz (3). Mit Hilfe der letzten Darstellung kann man das Produkt zweier Quinionen 
durch eine Formel ausdrücken, welche aus derjenigen in 9. (a) hen^orgeht, indem man rechts die 
Argumente A und B bezüglich ersetzt durch af^ und /^^', also: 

aa^ • hß^^ ^ ah(cos a^ cos ßj^ - . . .) + a6(cos ß^ sin «^ • a + . . .)y^^. 

Fallen die Axen a und ß zusammen, so hat man 

a^-a^^ — exp \{A + B) cos w -f- {A + JB)-sin w •«"=''] 
— exp (.1 + Jy)««' — af^ ^ ^^ 

Das Produkt lässt sich auch als Exponentialfunktion entwickeln: 

aa^. 6/!^^ =:a6. exp (.!««' + Bß"") = ah:S~^{Aa'' + Bß'^y, 

Zusatz (4). Die Fahrstrahlen der logarithmischen Spirale wurden zwar schon von 
Hamilton (Lectures, § 119—120) durch Quaternionen dargestellt. Eine Andeutung von Quinionen 
findet sich jedoch bei ihm noch nicht. 

11. Hyperbolische Versoren wurden von Macfmianc (Imag. of Alg. p. 50 ss., Fund. 
Theor. of Anal. p. 24) den cyclischen an die Seite gestellt. 

Während die letztern durch Bogen eines Kreises bestimmt werden, hängen jene von 
Sektoren einer gleichseitigen Hyperbel ab. 

(a) Ein h;>^erboli scher Versor hat die Definition und Bezeichnung: 

hyp of^ -— cosh A + sinh A • «' ^^r 

(b) Für das Produkt zweier hyperbolischer Versoren gibt Macfarlanc die Grundformel: 

« - V' '"' -- cos aß + V^^ sin aß . ^'/^^, 
und mit ihrer Hilfe allgemein: 

hyp «^ . hyp ß^ :- (cosh A cosh B + sinh A sinli B cos aß) 
+ (sinh A cosh B-a + cosh A sinh B-ß + V —~l sinh A sinh B sin aß . ö^)*^'". 
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Zusatz (1). Aus diesen Formeln lässt sich die hyperbolische Trigonometrie 
ableiten, ähnlich wie die Kreistrigonometrie aus den cyclischen Versoren. Die Theorie ist aber 
in den bis jetzt erschienenen Schriften Macfarlam^ mehr angedeutet als ausgeführt. 

Zusatz (2). In den Fundamental Theorems (p. 26) stellt Macfarlane seine drei Grund- 
formeln, als besonders bemerkenswerth, nochmals zusammen: 

Für Strecken (Mittlere Multiplikation, IX, 3. Zusatz (2)): 



aß ~ cos aß -f sin ctß • aß. 
Für cyclische Versoren {Hamiltons Multiplikation, 9. (a)): 

a-'^ß'^'" = — COS aß — sin aß • ^'^^''. 

Für hyperbolische Versoren (Hamiltons Multiplikation, oben Zusatz (D): 

Zusatz (3). Die verschiedenen Formeln über Quaternionen und Quinionen wurden von 
Macfarlane durch Drahtmodelle dargestellt, und in der Versammlung der American Association 
Adv. Sei. im Sommer 1892 und 1893 vorgezeigt. Die Bogen eines Produktes und seiner einzelnen 
Faktoren sind durch verschiedene Farben gekennzeichnet, aber mit den zugehörigen, auf ihnen 
senkrechten Axen gleichgeßlrbt. 



VI. Abschnitt. 



Die ebenen Curven im Allgemeinen. 

{Plüclccrs A. C. und S. A. G., Cremonas Einleitung, Salmons H. P. C.) 



Vorbemerkung (1). Die griechischen Mathematiker unterschieden die Curven nach ihrer 
Gestalt in geschlossene Curv^en und in solche, die sich in's Unendliche erstrecken {Geminus, um 
50 V. Chr.). 

Eine analytische Eintheilung war erst seit Descartes mit Hülfe der Curvengleichungen möglich. 

Descartes selbst gab die Eintheilung in algebraische und nichtalgebraische Curven. Die 
ersteren nannte er geometrische Curven, die letzteren mechanische. Die Ausdrücke algebraisch 
und transcendent finden sich bei Leihiiz (Acta Erud. 1686, p. 292). 

Die Eintheilung der algebraischen Curven nach dem Grade ihrer Gleichungen ergab 
sich von selbst, als es sich zeigte, dass dieser Grad von der Lage des Coordinatensystems 
unabhängig ist {Netvtons „Enumeratio"). Die Unterscheidung dieses Grades in Ordnung und Klasse 
geschah aber erst später (von Gergomie, s. oben S. 31), als das Dualitätsgesetz entdeckt wurde. 

Vorbemerkung (2). Die ersten Versuche einer Curventheorie haben wohl Euhr 
(„Introductio", Lausannae, 1748) und Gramer („Introductio", Geneve, 1750) gemacht. Denn in den 
früheren Schriften, wie in Descartes' „Geometria" (1637), in Newtons „Enumeratio" (1706), in Madaur Ms 
„Tractatus" (1746, veröffentlicht in der sechsten Auflage zu seiner Algebra) finden sich meist nur 
besondere Arten von Curven behandelt. Etder und Gramer gründen ihre Werke hauptsächlich auf 
Descartes' Untersuchungen der Gleichungen, auf Newtons Behandlung der Linien dritter Ordnung 
und auf Madaurins Andeutungen über singulare Punkte. 

Eine eigentliche Theorie der algebraisclien Cui'ven begann aber erst mit Plüc&er^a Arbeiten 
und ist noch gegenwärtig in steter Entwicklung begriffen. 



L Hauptstflck. 

Gleichungen der Curven und Curvensysteme. 

A. Einzelne Curven. 

1. Eine algebraische Curve hoisst von der nten Ordnung, wenn sie in Punktcoordinaten 
durch eine algebraische Gleichung nten Grades dargestellt wird, oder wenn sie von einer Geraden 
in n Punkten getroffen wird; sie heisst von der mten Klasse, wenn sie in Liniencoordinaten 
durch eine algebraische Gleichung mten Grades dargestellt wird, oder wenn von einem beliebigen 
Punkte aus m Tangenten an dieselbe gelegt werden können. 

Zusatz. Spricht man von einer Curve nten Grades, so ist darunter eine Curve nter 
Ordnung oder nter Klasse zu verstehen. 
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2. Den Uebergang zwischen Punkt- und Liniencoordinaten in einer Curvengleichung 
bewerkstelligt man nach Salmon (H. P. C. art. 90—95) auf folgende Weise: 

Man stellt einen Punkt oder eine Gerade dar durch die Gleichung 

ux + vy + tvz = 0, 

und stellt die Bedingungen auf, dass diese Gebilde bezüglich Punkt oder Tangente der gegebenen 
Cun-e sind. Eliminirt man dann mit Hülfe dieser Bedingungen aus der in Punkt- oder Linien- 
coordinaten gegebenen Curvengleichung bezüglich x, y, z oder w, v, w, so erhält man die Curven- 
gleichung bezüglich in Linien- oder Punktcoordinaten. 

(a) Ist die Curvengleichung 5 — in Punktcoordinaten gegeben, so hat man die 
Grössen x, y, z, l aus folgenden Gleichungen zu eliminiren: 

jS = 0, ux -{- vy + WZ = 0, 
S^ + Xu = 0, S^ + Xv = 0, S^ + Xw = 0, 

wo die Zeiger 1, 2, 3 die ersten Ableitungen bezüglich nach x, y, z bedeuten. 

(b) Ist die CurV'engleichung ^ = in Liniencoordinaten gegeben, so hat man die 
Grössen m, v, to, X aus folgenden Gleichungen zu eliminiren: 

2* = 0, ux -\- vy -\- tvz = 0, 

:s,+kx = 0, :s^ + iy = 0, :s^ + Xz = o, . 

w^o die Zeiger 1, 2, 3 die ersten Ableitungen nach w, v, w bedeuten. 

Zusatz (1). Man kann aber auch mittelst der Gleichung der Geraden aus S — O die 
Coordinate z eliminiren, wodurch S eine in x. y homogene binäre Form wird. Bildet man dann 
(Synopsis, Bd. I, S. 197) die Diskriminante dieser Form, so erhält man die Curvengleichung aus- 
gedrückt in Liniencoordinaten. 

Zusatz (2). Obige Elimination lehrt, dass eine Gleichung zweiten Grades beim Ueber- 
gange von einer Coordinatenart zur anderen im Allgemeinen ihren Grad nicht ändert, dass also 
Curven zweiter Ordnung im Allgemeinen auch Curven zweiter Klasse sind, und umgekehrt. Eine 
Ausnahme siehe unten 4, Zusatz (1). 

3. Das Gleichungspolynom einer homogenen Gleichung «ten Grades mit Ic Veränderlichen 

(n ^ h 1\ 
, Gliedern. Also besteht das Polynom einer Curvengleichung wten Grades 

(mit Ä = 3 homogenen Coordinaten) aus V2(w + 2)(n + 1) Gliedern, es ist also eine Curve 
nten Grades durch 

V.(n + 2)(n+ 1) -1 =^l^n{n + ?;) 

einfache Bedingungen bestimmt [Eulcr, Introductio, t. II, art. 57, 75, 80). 

Zusatz (1). Eine einfache Bedingung, welche also einen Coefficienten der Curven- 
gleichung bestinmat, ist nach Plücker (Entwicklungen, Bd. 11, no. 683) eine solche, welche sich 
durch eine lineare Gleichung darstellen lässt. 

Zusatz (2). Zur leichteren Darstellung solcher Bedingungen schlägt Cayley {Grelles J., 
Bd. 63, 1864; Papers, vol. V, p. 162) vor, die Coefficienten a, 6, . . . einer Curvengleichung U—O 
zu ersetzen durch 

a = a' + Xa!' + /ia'" + ..., 

h = V -\-XV' +iu6'" + ..., etc. 

und die Anzahl Parameter X, /i . . . gleich der Anzahl Bedingungen zu nehmen, wodurch dann die 
Curvengleichung übergeht in: 

U=U' + XU" -t- iiU'" + . . . = 0. 

Unterwirft man nun diese Gleichung den genannten Bedingungen, so erhält man ebenso viele 
lineare Bedingungsgleichungen, als Parameter vorhanden sind. 
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Zusatz (3). Das Gleichiiugspolynoin einer ebenen Cun^e in homogenen Coordinaten ist 
eine ternäre Form. Schreibt man dasselbe mit Trinomialcoefficienten, so lässt es sieh in 
syml)olischor Gestalt folgendennassen darstellen (vergl. Synopsis, Bd. I. S. 230): 



f,Mv ^y ^s) = («1^1 <- %^2 + «3^'a)" = « 



— /»n 

X' 



Zusatz (4). Anstatt das Gleichungspol^nom entwickelt darzustellen, kann man die 
Glieder desselben auch gruppenweise zusammenziehen und jeder Gruppe eine besondere 
geometrische Bedeutung ertheilen, wodurch die Behandlung der Curvengleichung sehr ver- 
einfacht werden kann. 

(^aißey (Quart. J. of Math. vol. 3, p. 235) erwähnt ein Theorem Jonfiuihes\ nach welchem 
eine eben Curve auf verschiedene Weise dargestellt werden kann wie folgt: 

Fr/, 

bemerkt aber zugleich, dass eine Darstellung durch drei- und mehrgliedrige Determinanten noch 
nicht versucht worden sei. 

Diese Darstellung der Curvengleichungen wurde von Plücker vielfach benutzt und empfohlen 
(vergl. unten III, B.). Die dabei nothwendigo Abzahlung der Constanten erfordert aber die 
Beiücksichtigung mehrerer Umstände, namentlich die Fragen, ob die Bedingungen einfach oder 
mehrfach seien, ob sie sämmtlich von einander unabhängig seien, und dergleichen. Nach 
CU'hsch (Z. Ged. an J. PlücJcer, S. 23) war sich indessen Plücker „sehr wohl der Bedingungen 
bewusst, unter welchen diese bei vorsichtiger Behandlung durchaus correkte Methode anwendbar 
ist". Auch Caykf/ (Math. Ann. Bd. 30. 1887, S. Sh) schliesst sich dieser letzteren Ansicht an. 

Zusatz (5). Die Plücker s>che Methode der Constantenabzählung ist von Schubert (Math. 
Ann. Bd. 10, S. 23) weiter ausgebildet worden. Er betrachtet ein algebraisches Gebilde mit der 
Constantenzahl r, welches einer (einfachen oder zusammengesetzten) c-fachen Bedingung unter- 
worfen ist. Nach ihm gibt es im Allgemeinen oine endliche Anzahl a von Gebilden, welche 
sowohl der Definition des gegebenen Gebildes als auch der c-fachen Bedingung genügen. Lässt 
man nun die Gebilde, welche die c-fache Bedingung darstellen, ihre Lage zu einander ändern oder 
auch in besondere Fälle ausarten, so bleibt die Zahl a im Allgemeinen gleich gross. Er bezeichnet 
dieses Gesetz als das Princip der Ilrhaltung der Anzahl. 

Mittelst dieses Princips hat Schubert in seinem Kalkül der Abzählenden Geometrie 
(Leipzig. 187^)) eine Menge Tafeln berechnet für verschiedene Bedingungen bei Elementargebilden. 
Curven und Flächen. 

Er betrachtet haui)tsächlich die drei Elemente: Punkt, Strahl. Ebene, und ihre „incident^n 
Lagen''. Die zusammenfallenden Elemente verschiedener Art geben ihm die „Incidenzformeln** 
(für Schnittpunkte, Berührungspunkte und so weiter), diejenigen derselben Art geben seine 
.Coincidenzformeln" (für Doppelpunkte, Doppeltangenten und so weiter). 

4. Das Gleichungspohnom kann irreduktibel sein oder in rationale Paktoren zer- 
fallen. Im ersteren Falle besteht die Curve aus einem einzigen Stücke, im letzteren aus 
zwei, drei oder mehreren unabhängigen Zweigen und heisst dann eintheilig, zweitheilig oder 
mehrtheilig. 

Zusatz (1). Damit eine Gleichung wten Grades in n rationale Faktoren zerfalle, sind 

Bedingungen erfordert. Das Gebilde zerfällt dann entweder in ein System von n Geraden und 
ist von der nten Ordnung und Uten Klasse oder in ein System von n Punkten und ist von der 
Oten Ordnung und *?ter Klasse. 



I. Gleichungen der Curven und Curvensysteme. JßQ 

Einzelne Punkte in einem Punktgebilde und einzelne Gerade in einem Liniengebilde 
werden nicht als getrennte Zweige betrachtet. 

Zusatz (2). Eine Curve gerader Ordnung hat nur Zweige von gerader Ordnung, eine 
Curve ungerader Ordnung hat höchstens einen Zweig von ungerader Ordnung (abgesehen von 
Curven mit vielfachen Punkten). Aehnliches gilt für Curven gerader oder ungerader Klasse. 

Curvenzweige gerader Ordnung werden von Salmon (H. P. C. art. 248) als „Ovale** 
bezeichnet (wonach alle Kegelschnitte „oval** wären). Zeutlmi hingegen beschränkte diesen Ausdruck 
auf Zweige, welche keine Doppeltangenten oder Wendepunkte haben. 

Zweige gerader Ordnung mit einer reellen Doppeltangente heissen nach ihm Unifolium, 
solche mit zwei, drei, vier, r reellen Doppeltangenten Bifolium, Trifolium, Quadrifolium, r-folium 
(vergl. Math. Ann. Bd. 6, S. 577 und Bd. 7, S. 411). 



B. Curvenbüschel und Curvennetze. 

Vorbemerkung. Diese Benennungen beziehen sich auf Curvensysteme in Punktcoordinaten. 
Die entsprechenden Benennungen für Curven in Liniencoordinaten sind: Curvenschaar und 
Curvengewebe. 

Die folgenden Definitionen und Sätze werden meist nur für Punktcurven ausgesprochen, 
da sich die dualistische Uebertragung auf Linieneu rven leicht ergiebt. 

5. Ein Curvenbüschel nter Ordnung, ein sogenanntes Curvensystem vom Index N= 1 
(s. unten 12. Zusatz (D) ist nach Lame (Examen etc.. Paris, 1818) dargestellt durch die Gleichung 

WO w = und v = Q die zwei „Leitcurven** niev Ordnung und X ein unbestimmter rationaler 
Parameter sind. 

Der Büschel bildet also ein einfach unendliches System oder ein System erster Stufe 
von Curven wter Ordnung, die sich sämmtlich in den nämlichen n- Punkten, den „Trägern** des 
Büschels, schneiden. 

Zusatz (1). Stellen die beiden Gleichungen w = 0, v = Cur\-en mter Klasse dar, so 
bedeutet die Gleichung u-\-Xv = Q eine Curvenschaar mter Klasse, das heisst, ein einfach 
unendliches System von CuiTen mter Klasse, die sämmtlich von den nämlichen m- Tangenten 
berührt werden. 

Zusatz (2). Die beiden Leitcurven können durch irgend zwei andere des Systems ersetzt 
werden, unterscheiden sich also nicht geometrisch von den übrigen. 

Zusatz (3). In diesen Systemen erster Stufe ist jede Curve durch eine einzige Be- 
dingung vollständig bestimmt, also beispielsweise jede Curve des Büschels durch einen Punkt, 
jede Curve der Schaar durch eine Tangente. 

Zusatz (4). Haben alle Curven eines Büschels in einem der n^ Träger eine gemeinschaft- 
liche Berührung, so zählt dieser Punkt für zwei Träger, haben sie in einem derselben einen 
gemeinschaftlichen Doppelpunkt, so zählt er für vier Träger. Aehnliche Fälle lassen sich noch 
viele aufstellen. 

Zusatz (5). Den besonderen Fall von Kegelschnitt-Büscheln oder -Schaaren findet man 
als Anwendung in vielen Lehrbüchern, so in Clebsch-Lindcmann^ Vorlesungen (I, S. 121 ff.). Caylcy 
(Quart. J. of Math. vol. 6, 1864; Papers, vol. V, p. 258) bespricht ein System von Kegelschnitten, 
dessen Träger aus drei gemeinschaftlichen Schnittpunkten und einer gemeinschaftlichen Tangente 
bestehen. 
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6. Da eine Curve «ter Ordnung durch V2 **(** + 3) unabhängige Punkte bestimmt ist, so 
kann man durch Vo^K'^ + S)- 1 unabhängige Punkte immer einen Curvenbtischel nter Ordnung 
legen, und alle Cun^en *iter Ordnung, welche durch Vs^K^^ + S) — 1 unabhängige Punkte gehen, 
bilden einen Büschel. 

Zusatz (1). Liegen ^i^n[n -|- 3) Punkte derart, dass zwei Curven nter Ordnung durch 
sie hindurchgehen, so kann man auch einen Büschel durch dieselben legen. Liegen ebenso 
^l^n{n + 3) Gerade derart, dass zwei Cuiven m ter Klasse von ihnen berührt werden, so wird auch 
eine ganze Schaar wter Klasse von ihnen berührt. Denn jene Punkte und Geraden stellen nur 
Vi w(/? -f- 3) - 1 unabhängige Träger dar. 

Unter den n^ Trägern eines Büschels nter Ordnung oder einer Schaar nter Klasise sind 
also nur V2 *K" + 3) 1 willkürlich, während die übrigen 72!^^ -l)(n — 2) durch diese be- 
stimmt sind {Flücb:rs Entwicklungen, Bd. 11, no. 084, Alg. Curven, S. 7, und (rfr^öfWM?'s Ann. t. 19, 
p. 100). Vergleiche unten II, 2. 

Zusatz (2). Die Thatsache, dass eine Cuive nter Ordnung durch Vs^Cn + S) und mehr 
Punkte gehen kann, ohne dadurch vollständig bestimmt zu sein (in scheinbarem Gegensatz zu 3.), 
war von Eiikr (Berlin. Mem. 1748, p. 219) und Cramer (Introduction, 1750, § 48) bemerkt und auch 
richtig dadurch erklärt worden, dass jene Punkte in solchen Fällen nicht von einander unab- 
hängig seien. 

PlücJcer bespi'icht dieses „Paradox" an melireren Stellen (Entwicklungen, Bd. I, S. 229; 
Alg. Curven, S. 12, und Crelles J., Bd. 10, S. 47).*) Eine analytische BegiUndung gab Jacdbi in 
Crdle^ Journal (Bd. 15, 183G, S. 285). 

Zusatz (3). Die Anzahl ^l^{n - l)(n - 2) der nicht willkürlichen Träger eines Büschels nter 
Ordnung ist gleich der Maximalzahl der Doppelpunkte einer Curve nter Ordnung, also im Allgemeinen 
gleich dem Geschlechte der Curve. Plücker (Alg. C. 11, no. 75) vermuthete in diesem Umstände 
einen tieferen Grund, der aber erst später in dem Zusammenhange der Geschlechtszahl mit dem 
Aber sehen Theorem entdeckt wurde (vergl. unten den „Restsatz", 11, 6. und 7.). 

7. Liegen von den n^ Trägern eines Cui'venbüschels nter Ordnung np auf einer Curve 
^>ter Ordnung, so liegen die übrigen n{n — j>) auf einer Curve (n — p)ter Ordnung {Gergonne in seinen 
Annalen, t. 17, p. 220). 

Zusatz (1). PlücJcer (Alg. Curven, S. 11) hat diesen Satz vervollständigt: „Wenn durch die 
n- Durchschnittspunkte irgend zweier Curven nter Ordnung ein System zweier Curven der pten 
und qten Ordnung gehen soll, so ist nothwendig und hinreichend, dass von diesen Durchschnitts- 
punkten nj; - (/ auf der Curve der pten, und nq — h auf der Curve der qten Ordnung liegen." 
Dabei unterliegen die Zahlen (/ und A den folgenden Bedingungen: 

g^^{2)--l)ip-2), A^i(2--l)(j-2), 

^ + A = l(n-l)(n-2). 

Zusatz (2). Die Ausdehnung dieses Satzes auf die Durchschnitte von Curven verschiedener 
Ordnung siehe unten 11, 3. 

8. Sind zwei Curvenl)üschel von den Ordnungen n und n' gegeben, so ist der Ort der 
Punkte, welche Berührungspunkte je zweier Curven der beiden Büschel sein können, nach 
Salmon (H. P. C. art. 397) eine Curve von der Ordnung 2(n + n') -3, und die Anzahl Curven des 
einen Büschels, welche Curven des andern osculiren, nach Steimr {Crelles J., Bd. 47, 1854, S. G): 

3(n + n'} (n + n' 6) + Gnu' + 15. 

*) Nach Cmjlcy (Fapers, Vol. I, p. 251), Anmerkung) miusd diese letztere Arbeit Plücker & mit Vorsicht gelesen 
worden, da mehrere Siltze nicht genügend beschrilnkt sind. 
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Zusatz (1). Ist der eine Büschel insbesondere von der ersten Ordnung, also ein Strahlen- 
btischel, und legt man seinen Träger in einen Träger des andern Büschels, so berührt jeder Strahl 
nur eine Curve und jede Curve einen Strahl. Die beiden Büschel sind demnach homographisch 
auf einander bezogen, und alle n* Strahlenbüschel dieser Art sind auch unter einander homo- 
graphisch. Unter dem Doppelverhältniss von je vier Curven des Büschels nter Ordnung ver- 
steht man dann das Doppelverhältniss der vier entsprechenden Strahlen irgend eines dieser 
n* Strahlenbüschel. 

Zusatz (2). Die Curvenbüschel und allgemein die Curvensysteme beliebiger Stufe bieten 
ein weites Feld für Anwendungen der projektivischen Geometrie. In dem Abschnitte über die 
Flächen findet man eine Reihe von Sätzen, die sich auf Curvensysteme übertragen lassen. 

9. Ein Curvennetz wter Ordnung ist dargestellt durch die Gleichung: 

wo M = 0, v = Oj W — o drei Leitcurven nter Ordnung und A, fi zwei unbestimmte rationale 
Parameter sind. 

Das Netz bildet also ein zweifach unendliches System oder ein System zweiter Stufe 
von Curven wter Ordnung, oder auch ein einfach unendliches System von Curvenbüscheln 
nter Ordnung. 

Zusatz (1). Sind die drei Leitcurven von der mten Klasse, so stellt jene Gleichung ein 
Curvengewebe mter Klasse dar, also ein zweifach unendliches System oder System zweiter Stufe 
von Curven mter Klasse, oder ein einfach unendliches System von Curvenschaaren. 

Zusatz (2). Die drei Leitcurven können durch irgend drei andere des Systems ersetzt 
werden, nur dürfen sie nicht demselben Systeme erster Stufe von Curven angehören, weil sonst 
das ganze System zweiter Stufe in di^pes System erster Stufe ausarten würde. 

Zusatz (3). In diesem System zweiter Stufe ist jede Curve durch zwei Bedingungen 
bestimmt. Durch ^/2n{n + 3) —2 Punkte kann man also immer ein Curvennetz legen und alle 
Curven gleicher Ordnung, welche durch V2^^('* + 3) — 2 Punkte gehen, bilden ein Netz. 

Zusatz (4). Ein gemeinschaftlicher Schnittpunkt dreier Leitcurven ist gemeinschaftlicher 
Schnittpunkt des ganzen Netzes, und alle jene Curven, welche in diesem gemeinschaftlichen 
Schnittpunkte eine gemeinschaftliche BeiUhrung haben, gehören je einem Büschel an (Crcmoiui, 
Einleitung no. 92). 

Man kann diesen Zusatz auch so aussprechen: Ein gemeinschaftlicher Träger zweier Büschel 
ist auch Träger des ganzen Netzes. 

10. Der Ort der Doppelpunkte des Netzes nter Ordnung ist eine Curve 3(n— l)ter 
Ordnung und heisst nach Cremona (Einleitung no. 92) die Hesse sehe Curve des Netzes. Sie hat 
die Gleichung 

U^ t<2 W3 

Vi ^2 V^ — 0, 

tV^ IÜ2 tv^ 

wo die Zeiger 1, 2, 3 die ersten Ableitungen der drei Leitcurven nach den homogenen Coor- 
dinaten x^, X2/x^ bedeuten. 

Zusatz (1). Die Hesse'sche Curve eines Netzes wird auch definirt als Ort der Punkte, 
deren gerade Polaren aus Strahlenbüscheln bestehen {Cremorm, Einleitung, no. 95). 

Zusatz (2). Cremona (no. 96 und 97) untersucht das Verhalten dieser Curve für die 
besonderen Fälle, wo sämmtliche Curven des Netzes einen gemeinschaftlichen Schnittpunkt oder 
Berührungspunkt haben. 

Zusatz (3). Die Uesse^^che Curve des Netzes ist ein besonderer Fall der Jacotrschen 
Curve dreier Fundamentalcurven beliebiger Ordnung (s. unten VI, 8.). Sie wird deshalb von 
Sahnon (H. P. C.) mit J bezeichnet. 

22* 



Die Stufe eines Systems wird oft mit dem Symbol C5c"» bezeichnet. Das Symbol oc 
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C. Mehrfach Unendliche Curvensysteine. Charakteiistikeiu 

11. Allgemeine Ciirvensysteme wter Ordnung, mter Stufe und Iten Grades sind aus 
m + 1 Leitcurven «ter Ordnung und aus m Parametern so zusammengesetzt, dass letztere im 
Iten Grade vorkommen. 

Zusatz (1). Die Ordnung (Klasse) des Systems ist also bestimmt durch die Ordnung 
(Klasse) der einzehuMi Curven, die Stufe oder unendliche Mannigfaltigkeit durch die Anzahl der 
Parameter und der Grad durch die Dimension der Parameter. 

Lu uit iijit u^ni kijiuwwi C5c"» bezeichnet. Das Symbol «y ^ 
bezeichnet dann eine einzelne Curve. 

Zusatz (2). Ein lineares Curvensystem hat also die Gleichung 

2'xi«,- r - 0, (/ = 0, 1, . . . m), 

wo die m i- 1 Leitcurven oder Direktricen Ui—0 nicht einem und demselben Systeme niedrigerer 
Stufe angehören dürfen. 

Ein solches Curvensystem ist also durch m + 1 Curven bestimmt, und jede einzelne Curve 
ist durch weitere m Bedingungen festgelegt. Beispiele findet man in Ficdler's Daratellende Geometrie 
(Bd. m, § 35). 

Zusatz (3). Diese allgemeinen Systeme sind noch nicht vollständig bearbeitet. Die 
bisherigen Untersuchungen beschränken sich fast ausschliesslich auf lineare Systeme, und unter 
diesen wieder grösstentheils auf solche zweiter Ordnung oder Kegelschnittsysteme. 

12. Die einzelnen Curven eines Systems können, in Folge ihrer Unbestimmtheit, gruppen- 
weise gewisse Bedingungen erfüllen, und die Anzahl Curv^en einer solchen Gruppe werden 
dann Charakteristiken des Systems genannt. 

Zusatz (1). So hat Jo)vj[nieres (Liouvilles J. t. 6, 1861, p. 113, und Grelles J. Bd. 66, 
1866, S. 289) den «Index" X eingeführt als die Anzahl der Curven eines einfach unend- 
lichen Systems, welche durch einen beliebig gewählten Punkt gehen. Er gibt am ange- 
zeigten Orte eine Reihe von Sätzen über Curvensysteme vom Index N, namentlich in Bezug auf 
Tangenten und Schnittlinien. 

Beispielsweise bilden die Tangenten einer Curve mter Klasse (die sich durch eine nach 
einem Parameter quadratische Gleichung darstellen lassen) ein System erster Ordnung, erster 
Stufe, zweiten Grades, vom Index in, weil durch jeden Punkt m dieser Tangenten gehen. 

Für m= 1 wird die Cuitc ein Punkt und das System ein Strahlenbüschel. Für Punkt- 
reihen und Strahlenbüschel findet man eine Untersuchung der Charakteristiken in ScJ^iberfs 
„Kalkül der abzählenden Geometrie^ (§ 39—44). 

Zusatz (2). Für Kegelschnitte, deren Ordnungs- und Klassenzahl übereinstinmien, führt 
Chashs (Compt. Rend. t. 58, 1864, p. 297) zwei Charakteristiken ein, durch welche sich die 
Ej'gebnisse symmetrischer darstellen lassen, nämlich, mit Zugmndelegung eines einfach unend- 
lichen Svstems: 

II als die Anzahl Curv^en, welche durch einen beliebigen festen Punkt gehen, 
v - - - - - eine beliebige feste Gerade berühren. 

Nach Chaslcs lässt sich die Anzahl der Kegelschnitte, welche derartige Bedingungen erfüllen, 
immer durch die lineare Formel a^i + hy darstellen, wo a und h nur von der Natur des Kegel- 
schnittsystems a])hängen. Clebsrh (Math. Ann. Bd. 6, S. 1) hat für diesen Satz einen Beweis 
gegeben, aber zugleich auch gezeigt, dass derselbe für CuiTcn höherer Ordnung nicht mehr gilt. 

In den Comptes Reudus (1864—1866) finden sich mehrere Aufsätze von Jmquieres und Chaslcs 
mit einer Reihe von Sätzen über Charakteristiken in Kegelsclmittsystemen erster Stufe. So ist 
2r /t die Anzahl der Kegelschnitte, welche in ein Linienpaar zerfallen, und 2/ia — y die Anzahl 
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derer, die in ein Punktpaar zerfallen. Ferner ist ntfi, + nv die Anzahl Kegelschnitte, welche eine 
beliebige Curve nter Ordnung und mter Klasse berühren (bewiesen von Zeuthen, Math. Ann. 
Bd. 3, S. 153). 

Die Chasks sehen Formeln wurden von Halphen (J. de T^c. P. Cah. 45, 1875, p. 27) geprüft 
und nicht immer allgemein giltig befunden. 

An die Ergebnisse Chasles" knüpfte Cayley (Compt. Rend. t. 63, 1866, p. 9 und Phil. Trans, 
t. 158, 1868, p. 75 ss.) eine Reihe von Untersuchungen, zum Beispiel die Frage nach der Anzahl 
Kegelschnitte, welche fünf Berührungsbedingungen mit gegebenen Curven genügen. Er stellte die 
Charasteristiken für verschiedene Berührungsbedingungen der Kegelschnitte in Tafelform 
zusammen und drückte dieselben aus durch die drei Zahlen m, m, «, von denen die letztere 
dieselbe ist, durch welche er die Plücker sehen Formeln vereinfacht hat (s. unten: V. Singu- 
laritäten 7. (a)). 

Eine ausführliche Besprechung der Kegelschnittreihen mit Cliasles Charakteristiken findet 
man in Cremonas „Einleitung" (Anhang III),* ferner in Sahnons „Conic Sections" (Noten, p. 389) und 
„Higher Plane Curves" (art. 415—420) und in Schuherfs „Kalkül der abzählenden Geometrie" 
(§ 37-38). 

Ein Verzeichniss der einschlägigen Arbeiten bis 1872 gibt Painvin in Barboiix Bulletin 
(t. 3, 1872, p. 155-159). 

Zusatz (3). Für cubische Curven wurden die elementaren Probleme gelöst von MaiUard 
(These, Paris, 1871), der die Charakteristiken fUr verschiedene Curven dritter Ordnung mit singulären 
Punkten bestimmte. 

Allgemeinere Untersuchungen über Curven höherer Ordnung verdankt msin Zeuthen in den 
Nouvelles Annales (1866 etc.), in den Comptes Rendus (t. 74 — 75, 1872) und in den Mömoiren der 
Dänischen Gesellschaft der Wissenschaften (Bd. 10, 1873) mit Anwendungen auf Curven dritter und 
vierter Ordnung. Er betrachtet zwischen den Charakteristiken /*, v und 18 anderen Grössen eine 
Reihe von 23 unabhängigen Bedingungsgleichungen, welche aber ausser den genannten 20 Grössen 
noch andere enthalten, die sich auf die verschiedenen Formen der ausgearteten oder zerfallenden 
Curven beziehen. 

Diese ausgearteten Curven verdienen nach Cayley (Compt. Rend. t. 74, p. 708) eine ein- 
gehendere Untersuchung, weil die Hauptschwierigkeit der Charakteristiken gerade in der Frage 
liegt, wie oft eine solche Curve zu zählen sei. Er unterscheidet die allgemeinen und die aus- 
gearteten Curven als die „vorletzten" und „letzten". 

Zusatz (4). Die Anzahl der Charakteristiken ist nur für Kegelschnittreihen erster Stufe 
gleich Zwei. Für zweifach unendliche Kegelschnittsysteme würde man nach Cremofia (Einleitung, 
Anhang ni) deren drei (A, ^, v) gebrauchen. Für Curvensysteme höherer Ordnung ist die Anzahl 
der Charakteristiken nach Zeuthen (vergl. Compt. Rend. t. 78, 1874, p. 274 Anmerkung) immer 
endlich. 



II. Hauptstück. 

Schnitte, Berührungen und'Normalen. 

A. Schnittpunkte zweier und mehrerer Curven. 

Vorbemerkung. Nach Clehsch (Z. Ged. an J. Flücker, S. 18) konnte die algebraische 
Theorie der Schnitte von Cur\^en mit den Untersuchungen Plücker s (A. C. 1839) und Cayley s 
(Cambr. Math, J. vol. 3, 1843) als abgeschlossen betrachtet werden. „Neue und überraschende 
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Gesichtepunkte für diese Fragen ergaben sich in neuester Zeit, als es sich zeigte, dass diese Sätze 
über ebene Curven nur andere Ausdrucksformen des ÄbcTschen Theorems seien." Diese Gesichts- 
punkte findet man auseinandergesetzt in dem Werke von Clebsch und Gordan über die ^ftef sehen 
Funktionen (Leipzig, 1866). 

1. Zwei Curv^en von den Ordnungen n und n' schneiden sich in n^n' Punkten und zwei 
Curven von den Klassen m und m' haben m-m' gemeinschaftliche Tangenten. 

Zusatz (1). Ein Ausnahmefall tritt ein, wenn die beiden Curvengleichungen einen ratio- 
nalen Faktor, also die beiden Curven alle Punkte und alle Tangenten eines Zweiges gemein- 
sam haben. 

Zusatz (2). Ist der Schnittpunkt ein Macher Punkt der einen Curve und ein Z-facher 
Punkt der andern, so zählt er für h'l einfache Schnittpunkte. Jede gemeinschaftliche Tangente 
der beiden Curven in diesem vielfachen Schnittpunkte vertritt einen weiteren Schnittpunkt. 

Zusatz (3). Also wird eine Curv^e wter Ordnung von einer Geraden in n Punkten getroffen 
und eine Curve wter Klasse von einem Strahlenbüschel in m Punkten berührt (vergl. oben I, 1.). 

Bei Euler (Introd. t. II, art. 73) ist die Ausdrucksweise dieses Satzes sehr schwerfällig, 
weil er die imaginären Schnittpunkte noch nicht mitzählt. Nach ihm kann man aus den n Schnitt- 
punkten mit einer Geraden nur schliossen, dass die Curv^e wenigstens von der «ten Ordnung sei. 

2. Von diesen n-n' Schnittpunkten der beiden Curven sind aber höchstens 

1 



nn 



^(»-l)(«-2), («<»') 



von einander unabhängig. Die übrigen ^(m— \){n — '2) sind durch jene bestimmt {Jacc^i, OreUesJ. 

Bd. 15, 1836; Werke, Bd. III, S. 329-354). 

Zusatz (1). Es sind also n^n' willkürliche Punkte im Allgemeinen nicht Schnittpunkte 
zweier Curven von den Ordnungen n und n'. Auf einer Cui^ve nter Ordnung kann man also nicht 
mehr als die genannte Zahl willkürlich annehmen, wenn durch dieselbe eine (einfache) Curve 
wter Ordnung gelegt werden soll. 

Für n = n' = 3 wurde der Satz von C/tasIcs (A. H.) ausgesprochen. 

Zusatz (2). Der Satz erleidet eine Aenderung, wenn unter den n • n' Schnittpunkten d 
solche sind, welche Doppel- oder Rückkehrpunkte der Curve ntor Ordnung sind. In diesem Falle 
hat man denselben so auszusprechen, dass von den n • n' Schnittpunkten nur 

^{n --l)(H-2) -d 

durch die übrigen bestimmt sind. Dies gilt nicht nur unter der Bedingung: n<C»', sondern auch 
noch für n — 3 < u' {Ckhsch und Gordan, Theorie d. A. F. § 9). 

3. Wenn von den mn Durchschnittspunkten zweier Curven wter und nter Ordnung mp auf 
einer Curve i>ter Ordnung liegen, so liegen die übrigen m{n—p) auf einer Curve {n —p)tev 
Ordnung. 

Zusatz (1). Foncelet (P. P. t. 2 no. 227 und 296) erwähnt diesen Satz (1831) für die beiden 
Fälle, dass eine der beiden (-unen aus einem System von Transversalen besteht, oder dass beide 
Curven von gleichem Grade sind. Der letztere Fall scheint von Gergonne (1827) zu stammen (vei^l. 
oben I, 7.). 

Zusatz (2). Nach Cayley (Cambr. Math. J., vol. 3, 1843; Papers, vol. I, p. 25) kann man 
von den mp Punkten auf der Curse jf^ter Ordnung wieder nur 

^*i^ -j (''* -{- p -- n — 1) (m -{- p — n 2) 
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Punkte willkürlich annehmen, wenn durch sänimtliche mp Punkte eine einfache Curve nter Ordnung 
gehen soll. Vorausgesetzt ist dabei 

m oder p-^n-^m -\- p — 3. 

Für p = n erhält man wieder den Satz 2. Eine Verallgemeinerung dieses Schnittpunktsatzes durch 
Bacharach und Cayley findet man in den Math. Ann. (Bde. 26 und 30). 

Zusatz (3). Die beiden reciproken Sätze von Fascol und Brianclmn über Sechsecke, die 
Kegelschnitten ein- und umschrieben sind, sind nur besondere Fälle dieses Satzes (vergl. Pliicker, 
Entwicklungen, Bd. I, S. 267, Anmerkung, und Cayley a. a. 0.). Weitere besondere Fälle und 
Schlussfolgerungen über Tangenten gibt Cremona (Einleitung, § 9—12). 

4. Ueber Schnittpunkte dreier Cur\'en sind noch wenige Untersuchungen angestellt worden. 
Bei Cklsch und Gordan (Th. d. AhcV^ohen F. § 17) findet sich der folgende Sat^: 

„Gemeinsame Schnittpunkte von y = 0, ^ — 0, f—0 liegen auch auf der Jorotrschen 
Curve; diese berührt in denselben die Curve /'— 0, sobald y, if) von gleichem Grade sind, und 
hat. wenn f einen solchen Punkt zum Doppelpunkt hat, diesen gleichfalls zum Doppelpunkt, so dass 
ihre Tangenten mit denen von /*=0 übereinstimmen." 

5. Die beiden Sätze von Newton und Carnot über die Schnittpunkte ebener Curven 
mit geradlinigen Transversalen sind besondere Fälle dieser Theorie: 

(a) Newton ^Qluev ^a\z über zwei Transversalen: Zieht man durch einen beliebigen Punkt 
zwei Sehnen, welche eine gegebene Curve nter Ordnung in den Punkten R^ . , . Rn und Sj . . . S„ 
schneiden, so ist das Verhältniss 

ORi...ORn 



OS,,.. OSn 



= const. 



von der Lage des Punktes unabhängig, wenn nur die Richtung der beiden Sehnen unge- 
ändert bleibt. 

Der Satz lässt sich auch so aussprechen, dass das Verhältniss 

OR,... ORn 

— '- ^ =r const. 

or, ... or„ 

von der Richtung der Sehnen unabhängig ist, wenn die Punkte und o ungeändert und die 
von ihnen aus gezogenen Linien OR und or einander parallel bleiben. 

Zusatz. Die von einem Punkte = {a, ß) an eine Curve gezogenen Sehnen lassen sich 
analytisch behandeln durch die Substitution: 

X = a + Q cos 6, y^^ßi-Qsinß, 

durch welche die Gleichung f{x, y) — der Curve die Gestalt annimmt: 

^"(aicosd« + ...) + ^"""H^cosd»--^ + ...) + ...+ c = 0. 

So bestimmt zum Beispiel das Verschwinden des Coefficienten von q"" die Richtung 6 nach 
den unendlich fernen Punkten der Cur\'e, die Bedingung für das Gleichwerden zweier Wurzeln q 
die Richtung einer Tangente, und so fort. 

Für den letzten Coefficienten hat man die Formel c — f(a,ß). Setzt man also in eine 
Curvengleichung die Coordinaten eines beliebigen Punktes ein, so ist das Ergebniss 
proportional dem Produkte aller von aus parallel einer gegebenen Richtung 
gezogenen Sehnen. Bei graden Linien ist also das Resultat dieser Substitution wieder eine 
Gerade, bei Kegelschnitten ein Rechteck, und so weiter (s. unten: Die ebenen Gebilde 1. und 
2. Grades, I, 4,). 

Auf diesen Satz baut Pliicker (S. A. G. no. 1 und 2) seine „Allgemeine Coordinaten- 
bestimmung". 
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(b) 6'an?ö/'scher Satz über drei Transversalen (G^om. de Pos. 1803, art. 235). 

Es sei alc ein beliebiges Dreieck in der Ebene der Curve; die Seiten ab, bc, ca treffen in 
ihren Verlängerungen die Curve ??ter Ordnung bezüglich in den n Punkten p\ p" . . .\ q', (?"...; 
/, r" . . . Setzt man nun zur Abkürzung 

aj/ • ap^' . . . = (aj>), b(/ • hq" . . . = {hq), 

und so weiter für die übrigen Segmente, so hat man den allgemeinen Satz: 

(ap) (&^) (er) ^ 
[hp) icq) (ar) 

der auch noch giltig bleibt, wenn einige der Schnittpunkte imaginär werden, zusammenfallen oder 
in's Unendliche rücken. 

Zusatz (1). Der Satz wird zu einer Identität, wenn das Dreieck unendlich klein wird, 
also die drei Transversalen von einem Punkte ausgehen. Ponceht (P. P. t. 11, art. 165—197) gibt 
aber für diesen Fall verschiedene Umgestaltungen des Satzes, zum Beispiel durch Einführung von 
Hilfstransvei"salen. durch Logarithmirung oder Differentiirung, und leitet aus ihnen die Formeln 
für die Mittelpunkte der harmonischen Pole und der mittleren Entfernungen ab. 

Zusatz (2). Der Gflrrwö/'sche Satz lässt sich, wenn man beiderseits die Logarithmen nimmt, 
aus dem ^i^fschen Theorem ableiten, indem man bei letzterem die Grundcurve dritter Ordnung 
in drei gerade Linien zerfallen lässt (vergl. Clebsch-Lindeniann, I, S. 829). 

Reiht man mehrere solcher Transversalendreiecke aneinander und multiplicirt die ihnen 
entsprechenden Formeln mit einander, so erhält man den Satz ausgedehnt auf beliebig viele 
j Transversalen, welche ein ebenes Vieleck bilden. Caniot (art. 379—380) hat den Satz sogar auf 

I Flächentransversalen, welche ein windschiefes Vieleck bilden, ausgedehnt 

Zusatz (3). Der Caniot sehe Satz wurde von CMsles (G^om. Sup.) auf Curven mter Klasse 
übeiiragen, deren Tangenten die Dreiecksseiten schneiden. Zieht man nämlich durch die drei 
Scheitel a, 6, c des Dreiecks Tangenten an die Cun-e mter Klasse, welche die Seiten 6c, ca, ah 
bezüglich in den Punkten p\ p'\ . . .; </', (/", . . .: r', r", . . . treffen, und wendet man dieselben 
Abkürzungen an wie oben, so hat man den Satz: 

{ap)\))q){cY) _ 



\^p){c.q){ar) 



( 1)-. 



B. Schiüttpanktsysteme und Bestsatz« 

Vorbemerkung. Die hier folgende Theoi-io wurde von Brill und Xother (Math. Ann. Bd. 7, 
S. 209—310) ausgebildet, und findet sich ausführlich dargestellt bei Clebsch-Lhidemann (I, S. 425 ff., 
6(J1 und 80« ff.). 

6. Der Restsatz stützt sich auf folgende Definitionen. 

(a) Adjungirte Curven einer gegebenen Grundcurv^e sind solche Curven beliebiger 
Ordnung, welche durch jeden /fachen Punkt derselben [i- - l)fach hindurchgehen. 

Zusatz (1). Ist die Grundcurve von der Ordnung w. und eine ihrer adjungirten Cur\-en 
von der Ordnung n' (wo /*<;/'' sein soll), so sind nach 2. Zusatz (2) von den nn' Schnittpunkten 
beider Curven höchstens 

p = ^{n - \){n -2) -d 

durch die übrigen bestimmt, wo p das Geschlecht der Grundcurve bedeutet (vergl. unten V, 8.). 
Zusatz (2). Dieser Satz gilt nach Clehsch und Gordan auch noch für » — 1 = n' und 
n 2 — fi\ also überhaupt für u 3<;?f'. Für n —3 = ii' aber sind höchstens p — 1 Schnitt- 
punkte durch die übrigen bestimmt. Dieser letztere Fall wii'd von BriU und MiJwr (§ 4—5) ein- 
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gehend behandelt. Man stösst nämlich bei diesen adjungirten Curven (w — 3)ter Ordnung auf 
„Specialgruppen", das heisst auf Punktgruppen der gegebenen Curve, durch welche eine höhere 
Mannigfaltigkeit adjungirter Curven (w — 3)ter Ordnung geht, al^man nach der Zahl der Punkte 
einer solchen Gruppe erwarten sollte. Ueber die gegenseitigen Beziehungen solcher Gruppen hat 
JRiemann (CreUes J. Bd. 54, 1857, S. 122 ff.) einen Satz gefunden, der später von Eoch {OreUe's J. 
Bd. 64, 1865, S. 372) allgemein bewiesen wurde. Man findet die Darlegung dieser Theorie in den 
Math. Ann. (Bd. 7, S. 280 ff.) und bei Glebsch-Lindemann (I, S. 685 und 855 ff.). 

(b) Schnittpunktsysteme. Jeder ifache Punkt der Grundcurve ist nach (a) ein {i — l)facher 
Punkt der adjungirten Curve. Bezeichnet a, die Anzahl der ifachen Punkte der Grundcurve, so 
hat man auf diese Weise 2i[i — 1)«. Schnittpunkte der beiden Curven. Ausser diesen haben aber 
die beiden Curven noch 

nn' — 2i(i — 1)«,- 

Schnittpunkte, ein sogenanntes Schnittpunktsystem der beiden Curven. Das vollständige 
Schnittpunktsystem besteht aus allen nn' Schnittpunkten. 

Zusatz (1). Betrachtet man die adjungirte Curve (welche durch obigQ Definition nicht 
vollständig bestimmt ist) als veränderlich, so erhält man auf der Grundcurve ein veränderliches 
Schnittpunktsystem, das aber seinen Charakter nicht ähdert, das heisst, eine einfach oder mehr- 
fach unendliche Schaar von Punktgruppen. 

Zusatz (2). Man kann auch eine beliebige Punktgruppe auf der Grundcurve nach der 
Methode der adjungirten Curven behandeln. Wenn nämlich ihre erzeugende Schnittcurve nicht 
adjungirt ist, so kann man ihr eine solche unbewegliche Cur\'e beifügen, dass beide Zweige 
zusammen eine adjungirte Curve bilden. 

(c) Residuen. Theilt man ein Schnittpunktsystem einer Grundcurve in zwei beliebige 
Gruppen, so heisst die eine das Residuum der andern, oder residual zur andern, und zwei 
Gruppen, welche gleichzeitig Residuen einer dritten sind, heissen Coresiduen oder coresidual 
in Bezug auf diese dritte Gruppe. Diese Bezeichnung stammt von Sylvester (vergl. Sdmans H. P. C. 
art. 158—159). 

Zusatz (1). Coresiduale Punktgruppen erhält man durch verschiedene adjungirte Curven. 
Enthält zum Beispiel eine die residualen Gruppen Q und R bezüglich von Q und jB Punkten, und 
eine andere die residualen Gruppen Q und R, so sind R und R' coresidual in Bezug auf Q. 

Zusatz (2). Die Eintheilung eines Schnittpunktsystems in zwei residuale Gruppen von 
bezüglich Q und R Schnittpunkten lässt sich symbolisch darstellen durch die Gleichung: 

Q + R = 0, 

?• Restsatz. „Sind auf einer algebraischen Curve die Punktgruppen R, R\ ... einander 
coresidual in Bezug auf eine Punktgruppe Q, so sind sie es in Bezug auf jede andere Punkt- 
gruppe Q\ welche zu einer von ihnen (etwa R) residual ist." 

Symbolisch kann man den Restsatz folgendermassen darstellen. Es seien die (symbolischen) 
Gleichungen gegeben: 

(a) R + Q = 0, R' + Q = 0, R^ + Q=.0, etc., 

femer sei die Gruppe Q' residual zu irgend einer der jR, zum Beispiel R + Q' = 0. Dann kann 
man durch Addition und Subtraktion die folgenden Gleichungen ableiten: 

(b) R + Q' = 0, R' + Q' = 0, E' + Q^ = Q, etc., 

die sich in Worten auch so lesen lassen: 

Werden die zusammengehörigen Gruppen der Gleichungen (a) durch adjungirte Curven 
ausgeschnitten, werden ferner jB und Q' durch eine adjungirte Curve ausgeschnitten, so gilt 
Gleiches auch von den zusammengehörigen Gruppen der Gleichungen (b). 

Coresiduale Gruppen sind also von einem besondern Residuum unabhängig. 
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Zusatz (1). Die Gruppen B, B\ ... und ebenso die Ginippen Q, Q\ ... können dabei auch 
theilweise dieselben Punkte enthalten. Diese gemeinschaftlichen Punkte sind dann als feste Punkte 
anzusehen, wenn die adjungirten als beweglich betrachtet werden. 

Zusatz (2). Der Satz bleibt bestehen, wenn die Grundcurve oder die adjungirte Cune 
reduktibel sind, das heisst, in getrennte Zweige zerfallen, ebenso wenn die Grundcurve singulare 
Punkte enthält (vergl. BriU und Xötlier, a. a. 0. § 7). 

Zusatz (3). Dieser Restsatz wird (an den angeführten Stellen) als dem -Jfo'rschen Theorem 
nahe verwandt bezeichnet und geeignet, dasselbe in seinen Anwendungen auf Geometrie in viel- 
facher Hinsicht zu vertreten. Er ist in der That aus demselben gefunden worden. 

0. Berülirungsiiivariaiite und Normalen. 

Vorbemerkung (1). Uober die gegenseitigen Belehrungen der Curven sind noch sehr 
wenige allgemeine Siltze bekannt. 

Unter den hierher gehörigen Aufgaben ist die folgende merkwürdig, die von Clehsch (Crclles J. 
Bd. 03, S. 198) mit Hülfe der Aherschen Funktionen gelöst wurde: „Es sei m^w -2. Auf der 
Cun'e wter Ordnung sind mn pr Punkte beliebig gegeben; man soll durch sie eine Cur\^e mter 
Ordnung legen, welche die Curve «ter Ordnung in p Punkten r-punktig berührt." Er gibt daselbst 
noch verschiedene Verallgemeinerungen dieser Aufgabe und wendet sie schliesslich auf Cur\'en 
4ter und ßter Ordnung an. 

Vorbemerkung (2). VUichr giebt in seinen „Entwicklungen'* (Bd. II, no. 580 und 605) 
kurze Andeutungen, wie sich die Berührungen höherer Ordnung mittelst Liniencoordlnaten 
behandeln lassen. 

Nach ihm ist die Methode durch zusammenfallende Vieleckseiten anschaulicher, als diejenige 
durch zusammenfallende Schnittpunkte. 

• 

8. Die Bedingung, dass zwei Cun^en n—O, vr-{) sich berühren, ist das Verschwinden 
ihrer Berührungsinvariante, das heisst, einer Punktion ihrer Coefficienten, die man erhält, 
indem man die vier Grössen x, //, z, X aus den fünf Gleichungen eliminirt {Salmon, H. P. C, art. 96): 

il zzr 0, v^. 0, 
e/H , dv ^ cUi , . dv ., du , ^f^v ^ 
dx ex cy cy dz cz 

Bezeichnen n und n* die Ordnungen und m und m* die Klassen der beiden CurN^en, so ist die 
Bei-ührungsinvariante in den Coefficienten von v vom Grade m -\- 2n{n' - 1), und in den Coefficienten 
von u vom Grade m' + 2«'(/^ 1). 

Zusatz (1). Die obigen Gleichungen sind die Differentialgleichungen der „einhüllenden 
Curve", die im III. Bande besprochen wird. 

Zusatz (2). Salmon (H. P. C. art. 409) stellt die Bedingung auf, dass eine beliebige Curve 
«ter Ordnung mit einem Kegelschnitt eine zwei-, drei-, vier- oder fünfpunktige Be- 
rührung eingeht. 

Im letzteren Falle heisst der Kegelschnitt Abirrungskegelschnitt und dient als 
Erweiterung des Kilimmungskreises. 

Die sechspunktige Berührung mit (Muem Kegelschnitt hingegen kommt nicht allen Curven- 
punkten zu, sondern bildet eine Singularität höherei* Ordimng (vergl. unten V, 10. (b)). 

9. Normalen. Nach Wariny (Miscell. Analyt., 1762, p. 100) gehen aus jedem Punkte P 
in der Ebene einer Curve ntov Ordiuing höchstens ;*- Normalen an die Curve. Die ti* Puss- 
punkte Q dieser von P aus gezogcMien Normalen liegen auf einer andern Curve titer Ordnung ^,. 
Alle diese Curven V« ha])en //- n + 1 gemeinschaftliche Punkte, von welchen (n - - 1)* die Pole 
der unendlich fernen Geraden in Bezug auf die gegc^bene Curve sind, während die übrigen n auf 
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dieser unendlich fernen Geraden selbst liegen und die gleichen Asymptotenrichtungen aller 
Curven Qn bestimmen (Steiner, Werke, Bd. 11, S. 625). 

Zusatz (1). Hieraus folgt, dass die Evolute einer Curve wter Ordnung oder die Ein- 
hüllende ihrer Normalen von der Klasse n^ ist. Sie hat nach Steiner (S. 630) die folgenden 
Eigenschaften: 

Sie ist im Allgemeinen von der Ordnung Sn{n — 1), hat im Allgemeinen keine eigentlichen 
Wendepunkte und nur 3w(w — 2) geradlinige Asymptoten, sie hat ferner im Allgemeinen 3n(2n — 3) 

Rilbkkehrpunkte und ^n{n -l){n^ + n — 4) Doppeltangenten. 

Zusatz (2). Cayley (Phil. Mag. vol. 29, 1865; Papers, vol. V, p. 473) weist auf einen Irrthum 
bei a^bsch [Crelle^ J. Bd. 64, 1864, S. 98—100) hin in Bezug auf die Wendepunkte der Evolute, 
und verallgemeinert die obigen Formeln, indem er dem Begriffe der Evolute die projektivische 
Definition der Perpendikularität zu Grunde legt, nach welcher zwei Gerade auf einander 
senkrecht sind, wenn ihre unendlich fernen Punkte mit den „imaginären Kreis- 
punkten" harmonisch liegen (Salmon, H. P. C, art. 99—109). 



ni. Hauptstück. 

Asymptoten. 

[PlücJcers A. C, Lioiwille, Cayley.) 

Vorbemerkung (1). Die geradlinigen Asymptoten der Hyperbel waren der griechischen 
Schule schon frühzeitig bekannt. Nach Cantor (Geschichte der Mathematik I, S. 199) musste 
Menaechmus, der Entdecker der Kegelschnitte (um 350 v. Chr.), dieselben gekannt haben, obwohl 
dies nicht genau festgestellt werden kann, da uns der Wortlaut der betreffenden Untersuchung 
dieses Philosophen nicht erhalten ist (vergl. AUman, Greek Geometry, Dublin, 1889, p. 170). 

Bei Archimcdes (um 237 v. Chr.): De Conoidibus, kommen dieselben unter dem Namen 
al sYYifSra vor. 

Der Name Asymptoten stammt von ApoUmius (um 225 v. Chr.): Conicorum 1. E (besonders 
Prop. 14). 

Vorbemerkung (2). Der Begriff der krummlinigen Asymptoten und des asymptotischen 
Punktes stammt nach Giintlier (Bibliotheca Math., 1886, no. 3) von ÄWreclU Dürer (Underweysung 
der messung mit dem zirkel und richtscheyt, Nürnberg, 1525). 

Dieselben werden auch in Etders Introductio (1748, t. H, cap. 8) ausführlich behandelt. 
Daselbst (art. 218) theilt er nach dem Vorgange Newtons (Enumeratio H, 5) die Cur\'enäste in 
hyperbolische und parabolische, je nachdem sie sich an geradlinige oder an krummlinige 
Asymptoten anschmiegen, mit andern Worten, je nachdem die unendlich ferne berührenden 
Tangenten selbst im Endlichen bleiben oder im Unendlichen verschwinden. Von der Benennung 
elliptischer Aeste hielt ihn die damals herrschende Anschauung über das Imaginäre ab. 

Vorbemerkung (3). Die Asymptoten sind noch wenig bearbeitet, und was Vlüclcer in 
dieser Richtung geleistet hat, ist nicht in die Lehrbücher übergegangen. Der Gmnd mag wohl 
darin zu suchen sein, dass die Asymptoten meist nur zum Zwecke der Eintheilung der Curv^en 
dritter und vierter Ordnung in Betracht gezogen wurden, und dass dieses Eintheilungsprincip seit 
den Arbeiten Salmon % und Zeuthms aufgegeben wurde. 

Dennoch haben die Asymptoten eine ähnliche Bedeutung wie die Singularitäten und 
namentlich die Doppelpunkte. Denn nach Cayley (Cambr. Math. J. vol. 4, 1843, p. 102; Papers, 
vol. I, p. 46) wird die Theorie um so verwickelter, je weniger Asymptoten eine Curve hat. 
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A« Allgemeine Sätze. 

1. Eine geradlinige Asymptote ist eine Gerade, welche sich einem unendlichen Curven- 
zweige mehr und mehr nähert derart, dass der Abstand eines Curvenpunktes von der Geraden 
sich mit wachsender Entfernung der Grenze Null nähert; oder vom projekti vischen Gesichts- 
punkte aus betrachtet: eine Tangente mit unendlich fernem Berührungspunkte. 

Zusatz (1). Die projektivische Auffassung der Asymptoten als Tangenten findet sich 
bei Newton (Principia, 1. I, prop. 27, schol.) und Euler (Introductio, t. 11, art. 158), bei Poncclet 
(P. P. t. I, art. 104), Flüclcer (A. C. Bd. I, no. 13 und 101), Steiner (Werke, Bd. L S. 241, Anmerkung), 
3IÖbius (B. C. VI. Kap.) und Andern. 

Zusatz (2). Tritt der Fall ein, dass eine Asymptote sich einer Curve nach beiden 
entgegengesetzten Richtungen unendlich nähert, so hat man bei der projektivischen Anschauung 
diese beiden unendlich fernen Berührungspunkte als identisch zu betrachten, wie dies auch mit 
dem Schnittpunkte zweier Parallelen geschieht. 

Für die Hyperbel wird dies besonders klar, wenn man sich dieselbe durch den üoscovicJi sehen 
Kreis erzeugt denkt. Ueberschreitet nämlich ein beweglicher Punkt auf dem erzeugenden Kreise 
die geradlinige Direktrix, so springt der unendlich ferne Curvenpunkt von einer Richtung der 
Asymptote auf die entgegengesetzte über (s. Taylors Ancient and Modern Geometiy of Genies, 
Cambridge, 1881, p. 10). 

2. Eine Asymptote rter Ordnung ist nach Plücker (A. C. I, no. 125, Anmerkung) eine 
Curve, welche r geradlinige Asymptoten vertritt, das heisst, mit der Grundcurve 2r Schnittpunkte 
im Unendlichen hat (s. unten 4,). 

3. Die Anzahl der geradlinigen Asymptoten einer algebraischen Curve ist im 
Allgemeinen gleich ihrer Ordnungszahl. 

Zusatz. Dieser Satz wurde durch die Betrachtung der Curven zweiter, dritter und vierter 
Ordnung nahe gelegt und war deshalb schon Newton (Enumeratio 11, 2) und Eider bekannt. Den- 
selben aber allgemein auszusprechen, wurden sie durch dieselben Gründe abgehalten, weswegen 
sie auch einer Gleichung ?eten Grades nicht allgemein n Wurzeln zuschrieben. 



B. Plücker^s abgekürzte Bezeichnung. 

(Theorie der algebraischen Curven, 1839, I. Abschn.) 

4. Flacker stellt die Gleichung der algebraischen Curve «ter Ordnung in der Gestalt dar: 

WO die S2 algebraische ganze Punktionen vom Grade ihres Zeigers und [a eine Constante bezeichnen. 
Die Darstellung hat im Allgemeinen überzählige Constanten, kann also auf unendlich viele Arten 
geschehen. 

Nun liegen die nr Schnittpunkte der Curve />n mit der Curve S2r sämmtlich auf der Curve 
(n 2)ter Ordnung f2n-2, was nach dem Schnittj^unktsatze (oben II, 3.) darauf hindeutet, dass nur 
r (n — 2) Schnittpunkte vorhanden sind, dass also 2r Schnittpunkte im Unendlichen liegen. Dadurch 
ist nach Plücker die Curve S2r als Asymptote rter Ordnung bestimmt (s. oben 2.). 

Zusatz (1). In Bezug auf geradlinige Asymptoten wird der Satz von Poncclet (P. P. t 11, 
art. 228, aus dem Jahre 1831) in die Worte gekleidet: Das System der n Asymptoten einer 
algebraischen Cun^e wter Ordnung begegnet dieser Curve in w(w — 2) Punkten, welche auf einer 
anderen Curve [n — 2)ter Ordnung liegen. 
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Zusatz (2). Cayley hingegen definirt (Cambr. Math. J. vol. 4, 1843, Papers, vol. I, p. 54) 
eine asymptotische Curve rter Ordnung als eine solche, welche mit der gegebenen Curve wter 

Ordnung nur nr — ~r{r + 3) Schnittpunkte hat. 

5. Die linearen Asymptoten lassen sich eindeutig darstellen wie folgt: 

wo jeder lineare Paktor p eine geradlinige Asymptote der Curve S2n darstellt. 

Zusatz (1). Da die Anzahl der Constanten in diesem Falle gerade die nothwendige und 
hinreichende ist (s. oben I, 3.): 

2n + |(n - 2) (n + 1) + 1 = ^n(n + 3), 

so hat jede algebraische Curve wter Ordnung n geradlinige Asymptoten (s. oben 3.). Dieselben 
sind reell oder imaginär, je nachdem die linearen Faktoren p es sind. Solange aber die Curve 
reell vorausgesetzt ist, treten die imaginären Asymptoten nur conjugirt complex mit einem 
reellen Schnittpunkte auf. 

Zusatz (2). Plücker (no. 20) erörtert auch die Frage, nach welchem Gesetze man die 
w(w — 2) Schnittpunkte auf gegebenen n Asymptoten willkürlich annehmen könne, um daraus die 
Curve nter Ordnung selbst zu bestimmen, und findet, dass man auf m Asymptoten nur 

(n — 2)m — hm — 1) (m — 2) 

wählen kann, da die übrigen V2 (*^ ' 1) (^ — 2) dadurch bestimmt sind. 

Dieser Satz ist nur ein besonderer Fall des Jacobf sehen Satzes (I, 2.) über die nm Schnitt- 
punkte zweier Curven wter und mter Ordnung. 

Zusatz (3). Asymptoten, welche mehr als zwei unendlich ferne Punkte mit der Curve 
gemein haben und sich demnach durch eine Gleichung von der Gestalt darstellen lassen: 

P1P2 ' "Pn + tASIn-m = 0, 

sind folglich als besondere Fälle zu betrachten, da die Anzahl der Constanten kleiner ist als bei 
der allgemeinen Gleichung. 

Plücker (no. 28—41) stellt eine ausführliche Untersuchung an über die möglichen und 
unmöglichen Fälle von solchen besondern Asymptoten, und gründet dieselben auf den erwähnten 
Satz Jacobts (oben n, 2.). 

6. Die quadratischen Asymptoten lassen sich durch folgende Gleichung mit über- 
zähligen Constanten zur Anschauung zu bringen: 

Die quadratische Asymptote PiP2 +X = hat selbst wieder die linearen Asymptoten 
p^ =iO, P2 = 0, welche ebenfalls Asymptoten der Curve S2n sind. 

Zusatz (1). Sind die linearen Faktoren p^ und p^ reell, so ist die quadratische Asymptote 
eine Hyperbel. Entgegengesetzten Werthen von X entsprechen Hyperbeln in verschiedenen Scheitel- 
winkeln der geradlinigen Asymptoten. 

Zusatz (2). Sind die linearen Faktoren p conjugirt complex, so ist die quadratische 
Asymptote eine Ellipse, die selbst wieder reell oder imaginär ist, je nachdem X negativ oder 
positiv ist. Der Fall A =r stellt eine unendlich kleine Ellipse dar oder den Durchschnitt zweier 
Geraden. Hat die gegebene Curv^e m reelle lineare Asymptoten, so sind ihre n — m imaginären 

Asymptoten paarweise conjugirt (s. oben 6., Zusatz (D), und ihre ^(w — m) reellen Schnittpunkte 

sind die Mittelpunkte von ebenso vielen Gruppen unter sich ähnlicher und ähnlich liegender 
Ellipsenasymptoten (Plücker, no. 79). 
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Zusatz (3). Lässt sich dieGleichung des asymptotischen Kegelschnittes auf dieGestalt bringen: 

so stellt dieselbe eine Parabel dar. Ihre geradlinigen Asymptoten sind der Axe parallel, aber 
beide in unendlicher Entfernung. Man kann dieselben als Mittelglied bei allmählichem Uebergange 
von reellen zu imaginären geradlinigen Asymptoten betrachten. 

Zusatz (4). Hat die Gleichung der quadratischen Asymptote die Gestalt: 

i?« + A = 0, 

so zerfällt sie in das System zweier parallelen Asymptoten, die imaginär, reell oder zusammen- 
fallend sind, je nachdem X positiv, negativ oder Null ist. Im ersten Falle hat die Curve in der 
Richtung der parallelen Linien in unendlicher Entfernung einen isolirten Punkt, im zweiten 
einen Doppelpunkt, im dritten einen Rückkehrpunkt {Plmker, no. 100—101). 

7. Die cubischen Asymptoten haben selbst wieder quadratische und lineare Asymptoten, 
ebenso haben die biquadratischen Asymptoten selbst cubische, quadratische und lineare 
Asymptoten, und alle diese Asymptoten sind ebenfalls Asymptoten der Curve i2«. Aehnliches gilt 
von den Asymptoten höherer Ordnung. 

Zusatz. Die cubischen Asymptoten werden von Pliicker in no. 125—158 behandelt und 
die biquadratischen in § 8, die letzteren jedoch nur in Bezug auf Curven fünfter Ordnung. 

C. Xr/owi^/He's Beiheiientwicklung. 

(LiouviJles J. t. 6, 1841, p. 353; vergl. Synopsis, Bd. I, S. 105.) 

8. Man schreibe die Gleichung der Curve nter Ordnung in der Gestalt: 

i^^. -/•(!) +--/•. (|)+.--a(^) + ...=o, 

und setze: 

^- = a + - + — + ,,, 

X X x^ 

Durch Einsetzen dieses Worthes in V und Entwicklung der Glieder /' nach dem Ta^for sehen Lehr- 
satze findet man für die Coefficienten a die nöthigen Bestimmungsgleichungen: f{p) = 0, etc. 
(s. Bd. I, S. 105). 

Dann stellt obiger Ausdruck für allgemein die Asymptoten aller Ordnungen dar; näm- 

lieh die ersten zwei Glieder rechts 



•-' =-- a t - - 

X X 



die linearen Asymptoten, die drei ersten 



X X X- 

die quadratischen, die vier ersten die cubischen und so weiter. 

Zusatz (1). Da /' vom ;iten Grade ist wie F, so hat eine algebraische Gleichung 
wter Ordnung im Allgemeinen n Asymptoten erster Ordnung und ebensoviele von 
jeder folgenden Ordnung. 

Zusatz (2). Die n Wurzeln der Gleichung /*(a)==0 sind zugleich die Tangenten der 

Neigungswinkel der geraden Asymptoten zur a;-Axe =7—1 
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IV, Hauptstück. 

Durchmesser, Mittelpunkte, Brennpunkte. 

Vorbemerkung. Die allgemeinen Begriffe von Durchmessern und Mittelpunkten bei 
Curven höherer Ordnung finden sich schon bei Newton (Enumeratio 11, 1) und Euler (Introd. 1. 1, cap. 15). 

Die projektivische Theorie der Brennpunkte stammt von Poncdet, Plücker und Chasles. 

A. Durchmesser« 

1. Der Begriff der Durchmesser einer Cun^e stützt sich auf den Begriff des Centrums 
der mittleren Entfernungen und der harmonischen Pole einer beliebigen Transversale. 
Zählt man die Entfernungen der n Schnittpunkte Ri auf einer Transversale einer Cur\'e «ter Ord- 
nung von einem gegebenen Anfangspunkte aus, so bestimmt das arithmetische Mittel aller 
dieser Entfernungen einen Punkt R auf derselben Transversale von der Eigenschaft, dass die 
algebraische Summe der von ihm aus gemessenen Entfernungen der Schnittpunkte Null ist: 

(a) n-OR^ 20 Ri, oder 2{0R - ORi) = 0, oder 2RRi = 0. 

Newton nennt diesen Punkt das Centrum der mittleren Entfernungen, Steiner den „Schwer- 
punkt der Schnitte". 

Ebenso bestimmt das harmonische Mittel aller dieser Entfernungen einen Punkt R auf 
derselben Transversale von der Eigenschaft, dass die algebraische Summe der von ihm aus 
gemessenen Entfernungen, getheilt durch die von aus gemessenen Entfernungen der Schnitt- 
punkte, gleich Null ist: 

(b) -*^ = 2" — - oder 2 (— —1 =i oder 2 ?^ = 
^'^ OR ORi' ^\0R ORi] ^' ORi ' 

Poneelet {Crelles J. Bd. 3, 1828, S. 213; P. P. t. I, art. 14—27) nennt diesen Punkt das 
Centrum der harmonischen Pole in Bezug auf den Pol (vei^l. den ersten Abschnitt, HI, 9.). 

Zusatz (1). Aus den beiden Gleichungen 

2RRi = und 2^ = 

erhellt, dass die erstere nur ein besonderer Fall der letzteren ist, nämlich für den Fall, dass 
im Unendlichen liegt. Es ist also das Centrum der mittleren Entfernungen nichts anderes als das 
Centrum der harmonischen Pole für einen unendlich fernen Pol. Dieser Zusammenhang wurde 
von Poncdet (a. a. 0.) entdeckt. 

Zusatz (2). Poncelet (P. P. t. I, art. 28 ss.) behandelt auch das Centrum der harmonischen 
Pole eines ebenen Punktsystems in Bezug auf eine Gerade dieser Ebene, und dasjenige eines 
räumlichen Punktsystems in Bezug auf eine gegebene Ebene. 

Chasles (A. H. p. 717) fügt diesen Sätzen eine Reihe anderer Sätze bei, und definirt auch den 
harmonischen Mittelpunkt eines räumlichen Punktsystems in Bezug auf einen gegebenen Punkt. 

2. Satz von Newton und Cotes über die Durchmesser. Dreht sich die in !• erwähnte 
Transversale oder Sehne um den Pol 0, so beschreibt der Punkt R eine Gerade, später die 
gerade Polare des Poles genannt. Rückt der Pol ins Unendliche, so heisst die Gerade 
nach Newtofi der der Sehnenrichtung conjugirte Durchmesser der Curve. 

Zusatz (1). Nach Steiner (Werke, Bd. U, S. 574) sind die Asymptoten ebenfalls Durch- 
messer, aber von der besonderen Art, dass sie ihrer eigenen Richtung conjugirt sind. 
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Ferner ist nach Newton (Enumeratio 11, 2) das Centrum der mittleren Entfernungen fiir die 
Schnittpunkte der Transversale mit der Curve zugleich auch Centrum der mittleren Entfernungen 
für die Schnittpunkte derselben Transversale mit den Asymptoten, so dass die algebraische 
Summe der Abschnitte auf der Transversalen zwischen Curve und Asymptoten gleich Null ist. Das 
System der gradlinigen Asymptoten hat also für eine gegebene Richtung denselben 
conjugirten Durchmesser wie die Curve. 

Zusatz (2). Der Newton scho Satz über die Asymptoten ist von Madaurin (De Linearum 
Geometricarum propr. gen. Tractatus) erweitert worden: 

Man konstruire in allen n Schnittpunkten i?, einer beliebigen Transversale die Tangenten 
an die Curve, und ziehe von aus eine zweite aber feste Transversale; dann haben auf letzterer 
die Abschnitte von aus bis zu diesen Tangenten die Summe ihrer reciproken Werthe 
constant, gleich viel, wie man die erstere Transversale um dreht. Diese Summe ist nämlich 
gleich der Summe der reciproken Abschnitte zwischen dem Punkte und den Schnittpunkten der 
festen Transversale mit der Curve. 

Auch dieser Satz ist wieder von Foneelct (P. P. t. 11, art. 307) erw^eitert w^orden. 

Zusatz (3). Nach Poncckt (P. P. t. 11, art. 343) umhüllen die Durchmesser einer Curve 
Mter Ordnung eine Curve von der Ordnung (w — 1) {n — 2) und von der Klasse {n — 1), so dass 
durch jeden Punkt der Ebene « — 1 Durchmeisser der Cur\^e gehen. 

Ist beispielsweise n =-- 2, so ist die umhüllte Curve ein Punkt; ist w = 3, so ist dieselbe 
ein Kegelschnitt. 

Steiner (Werke, Bd. II, S. 574—596) gibt ebenfalls eine Reihe von Sätzen über den geo- 
metrischen Ort des Centrums der mittleren Entfernungen unter verschiedenen Voraussetzungen 
über die Bewegung der Transversale, und umgekehrt, über den geometrischen Ort dieser Trans- 
versale, wenn das Centi-um gewissen Bedingungen unterliegt, also über den geometrischen Ort der 
Durchmesser und die Anzahl Durchmesser in jedem Punkte der Ebene, über die Berührung dieser 
verschiedenen Orte, und so w^eiter. 

Nach ihm ist die von den Durchmessern eingehüllte Curve von der Ordnung 2(n — 2) 
abweichend von Poncelefs Formel. Er bemerkt aber am Schlüsse der Abhandlung, dass manche 
dieser Sätze „nicht genügend bewiesen" seien und „möglicherweise fehlerhaft sein können". 

Zusatz (4). Salmon (H. P. C. art. 127, 130 und 135) stellt die Gleichung dieser Durch- 
messer auf und dehnt den Begriff aus auf Durchmesser höherer Ordnung. 

Nach ihm erhält man die Gleichung des einer gegebenen Richtung 6 conjugirten Durch- 
messers, indem man die Gleichung der Curve n ter Ordnung auf die Gestalt bringt: U{q cos 0, q sin 6) = 0, 
und den Coefficienten von ^"-^ gleich Null setzt. 

Ersetzt man aber die eben erwähnte Bedingung durch die allgemeinere, dass in der 
Cur\'engleichung der Coefficient von q''-"" verschwinde, so erhält man einen krummlinigen 
Durchmesser rter Ordnung, nämlich die {n r)te Polare des auf der Sehnenrichtung im Unend- 
lichen liegenden Pols. 

B. Mittelpunkte. 

Vorbemerkung. Da die Durchmesser einer Curve höherer Ordnung (nach 2. Zusatz (3)) 
eine Curve umhüllen, sich also nicht in einem Punkte schneiden, so haben die höheren Curven im 
Allgemeinen keinen Mittelpunkt von der Art, wie die Kegelschnitte. 

3. Die Definition des Mittelpunktes kann auf verschiedene Arten gegeben werden. 

(a) PliicJcer (Entwicklungen, Bd. II, no. 525, Anmerkung I) empfiehlt den folgenden Punkt als 
sehr passend für den Mittelpunkt einer Curve: 

Zieht man an eine Curve in bplie])igor Richtung das vollständige System der parallelen 
Tangenten und eine Transversale parallel denselben, so dass die von den Berührungspunkten auf 
sie gefällten Perpendikel die Summe Null haben, so geht diese Transveraale durch einen Punkt. 
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welcher sich nicht ändert, wenn man das System der parallelen Tangenten ändert (vergl. Sdmons 
H. P. C. art. 131 und 137, wo auf Chasles und Quetelet verwiesen ist). 

Zusatz (1). Die Theorie dieses Mittelpunktes scheint noch nicht weiter verfolgt worden zu sein. 

Zusatz (2). Bei Curven dritter Ordnung (s. diese) gibt es drei ausgezeichnete Punkte, welche 
von Plücker ebenfalls Mittelpunkte genannt werden. 

(b) Steiner {CreUes J. Bd. 47, 1854, S. 7; Werke, Bd. H, S. 503) definirt den Mittelpunkt 
einer Curve als einen solchen Punkt, dass jede durch ihn gehende Transversale die Curve in 
paarweise entgegengesetzten Punkten schneidet, welche gleich weit von ihm abstehen. Die 
zusammengehörigen Punkte eines solchen Paares heissen „Gegenpunkte". 

Nach dieser Definition hat also eine Curve im Allgemeinen keinen Mittelpunkt. 

Zusatz (1). Die Bedingung für das Vorhandensein eines solchen Mittelpunktes wird von 
Steimr folgendermassen ausgedrückt: Bezeichnet man mit Dr ein Glied von der rten Dimension in 
den Veränderlichen, und lässt sich die Cun^engleichung auf die Gestalt bringen: 

so hat die Cui've einen Mittelpunkt, und zwar im Coordinatenursprunge. Sind die Dimensionen 
ungerade, so ist der Mittelpunkt zugleich Wendepunkt. 

Zusatz (2). Steiner findet die Mittelpunktscurven in ihrem ganzen Wesen derart beschränkt, 
dass sie durch keine projektivischen Umwandlungen aus allgemeinen Curven gleichen Grades 
abgeleitet werden können. Eine Ausnahme machen nur die Curven dritter Ordnung, welche 
durch Projektion immer und auf mehrfache Art in Mittelpunktscurven dritter Ordnung umgewandelt 
werden können (a. a. 0. § 9—11). 

Zusatz (3). Mittelpunktscurven lassen sich in beliebiger Menge finden. Denn durch jeden 

Punkt P in der Ebene einer gegebenen Cun-e nier Ordnung gehen im Allgemeinen -n{n — 1) Sehnen, 

welche in diesem Punkte halbirt werden. Die n{n—\) Endpunkte dieser Sehnen liegen auf 
einer Curve (w — l)ter Ordnung, welche den Punkt P zum Mittelpunkt hat. Steiner (§ 13) 
nennt diese Curve (// — l)ter Ordnung die „innere Polare'* der gegebenen Curve )/ter Ordnung, 
wegen ihrer Beziehung zur ersten Polare (n — l)ter Ordnung, welche ebenfalls durch Punkte der 
gegebenen Curve geht, die paarweise von jenem Punkte gleichweit abstehen, freilich nicht als 
„Gegenpunkte", sondern als zusammenfallende oder Berührungspunkte. 

Steiner (§ 14—20) untersucht das Verhalten der „inneren Polare" in Bezug auf Cur\'en 
dritter, vierter und fünfter Ordnung. 

Zusatz (4). Weitere Mittelpunktscurven erhält man, wenn man statt einer einzigen Cur\'e 
wter Ordnung einen Curvenbüschel wter Ordnung zu Grunde legt. Die „inneren Polaren" dieser 
einzelnen Curven in Bezug auf einen beliebigen Punkt bilden wieder einen Curvenbüschel (w — l)ter 
Ordnung, dessen Curven jenen Punkt zum gemeinschaftlichen Mittelpunkt haben. 

Ausserdem aber liegen die Endpunkte aller Sehnen des gegebenen Büschels /iter Ordnung, 
welche in jenem Punkte halbirt werden, auf einer neuen Curve (2w— l)ter Ordnung, welche 
denselben Punkt zum Mittelpunkte und zugleich zum Wendepunkte hat. Steiner (§ 21) nennt diese 
Cur\^e die „innere Planpolare" des gegebenen Curvenbüschels in Bezug auf jenen Punkt. 

C. Breniipiiiikte. 

Vorbemerkung (1). Die Brennpunkte bei Kegelschnitten waren in der griechischen 
Schule bekannt. Diejenigen der Ellipse und Hyperbel finden sich bei Apollonius (Conicorum Lib. III, 
Prop. 45, 51. 52 etc.). der Brennpunkt der Parabel hingegen erst bei Pappus (um 280 n. Chr., 
Math. Coli. Lib. VU, Prop. 238). 

Vorbemerkung (2). Einen besonderen Namen Imtten die Brennpunkte bei den Griechen 

noch nicht. Sie werden umschrieben als puucta ex parabole (oder applicatione) facta. 
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Der Name Pocus findet sich zuerst bei Kepler (Paralipomena, 1604, Opera Omnia, vol. 11, 
p. 185—188), blieb aber noch lange ausser Gebrauch. Denn später gebrauchten Desargues, Newton, 
Etiler (Introd. t. II, art. 129) und Andere die Benennung Umbilicus, die aber heute eine andere 
Bedeutung hat. 

Vorbemerkung (3). Die ursprüngliche Bedeutung von Brennpunkt war eine wesentlich 
metrische und fllgte sich nicht in die projektivische Geometrie. Den ersten Anstoss zu einer 
Verallgemeinerung des Begriffes gab wohl Poncelet (P. F. 1822, t. I, no. 457). Eine neue Definition 
von Brennpunkt gab zuerst Plücker {Grelle' s J. Bd. 10, 1833, S. 84). Dieselbe wurde später von 
Kummer (Crelles J. Bd. 35, 1847, S. 11 ff.) auf orthogonale Curvensysteme angewandt und von 
Salmon und Hart neu aufgefunden. Aber erst die Einführung der sogenannten imaginären Kreis- 
punkte durch Chasles setzte die projektivische Bedeutung der Brennpunkte in das richtige Licht 
(vergl. Clehsch, z. God. an J. Plücker, S. 24—25). 

Vorbemerkung (4). Die Definition Plücker s (a. a. 0.) lautet: 

„Derjenige Punkt in der Ebene irgend einer algebraischen Curve, welcher die Eigenschaft 
hat, dass zwei durch denselben gehende Tangenten der Cui-ve mit einer beliebigen geraden Linie 

Winkel bilden, deren beide trigonometrische Tangenten ±]/— 1 sind, heisst ein Brennpunkt 
d(»r Curve". 

Zum Verständniss dieser Definition zeigt er, dass, wenn tgip = ±V—l ist, auch 

^glV' + VO - ~ ^V— 1 für jeden beliebigen reellen oder imaginären Werth von ifß. 

Die folgende Darstellung schliesst sich an diejenige von Cayley an {Salmons H. P. C. 
art. 138—141 und Encyclop. Brit. 9th ed. „Curve"). 

4. Zieht man von jedem der beiden imaginären Kreispunkte im Unendlichen 
Tangenten an die Curve, so ist jeder Schnittpunkt zweier solcher Tangenten ein 
Brennpunkt. 

Zusatz (1). Hat die CuiTe die Klassenzahl m, so gehen von jedem der beiden Kreis- 
punkte m imaginäre Tangenten an die Curv^e, welche sich gegenseitig in m^ Brennpunkten 
schneiden. 

Von diesen m- Brennpunkten sind aber nur m reell, weil jede Tangente des einen Kreis- 
punktes nur von einer einzigen des andern reell geschnitten wird. Ist nämlich die Gleichung der 
einen Tangente Ä + e'jB — ü, so ist diejenige der andern Ä--iB — 0, und der reelle Schnittpunkt 
hat die Gleichungen A -" 0, jB = 0. 

Zusatz (2). Wird die Curve von der unendlich fernen (durch die Kreispunkte gehenden) 
Geraden in // reellen Punkten berührt, so gibt es unter den m reellen Brennpunkten g unendlich 
ferne. Nach Cayley s Vorschlag sollten diese letzteren nicht zu den Brennpunkten gerechnet 
werden, so dass einer solchen Curve nur m y reelh? Brennpunkte zugeschrieben werden. Ein 
Beispiel bildet die Parabel, für welche m -y-—2 — 1 ist. 

Zusatz (3). Jedes Paar reeller Brennpunkte bestimmt ein Paar imaginärer Brennpunkte 
(.Gegenpunkte" nach Salmon, art. 139). Es bestimmen also die ^/2fn{m — 1) Paare reeller Brenn- 
punkte die m^ - m imaginären Brennpunkte. 

Zusatz (4). lieber die Bestimmung der Coordinaten der Brennpunkte, sowie über 
besondere Fälle vielfacher oder unendlich ferner Brennpunkte sehe man Sabnofis H. P. C. 
(art. 138-141). 

Zusatz {ü). Die bei Kegelschnitten bekannten Sätze über die von den Brennpunkten auf 
die Tangenten gefällten Perpendikel und über die von den Brennpunktradien und den Tangenten 
eingeschlossenen Winkel lassen sich nach Salmon (art. 142-146) auf beliebige Curven übertragen, 
nicht so aber die einfachen Beziehungen zwischen den Entfernungen eines Curvenpunktes von den 
Brennpunkten. 
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V. Hauptstück. 

Singularitäten. 

(Plücker, Cayhy, Clebsch, Zeuthen.) 

Vorbemerkung (1). Singulare Punkte findet man gelegentlich erwähnt bei Newton und 
Eider Und ihren Zeitgenossen. 

Gramer widmet denselben die Kapitel 10—13 seiner Introduction (Geneve, 1750), betrachtet 
aber nur Doppelpunkte und Wendepunkte verschiedener Ordnungen. Die dualistische An- 
schauung war noch nicht so weit fortgeschritten, dass sie ihn auf Doppeltangenten geführt hätte. 

Vorbemerkung (2). Die Singularitäten, besonders diejenigen höherer Ordnung, bilden 
noch ein weites Feld für künftige Untersuchungen (vergl. Salmon, H. P. C. art. 45). Cayley hebt 
namentlich her\^or, dass man die Curvengleichungen noch nicht auf eine Weise darzustellen 
vermöge, welche das Vorhandensein von Singularitäten in den Coefficienten zur Darstellung bringe. 
Alles, was man bis jetzt erreicht hat, besteht in gewissen Formeln, in welchen die Abhängigkeit 
der Anzahl Singularitäten von der Ordnungs- und Klassenzahl enthalten ist (vergl. unten 7.). 

Vorbemerkung (3). Die Singularitäten gehören zu den Invarianteneigenschaften der 
Cur\"en, indem sie von der Lage des Coordinatensystems unabhängig sind. 

A. Allgemeiue Sätze. 

1. Während Ordnungs- und Klassenzahl meist zu den allgemeinen Eigenschaften der 
Curven gerechnet werden, betrachtet man vielfache Punkte und vielfache Tangenten, ebenso 
Stillstandspunkte und Stillstandstangenten, und beliebige Verbindungen derselben, als 
singulare Eigenschaften. 

(a) Vielfache Punkte gehören mehreren Zweigen einfach, oder demselben Zweige mehr- 
fach an. Sie zerfallen in drei Hauptarten, je nachdem ihre Tangenten reell, imaginär oder 
zusammenfallend sind. 

(b) Vielfache Tangenten berühren eine Curve mehr als einmal. Sie zerfallen in zwei Arten, 
je nachdem sie verschiedene Zweige der Curv^e je einmal oder denselben Zweig mehrmals berühren. 

(c) Stillstandspunkte sind Spitzen mit zusanimenfallenden Tangenten. Sie zerfallen in 
solche erster und zweiter Art, je nachdem die beiden sich berührenden Curvenzweige auf ver- 
schiedenen oder auf derselben Seite der gemeinschaftlichen Tangente liegen. Sie heissen auch 
stationäre Punkte oder Rückkehrpunkte. 

(d) Stillstandstangenten sind Tangenten in Wendepunkten oder in Spitzen der zweiten 
Art. Sie heissen auch stationäre Tangenten oder Rückkehrtangenten. 

Zusatz (1). Die drei Hauptarten von Doppelpunkten lassen mannigfache Modifikationen 
zu, über deren vollständige Eintheilung und Benennung noch keine Einigkeit erzielt ist. 

Cayley (C. and D. Math. J. vol. 7, 1852; Papers, vol. H, p. 28) bezeichnet die Doppelpunkte 
allgemein als Knoten und schlägt die Unterscheidung in folgende sieben Arten vor, von denen 
aber nur die drei ersten zu den elementaren Singularitäten gehören: 

Dornknoten (Spitzen erster Art), Verzweigungsknoten (Schnitte), Nadelknoten (isolirte 
Punkte), Inflexionsknoten (ein Zweig mit Wendepunkt), Doppelinflexionsknoten (beide Zweige 
mit Wendepunkt), Osculationsknoten (ein Zweig mit Osculationspunkt), Berührungsknoten 
(beide Zweige berühren sich).*) 



*) Cayley bildete zur Bezeichnung dieser sieben Arten die folgenden neuen Wörter durch Zusammenziehung 
der entsprechenden lateini.schen Ausdrücke: spinode, crunode, acnode, flecnode, fleflecnode, oscnode, tacnode. Die 
beiden Ausdrücke crunode und acnode wurden von Cayley im Phil. Mag. 18G0 (Papers, vol. IV, p. 181) vorgeschlagen, 
und bezüglich von crus und acus abgeleitet. Die Uebersetzung: „Verzweigungsknoten** ist dadurch gerechtfertigt, 
dass crus bei den nlteren Mathematikern (z. B. in yewtons Enumcratio und in Maclaarins Geom. Org.) die Bedeutung 
von Curvenzweig hat. 
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Zeiähen (Math. Ann. Bd. 7, 1874, S. 424) unterscheidet bei Curven vierter Ordnung die 
folgenden fünf Arten: 

Isolirte Punkte; Verbindung zweier in einander liegender Zweige; Verbindung z^veier 
ausserhalb einander liegender Zweige; Durchschnitt zweier Theile eines Zweiges, welcher sich in 
zwei ungerade Zweige spaltet; inuiginiti'e Doppelpunkte. 

Zusatz (2). Die Unterscheidung der Spitzen erster und zweiter Art findet sich bei 
Ullospital.. Cayley bezeichnet sie auch bezüglich als „Spitzen'* und „Knotenspitzen" (nodecusps). 

Ue])er die Benennung der übrigen Singularitäten begegnet man noch manchmal Zwei- 
deutigkeiten. So nennt Fliichr (A. C. Bd. II, no. 53) die stationären Tangenten „Rückkehr- 
tangenten", und die Tangenten in stationären Punkten „Wendungstangenten". 

Statt ^ Rückkehrtangenten "* ])edient er sich auch des Ausdrucks „osculirende Tangenten" 
(A. C\ IL no. 3H). 

In seinem S. A. G. (z. B. III, § H) nennt er umgekehrt die Tangenten in Wendepunkten 
„ Wendetangenten *" und diejenigen in Rückkehrpunkten ^ Rückkehrtangenten". 

Anstatt der letzten beiden Benennungen wären wohl die et^vas längeren Namen weniger 
misszuverstehen: Wendepunktstangenten und Rückkehrpunktstangenten, während der Name 
Wendungstangente besser ganz vennieden würde. 

2. Unter den oben erwähnten Singularitäten gibt es vier grundlegende, aus welchen 
sich alle übrigen zusammensetzen lassen: Doppelpunkte und Doppeltangenten, Spitzen 
erster Art und stationäre Tangenten. 

Dieselben bilden nach Ckhsch ein geschlossenes System, in so fern es Cur\"en gibt, welche 
nur diese Singularitäten besitzen, und solche Cunen werden von Plücker (§ 3) ausschliesslich 
betrachtet. 

Diesen vier elementaren Singularitäten wurde später von Clehsch und Gordan noch eine 
fünfte hinzugefügt: die Geschlechtszahl, die von der Anzahl der vorhandenen Doppelpunkte 
abhängt (s. unten 8.). 

Zusatz (1). Der Begriff der elementaren Singularität ist nach Plücker (no. 53—54) 
ein relativer, in Bezug auf die Erzeugung der Curven. Das Singulare dieser Punkte und 
Tangenten besteht nämlich darin, dass dieselben entweder dieselbe Lage wiederholt einnehmen, 
oder ihre Bewegungsrichtung umkehren, so dass für einen Augenblick ein Stillstand eintritt 
und so die Krümmung der C'un^e unendlich gross oder unendlich klein wird. 

Cai/Ici/ bezeichnet die letztere Singularität als eigentliche, die erstere hingegen als 
uneigentliche. Dass nämlich das erzeugende Element dieselbe Lage zweimal durchläuft, ist 
nicht in demselben Grade singulär, als wenn es zum Stillstande kommt und seine Bewegung 
umkehrt. 

Zusatz (2). Aus diesem Begriffe der Singularität erhellt auch sofort, dass eine Spitze mit 
nicht zusammenfallenden Tangenten keine Singularität, sondern nur eine Unstetigkeit in der 
Tangente darstellt {Plücker, no. 5S). dass aber umgekehrt eine Spitze der zweiten Art eine doppelte 
Singularität enthält indem sowohl für den Punkt als fl^r die Tangente der Curve ein Stillstand 
eintritt, v. Staudf (G. d. L. art. 19><) l)ezeichnet daher eine solche Singularität als „Spitze und 
Wendepunkt zugleich", Caf/lcj/ hingegen als Vereinigung von Spitze erster Art und Verzweigungs- 
punkt (vergl. unten 11. (b) und Salmons H. P. (\ art. 5S). 

Zusatz (3). Aus demselben BegritTo der Singularitäten erhellt ferner, dass alle Curven 
höherer Ordnung im Allgemeinen irgendwelche Singularitäten haben, dass also die Kegelschnitte 
die einzigen Curven ohne jedwede Singularität sind. 

Denkt man sich nämlich c^ine Curve durch Bewegung eines Punktes erzeugt, so kann sie 
Doppeltangenten und Stillstandstangenten haben, ohne dass in der Bewegung des Punktes etw-as 
Singuläres eintritt. Denkt man sich dieselbe umgekehrt durch Bewegung einer Geraden erzeugt, 
so kann sie Doi)pelpunkte und Stillstandspunkte haben, ohne dass in der Bewegung der Geraden 
etwas Singuläres eintritt. 
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Hat also eine Curve die eine Art von Singularitäten, so hat ihre Reciproke die andere 
Art {Flacker, no. 53). 

Salmon (H. P. C. art. 81) unterscheidet demnach die Singularitäten in aussergewöhnliche 
und gewöhnliche, je nachdem sie unter den Coefficienten besondere Bedingungen voraussetzen 
oder nicht. 

Zusatz (4). Ebenso folgt, dass diese Auffassung der Singularitäten nur auf ein- 
th eilige Curven passt, also nicht auf Curven, welche in Systeme von Curven niedriger Ord- 
nung zerfallen. 

Artet zum Beispiel ein Kegelschnitt in das System zweier Geraden aus, so ist deren 
Durchschnitt nicht als Singularität zu betrachten. 

B. Die elementaren Singularitäten. 

Vorbemerkung (1), Die elementaren Singularitäten (oben 2.) werden gewöhnlich nach 
einer Methode behandelt, die man nach Joachimsthal zu bezeichnen pflegt. Dieselbe ist eine 
Erweiterung der von Plücker (S. A. G. HI, § 6 und A. C. IT, art. 93, Anmerkung) angewandten 
Methode, die auch ihrerseits wieder von Plücker selbst auf Eulers Eliminationsmethode (Introd. 1. 11, 
cap. 19) zurückgeführt wird. 

Nach Plücker (S. A. G. no. 278) erweist sich jedoch diese Entwicklung nach dem Taylor sehen 
Lehrsatze für die Theorie der Singularitäten als ungenügend, wenn man nicht die doppelte 
Erzeugung der Curven durch Punkte und Linien zu Hilfe nimmt, wie er in dem angeführten 
Werke des weiteren erklärt. 

Vorbemerkung (2). Eine wichtige Rolle bei Untersuchung der Doppelpunkte (unten 4.) 
spielt die Uesse sehe Determinante. Bezeichnet man mit 

x = {xi, x^, x^), y — {yx. 2/2» ya)» ^ = etc. 
irgendwelche Punkte in der Ebene der Cur\'e nter Ordnung u^=^0 und setzt zur Abkürzung: 

du d^u , 

w,r=-— , Uik = ^ — 5—, etc. 

dXi OXi OXk 

so nennt man nach Sylvester (Phil. Trans, vol. 143, 1853, P. 3, p. 545) 

die Hesse sehe Determinante von u, und U(u) = die Hesse sehe Cur\ e der gegebenen Curve u ~ 0. 
Sie ist eine Covariante von der Ordnung 3(n — 2) in den Veränderlichen, und von der Ordnung 
3(m 1)* in den Coefficienten von w, mit anderen Worten, die Diskriminante von u. 

Hat u einen linearen Paktor, so hat H{u) denselben. Besteht also eine Cur\'e aus 
lauter Geraden, so ist sie mit ihrer Hesse sehen Curve identisch; besteht die Cur\e aus einem 
Strahlenbüschel, so ist die Hesse^sehe Curve unbestimmt. Dieser Satz gilt auch umgekehrt. 

3. Die Singularitäten einer Curve lassen sich ableiten aus der Bedingung, welche den 
Durchschnitt dieser Curve mit einer Geraden darstellt. 

Die homogenen Coordinaten eines Punktes js auf der Verbindungslinie irgend zweier Punkte 
X und y lassen sich darstellen durch die Gleichungen (s. den folgenden Abschnitt, I, 5. Zusatz (3)): 

^i = ^1 -f- i-yi , ^2 = ^2 + hi » ^3 — ^z + ^^8- 

Liegt nun z auf der Cune nter Ordnung m — 0, so hat man nach dem Taylor sehen 
Lehrsatz: 

w(*r -V ^^3) = «*. + ^^^K) + iT2^'^(''-) + . . . f ^,^^/;K) - 0, 
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WO zur Abkürzung gesetzt ist {Sahnon^ H. P. C. art. 63 ss.): 

Die w Wurzeln l der Gleichung m — bestimmen dann die Durchschnitte der Geraden {x, y) 
mit der Cur\'e u. 

Setzt man mm eine, zwei, drei ...i Wurzeln X= 0, so erhält man die Bedingungen, 
dass bezüglich ein, zwei, drei ...A Schnittpunkte der Geraden mit der Curve in dem Punkte x 
zusammenfallen. Diese Bedingungen lauten bezüglich: 

u =r. 0, überdies ./ {u) = 0, ./J (u) rr- ^* - • (u) = 0. 

Die Gerade {x, y) ist dann nach Plückcrs Ausdruck (A. C. no. 6) im Allgemeinen eine 
Ä?-punktig osculirende Tangente, und insbesondere eine Wendepunktstangen te, wenn k ungerade ist 
(vergl. unten 10.). Für k = 1 artet die Tangente in eine blosse Schnittlinie aus. 

Zusatz (1). Ueber die J hat man folgende Hilfssätze: 

dXi ^ ^ '^ * \dXi]' dlfi y^ '^ y \dXi] 

k\ y^ -"^ [n — *)! ' ^ y^ 

Zusatz (2). Schreibt man die Form u in der symbolischen Gestalt von Clebsch: «^aj, so 
kann man schreiben (s. Synopsis, Bd. I, S. 238): 



./^ (M) = a'»-*a*. 



Zusatz (3). Die ersten beiden Fälle xi — O und u— 0, ^/ — Q liefern bezüglich den ein- 
fachen Durchschnitt imd die einfache Tangente, also noch keine Singularitäten der Curve. 
Als Gleichung der Tangente der Curve w im Punkte x hat man also: 

Die Tangente stellt sich also dar als die Verbindungslinie zweier auf einander folgenden 
Curvenpunkte; dualistisch kann man gleicherweise einen Curvenpunkt als Durchschnitt zweier 
auf einander folgenden Tangenten darstellen. Ist nämlich II — die Gleichung der Curve in 
Liniencoordinaten, und i; —_(?;,, v^, v.^) eine Tangente der Curv^e, so ist die Gleichung des 
Berührungspunktes der Curve ?/ mit der Tangente v {Pllicker, Entwickelungen, Bd. 11, no. 543): 

^U ^ r)U ^ dU \ 

4. Die Doppelpunkte und Stillstandspunkte erhält man nun aus der Bedingung, dass 
die Tangente unbestimmt werde. In diesem Falle ist Jy{ux) identisch gleich Null, also: 

s- -- 0, ^ - = 0. .- - = 0, oder H(ti) — 0. 

dx^ 0X2 f-x.^ 

Alle Doppel- und Rückkehrpunkte einer Curve liegen also auf ihrer Hesse- 
sehen Curve. 

Zusatz (1). ,/'(w) — ist die Gleichung des Tangentenpaares im Punkte x, seine 

sogenannte conische Polare (s. unten VI, 5. (b)). 

Je nachdem die beiden linearen Faktoren dieser quadratischen Gleichung reell, imaginär 
oder zusammenfallend sind, sind es auch die beiden Tangenten, also auch die beiden Curven- 
zweige in diesem Doppelpunkte. Man hat also in diesen drei Fällen die drei ersten von Cayley 
oben (1. Zusatz (D) aufgezählten Arten von Doppelpunkten: den Verzweigungsknoten, den Nadel- 
knoten und den Dornknoton. 

Den isolirten Punkt betrachtet Plückcr (A. C. Bd. II, no, 38) als unendlich kleine Ellipse 
mit bestimmter Axenrichtung. Seine reciproke Singularität wäre die isolirte Gerade. 
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Im dritten Falle ist die Gleichung des Tangentenpaares ein vollständiges Quadrat, und die 
gemeinschaftliche Tangente im Rtickkehrpunkte x hat die Gleichung: 

y^ \i4 + y^ [^4 + y^ \j-4 = ^- 

Diese drei Fälle werden \on Plücker (A. C. 11, no. 9—12) in Bezug auf mehjpunktige 
Berührung untersucht, womit er aber auf das Gebiet der höheren Singularitäten geräth. 

Zusatz (2). Ein Curvenbüschel wter Ordnung enthält 3 (n — 1)^' Doppelpunkte. Ein 
gemeinschaftlicher Berührungspunkt aller Curven zählt für zwei Doppelpunkte des Büschels, 
ebenso ein Rückkehrpunkt einer Curve. Fällt aber dieser Rückkehrpunkt in einen Basispunkt 
(oder Träger), so zählt er für drei Doppelpunkte des Büschels. Verschiedene Eigenschaften 
dieser Doppelpunkte des Büschels werden von Cremona (Einleitung, no. 88—89 und Zusätze) 
zusammengestellt. 

Die Berührungspunkte zweier Büschel mter und wter Ordnung liegen auf einer Cur\'e 
(2m + 2n -3)ter Ordnung, welche durch die Basispunkte und die Doppelpunkte beider Büschel 
hindurchgeht, und ihre gemeinschaftlichen Tangenten werden von einer Curve {Amn -2m — 2w)ter 
Klasse eingehüllt (a. a. 0. no. 90—91). 

Zusatz (3). Die Doppelpunkte aller Curven, eines Netzes wter Ordnung liegen auf der 
Ile^se sehen Curve der Fundamentalcurve dieses Netzes (vergl. unten VI, 9.), und jeder Punkt dieser 
Curve ist auch Doppelpunkt irgend einer Curv^e des Netzes. Die V2^*(^ + 3) —2 Punkte, welche 
ein Curvennetz wter Ordnung bestimmen, liegen immer auf der Hesseschen Curve, gehören also 
auch zu diesen Doppelpunkten. 

Zusatz (4). In allen Doppelpunkten der Curve u hat die Hesse' sehe Curve H(u) auch 
Doppelpunkte, und zwar mit gemeinschaftlichem Tangentenpaare. Ist aber ein Doppelpunkt der 
Cur\'e u insbesondere ein Rückkehrpunkt, so hat die Hessesche Curve ausserdem noch einen dritten 
Punkt mit dem Rückkehipunkte gemeinschaftlich. Folglich sind in jedem Doppelpunkte der 
Curve u sechs und in jedem Rückkehrpunkte acht Schnittpunkte der beiden Cun^en u und H(u) 
vereinigt. 

Plücker (S. A. G. no. 30) bestimmt diesen Satz in seiner Theorie der Curv^en dritter Ord- 
nung genauer dahin, dass ein Verzweigungsknoten vier imaginäre und zwei reelle, ein Nadelknoten 
sechs imaginäre und ein Dornknoten sechs imaginäre und zwei reelle Schnittpunkte jener beiden 
Curven vertritt. 

5. Die Behandlung der Doppeltangenten liesse sich aus derjenigen der Doppelpunkte 
nach dem Princip der Dualität ableiten. Die direkte Untersuchung der Doppeltangenten bietet 
aber noch grosse Schwierigkeiten. 

Auf das Vorhandensein der Doppeltangenten bei algebraischen Curven hat zuerst Powc^fc*/ 
(Grelles J. Bd. 8, 1832, S. 405) aufmerksam gemacht. Die wirkliche Anzahl für Curven wter Ord- 
nung: i::=:^w(w ^ 2) (w« —9) wurdc zuerst von Plücker (Crdle's J. Bd. 12, 1834, S. 105 flf.) gefunden 

und von JacM und Clebsch {CreUes J. Bd. 40, 1850, S. 237 flf., und Bd. 63, S. 186) bestätigt. Bei 
Curven dritter Ordnung sind also noch keine Doppeltangenten, hingegen bei Curven vierter 
Ordnung schon 28 vorhanden. „Bei Curven höherer Ordnung steigt die Anzahl so schnell, dass 
von einer vollständigen Diskussion derselben füglich nicht mehr die Rede sein kann" (Plücker, 
A. C. II, no. 93). 

Soll eine Tangente, für welche nach 3. u — 0, Ju — ist, noch einen zweiten Be- 
rührungspunkt mit der Curve u haben, so muss die dort gegebene Gleichung, welche jetzt nur 
noch vom Grade w — 2 ist : 

zwei gleiche Wurzeln haben, das heisst, ihre Diskriminante muss für dieselbe Tangente (x, y) 
verschwinden, also Ju als Faktor enthalten. 
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Dies führt nach Catjley (CreUes J. Bd. 34, 1847, S. 37—38, und Salmons H. P. C. art. 381—382) 
auf eine Bedingungsgleichung IIu — 0, oder allgemeiner: II u + M* u — 0, von der Ordnung (w - - 2) (w*— 9) 
in den Veränderlichen, und vom Grade {n f 4) {n - 3) in den Coefficienten von w, welche die 
sogenannte Bitangentialcurve darstellt. Ihre Schnittpunkte mit der gegebenen Curve w=:ü 
liefern die n(n -2) (n^ -d) Berührungspunkte der Doppeltangenten. 

Zusatz (1). Cayley bildet die Gleichung dieser Bitangentialcurve durch eine eigenthümliche 
Eliminationsmethode zwischen der Piskriminante der obigen Gleichung und den beiden Gleichungen 

Ju 1= 0, ax^ + ßX2 + yx^ == 0, 

deren letztere eine beliebige Gerade darstellt. 

Für Curven vierter Ordnung findet man die Rechnung ausgeführt von Hesse in Grelles J. 
(Bd. 52, 1856, S. 97 ff.) und in Sdmons H. P. C. (art. 389—392), und für Curven fünfter Ord- 
nung an letzterem Orte wenigstens angefangen. 

Zusatz (2). Salmon (Phil. Mag. vol. 16, 1858, p. 318; H. P. C. art. 393 ss.) hat zu dem- 
selben Zwecke die sogenannte Tangentialcurve untersucht, welche durch die n — 2 „Tangential- 
punkte"* einer Tangente geht, also von der Ordnung n - 2 ist, und hat ihre allgemeine Gestalt 
durch Induktion gefunden. Aus dieser Gleichung lässt sich nämlich die Gleichung der Bitangential- 
cur\'e bilden mittelst der Bedingung, dass zwei Tangentialpunkte derselben Tangente zusammen- 
fallen, also in einen Berührungspunkt übergehen. Diese Gleichung wurde später von Cayley 
(Phil. Trans, vol. 149, 1859, p. 193 ss.; Papers, vol. IV, p. 186 ss.) analytisch entwickelt. 

Zusatz (3). Die Cayley sehe Methode wurde von Dersch (Math. Ann. Bd. 7, 1874, S. 497) 
vereinfacht, indem er statt der Polaren einfache symbolische Produkte benutzte. Nach Cayley ist 
aber die Theorie noch unvollständig, indem die charakteristischen Eigenschaften der Bitangential- 
curve noch unbekannt sind. 

6. Stillstandstangenten oder Tangenten in Wendepunkten berühren die Curve in drei 
unendlich nahen Punkten. Sie erfüllen also die Bedingimgen: 

^. = ^» '/>J = 0. ./^(wJ-O. 

von denen die letzte die Gleichung der Tangente ist. 

Zusatz (1). Das Zusammenbestehen der Gleichungen .</ = 0, ^* = erfordert, dass J in J- 
als Paktor enthalten ist, dass also //(w) — 0, wie bei Doppelpunkten. 

Jeder der 3^«(n 2) Schnittpunkte der Curve u mit ihrer //(?5Ä^'schen Curve //(w) ist also 
entweder ein Doppelpunkt oder ein Wendepunkt der Cuire u. 

Zusatz (2). Verschwindet aber entweder J oder ./- identisch, so ist der dreifache 
Schnittpunkt der Geraden mit der Curve nicht Wendepunkt, sondern im ereten Falle Doppel- 
punkt, wie oben in 4., im zweiten dreifacher Punkt, mit ^/^(m)— als Gleichung der drei 
Tangenten. 

Flücher (A. C. II, no. 14—19) unterscheidet mit Hilfe von Differentialquotienten die Fälle, 
wo diese drei Tangenten reell und verschieden, oder zu zweien imaginär, oder zu zweien oder 
alle drei zusammenfallend sind, mit begleitenden Figuren, und gibt am Schlüsse des Werkes in 
den Zusätzlichen Bemerkungen die zugehörigen algebraischen öleichungen. 

Zusatz (3). Wie alle Wendepunkte von u auf ihrer //fiAr'schen Curve liegen, so berühi'en 
alle Stillstandstangenten von n ihre Steiner sehe Curve (vergl. unten VI, 9.). 

7. Beziehungen zwischen der ürdnungs- und Klassenzahl der Curven und der 
Anzahl der einzelnen Singularitäten: Plncker'sehe Formeln (CVrf/es J. Bd. 12, 1834, S. 105; 
A. C. 1839, II, § 4). Es bedeute: 

ii die Ordnungszahl, m die Klassenzahl, 

d - Anzahl der Doppelpunkte. r - Anzahl der Doppeltangenten, 

Q ' Anzahl der Stillstandspunkte, | i ^ Anzahl der Stillstandstangenten. 
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Zuf^atz \\\, <^'ur\'^n mit d^r Maximalzahl von DopfH^Ipankten sind vom Geschlechte Null. 
.Sk- u urdf-n iK-hand'-lr von CUh^h iCnJU'< J.. Bd.^*4. l'^^iT». S. 43» und Ilaaiv illath. Ann. Bd.2, 1870, S.515). 

Nach li'^mafo iTh. d. --li^^.sch^n Int^gral<^. CrtfU's J.. Bd. TA: Werke. S. ^b fF.) können die 
Koordinaten f-in^r solchen Curve als algf-braisehe rationale Funktionen eines Para- 
m^-t^rs au.sijedrückt w^-rd^n. mit andern Worten: eine Curve vom Gesehlechte Null [von Cayle^ 
.unicurj^al* genannti kann ^-ind^utig in eine gerade Linie transformirt werden. 

Daü; Fehlen von Doppelpunkten hingegen erschwert die Behandlung einer Cun^e, und 
Cffnkon'i lOb^rfläch^^-n. Berlin. l'*7'X S. OTi nennt das Gi^schlecht einfach unendlicher geometrischer 
Gebilde geradezu das .Maasf? d«=^r Schwierigkeit* l)ei ihrem Studiimi. Schon Stutom (Enumeratio W) 
hielt das Zeichnen der Cunen ohne Doppelpunkte für schwieriger als derjenigen mit Doppel- 
punkten. Daraus erkläit sich, warum in englischen Schriften das Geschlecht der Cun^en als ein 
.Mangel* iDeficiency - Ih bezeichnet wird. 

Zusatz ^2». Allgemein ist die Geschlechtszahl deich der Klasse der -It^'/'schen 
Funktionen, durch welche die Koordinaten der Cur\"enp»unkte als Funktionen eines Parameters 
darstellbar sind. Durch diese Zahl wird nümlich die Ordnung des Zusammenhanges derjenigen 
/**V-////i««*schen Flüche gemessen, in welcher sich die zur Klasse p gehörigen algebraisclien 
Funktionen geometrisch darstellen lassen tvergl. Gth^h in Cnile's J. Bd. 63. 1863. S. 192. und 
y*)i/ur in den Math. Ann. Bd. J, S. l^'.Si. 

Diese Transformation wird von Citjhy lEncyclop. Brit. -Cur\*e"i kurz daiigestellt wie 
folgt. Sind j\ //. z die homogenen Cooitlinaten einer gegebenen Curx'e vom Gesehlechte p und 
u.\ II . ^ diejenigen der transfonuirten Cune. und setzt man 

wo ß ein Parameter und y eine gewisse im Allgemeinen irrationale Funktion von B ist. so 
hat man das allgemeine Theorem, dass die Coordinaten x. if. r eines Curvenpunktes aus- 
gedrückt werden können proportional rationalen ganzen Funktionen von B und y. 

Ist y> = 0. wie oben in Zusatz il». .<o ist die transfonnirte Curve eine Gerade, und q ist 
in diesem Falle eine lineare, rationale Funktion von B. Ist also die gegebene Curve von der 
Ordnung #*. so sind die rationalen und ganzen Funktionen von B. durch welche x. y, jer ausgedrückt 
werden können, von derselben Ordnung h. 

Ist p=l «also die gegebene Cur\'e .bicursal-i. so ist die transfonnirte Curve von der 
dritten Ordnung, und r/ kann ausgedrückt wenleu als Quadratwurzel aus einer Funktion 
dritter oder vierter Ordnung von B, Es können also jr. y. r daiigestellt werden durch 
elliptische Funktionen yChlsch in OJfr's J. Bd. »U. lSf3o. S. 2lO ff.). 

Lst P-- 1 «also die gegebene Curve .tricursal**!. so ist die transfonnirte Curve eine Cur\*e 
vierter Ordnung mit einem Doppelpunkte, und y kann ausgedrückt werden als Quadratwurzel 
aus einer Funktion fünfter oder sechster Ordnung von ö. Es können also jt, y, z daiigestellt 
werden durch die erste Klasse -4it/*scher Transcendenten (veiigl. SfAiitirj in LionriZfe's J. t. 6, 
\-Vi\ Math. Abh. Bd. B. S. 2y2,. 

Mit wachsender Geschlechtszahl wächst, bei der Darstellung von jt, y. m durch einen Para- 
m'iter. auch die Klassenzahl der -4tfr sehen Transcendenten. Man bezeichnet deshalb die Curven 
vom GeK-hlechte p'^2 häufig als hyper elliptische Cur\-en. 

Zusatz loi. Eine weitere Bedeutung der Geschlechtszahl der Curven besteht nach Riemann 
darin. da:-s zv.ei Cur\'en nur dann homographisch auf einander bezogen werden können, wenn 
ihre Ge-fchlechtszahlen gleich sind is. oben S. 43\. 

Zu TT atz 1*1. Mittelst der Geschlechtszahl kann man auch die jPKidbrr sehen Formeln 
t(}/j:*'Ut\f':'iUfV-^''U dpir-t*'llen sChMfl-LimUmai^u, I. S. 3öli: 

'jt\p li — /MW -'M Jic) -r i>) = w*(wi -3)~2(r + i), 

K- I- ;ibe/ u^ff'h iilrht bewiesen, dass jedes System ganzer Zahlen, das diesen Formeln genOgt 
b'-i ^'linefj '.virklieli auftreten kann. 
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C. Die höheren Singularitäten« 

Vorbemerkung (1). Höhere Singularitäten sind im Allgemeinen solche, welche sich aus 
den elementaren zusammensetzen lassen. 

Cayley {Crelk's J. Bd. 64, 1865; S. 369; Quart. J. of Math. vol. 71, 866, Papers, vol. V, p. 424 
und 520) hat nämlich gezeigt, dass die höheren Singularitäten immer einer gewissen Anzahl 
elementarer Singularitäten „äquivalent" sind, und zwar auf bestimmte eindeutige Weise. 

Vorbemerkung (2). Um für einen singulären Punkt die Zahlen d, q, t, », denen seine 
höhere Singularität gleichwertig ist, zu bestimmen, legt Cayley denselben in den Coordinaten- 
ursprung und stellt die eine seiner Punktcoordinaten durch eine Reihe von der Gestalt dar: 

y = AxP + Bx^ + . . . 

Mit Hülfe dieser Reihe sucht er die Summe 2d + 3p zu bestimmen und ähnlich mit einer zweiten 
Reihe, welche der obigen dualistisch gegenübersteht, die Summe 2r + 3». Aus diesen beiden 
Summen endlich bestimmt er, durch Betrachtung besonderer Fälle, die vier Zahlen d, p, r, i. 

Smith (Proc. London M. S. vol. 6, 1875, p. 153 ss.) nennt diese vier Zahlen, aus denen sich 
die höhere Singularität zusammensetzen lässt, die „Indices der höheren Singularität" und 
zeigt, dass dieselben in der von Cayley gegebenen Gestalt den P/wcÄer sehen Gleichungen genügen. 

Vorbemerkung (3). Beispiele von höheren Singularitäten bilden die letzten vier Arten 
der von Cayley (oben 1. Zusatz (D) aufgezählten Doppelpunkte. Berührungspunkte und Wende- 
punkte höherer Ordnung findet man besprochen von Maupertuis (Paris. M6m., 1729, p. 277) und 
Cmrner (Introd. 1750, p. 403). 

Einzelne Sätze finden sich zerstreut bei Pomelet (P. P.), Flücher (A. C. 11), Salmon (H. P. C.) 
und Cremona (Einleitung). Eine Reihe von Untei-suchungen über „Plücker sehe Aequivalente" gibt 
ZeutJien (Math. Ann. Bd. 10, 1876, S. 210 ff.). 

9. Die höheren Singularitäten werden von Cayley (Quart. J. of Math. vol. 7, 1866, Papers, 
vol. V, p. 525) in vier Hauptarten eingetheilt und durch folgende symbolische Ausdrücke 
bezeichnet: 

(a) Ein Punkt, Eine Tangente, Ein Zweig; 

(b) Ein Punkt, Eine Tangente, Mehrere Zweige; 

(c) Ein Punkt, Mehrere Tangenten, Mehrere Zweige; 

(d) Mehrere Punkte, Eine Tangente, Mehrere Zweige. 

Zusatz (1). Während die elementaren Singularitäten nsLch Pliicker am einfachsten aus der 
dualistischen Erzeugung der Cur\^en (durch Punkt und Gerade) erklärt werden, erkennt man die 
höheren Singularitäten nach Cayley am besten aus der Variation einer schon erzeugten Curve, die 
mit elementaren Singularitäten behaftet ist. 

Zusatz (2). Die Untersuchung dieser vier Hauptarten ist noch sehr unvollständig. Wie 
bei den elementaren Singularitäten die Doppeltangenten besondere Schwierigkeiten darbieten, so 
ist das hier in erhöhtem Masse der Fall mit der vierten Hauptart (d), über welche eine allgemeine 
Untersuchung noch gänzlich zu fehlen scheint. 

10. Die erste dieser vier Hauptarten von höheren Singularitäten kann man in zwei Unter- 
arten theilen, je nachdem sich ein Curvenzweig an eine geradlinige oder an eine krummlinige 
Tangente mehrpunktig anschmiegt. 

(a) Die höheren Berührungen mit geradlinigen Tangenten lassen sich behandeln, wie 
die elementaren Singularitäten, mittelst der Reihenentwicklung (s. oben 3.): 

u(x^ + hr ^2 + ^^2' ^8 + ^^3) — ^x + ^"^y^^x + iT2^*^^^^x + ... — 0. 

26* 
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Lässt man hierin h Wurzeln X verschwinden, so erhält man die Bedingungen, dass 
h Schnittpunkte der Geraden {x, y) mit der Curve u zusammenfallen: 

u — 0, J (u) — ^*- Hw ) = 0. 

Wenn keine dieser Gleichungen identisch verschwindet, so ist die Gerade (a?, y) im Punkte x eine 
Ä-punktig osculirende Tangente. Sie ist zugleich Wendepunktstangente, wenn k eine 
ungerade Zahl ist, wenn also mit der BeriUirung zugleich ein Schnitt verbunden ist. 

Zusatz. Diese Art von Singularitäten findet man vielfach behandelt, so von Maujtcrtuis 
(Paris. M6m. 1729, p. 277), Cramer (Introductio, 1750, p. 403), Flückcr (A. C. II, no. 6) und Anderen. 

Maupcrtuis unterscheidet diese Berührungspunkte höherer Ordnung in sichtbare und 
unsichtbare Wendepunkte, je nachdem mit der Berührung ein Durchschnitt verbunden ist 
oder nicht, und nennt die letzteren „schlangenartig" (points de serpentement). 

(b) Zu den Singularitäten der zweiten Unterart (mit krummlinigen Schmiegungstangenten) 
gehört die von Cayley (Phil. Trans, vol. 155, 1865; Papers vol. V, p. 221 und 545) untersuchte 
„sechsfach berührende" (sextactic). 

Wie nämlich bei einfachen Wendepunkten drei auf einander folgende Curvenpunkte auf 
einer Geraden liegen, so gibt es auch Singularitäten von der Beschaffenheit, dass sechs auf 
einander folgende Curvenpunkte auf einem Kegelschnitte liegen. 

Diese Singularitäten einer Cur\'e wter Ordnung liegen zugleich auf einer Curve von der 
Ordnung \2n — 27. Es hat also die Curve nter Ordnung im Allgemeinen »(12» — 27) solcher 
Singularitäten. 

Zusatz (1). Hat aber die Curve d Doppelpunkte, so ist die Anzahl dieser höheren 
Singularitäten nur n(12» — 27) — 24(J. 

Zusatz (2). Der dreipunktig berührende „Krümmungskreis" und der fünfpunktig 
bei-ühronde „Abirrungskegelschnitt" (oben II, 8. Zusatz (2)) sind allen Curvenpunkten eigen, 
bilden also keine Singularitäten. 

11. Zur zweiten Hauptart der höheren Singularitäten kann man die beiden Fälle rechnen, 
wo zw^ei Cun^enzweige sich mehrpunktig osculiren oder eine Spitze zweiter Art bilden. 

(a) Wenn sich zwei Cun^enzweige (/-punktig osculiren, also eine Berührung (g — l)ter 
Ordnung eingehen, so fallen in einem solchen singulären Punkte g auf einander folgende Doppel- 
punkte (Schnittpunkte) und ebenso viele Doppeltangenten der beiden Zweige zusammen. 

Bezeichnet man die Anzahl der noch übrigen Doppelpunkte mit d, so ändern sich für eine 
solche Cui-ve die Flacker ^oh^n Formeln wie folgt {Plückcr, A. C. II, no. 76): 

m = n(n - 1) (2d + 3^ + 2</), n = m\m — 1) — (2r + 3» + 2g), 
I = 3n(n — 2) (6d + 8^ + C^g), etc. 

Zusatz (1). Der Fall, wo eine gemeinschaftliche Tangente zweier Curvenzweige nur 
mit dem einen Zweige eine Beillhrung höherer Ordnung eingeht, wird von Plücker in no. 84 kurz 
])esprochen. 

Zusatz (2). Cayley bezeichnet diese Singularität als „Berührungsknoten" (s. oben 1. 
Zusatz (D) und betrachtet sie als Mittelglied zwischen den Spitzen erster und zweiter Art, 
indem sie el)enfalls die Merkmale einer Spitze an sich trägt. 

(b) Hat die Cuive er Spitzen zweiter Art, so ändern sich die Flückerschen Formeln 
folgendermassen (A. C. no. 83): 

m =r n{n 1) - (2rf + 3^ + ba), n = m[m - 1) - (2r + 3* + 5cr), 
I =r :^;?(n - 2) - (CxJ + 8o + lorr), etc. 

Zusatz (1). Die Flückerscho Formel für r ist ziemlich weitläufig; die vorstehenden drei 
unabhängigen genügen aber, um alle übrigen daraus abzuleiten. 
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Zusatz (2). Aus dem Vergleiche der Formeln in (a) und (b) schliesst P/McÄ;er (no. 82), dass 
eine Spitze zweiter Ad; dem Werthe g=z2^/2 entspricht, also gleichsam „zwei sich 2V2Punktig 
osculirende Curvenzweige" darstellt, oder 2V2 Doppelpunkte und eben so viele Doppel- 
tangenten vertritt. 

Cayley (Quart. J. of Math. vol. 6 und 7, 1864—66; Papers, vol. V, p. 265 und 520) erhebt 
jedoch Bedenken, nicht gegen die Formeln, sondern gegen die Auffassung dieser Spitze als gleich- 
werthig mit 2V2 Doppelpunkten. Er setzt dieselbe vielmehr gleichwerthig mit einem Ver- 
zweigungsknoten und einer Spitze erster Art und begründet diese Auffassung einerseits 
durch eine analytische Betrachtung der Singularitäten der Curven vierter Ordnung, andererseits 
durch geometrische Variation dieser gleichwerthigen elementaren Singularitäten. 

Nach ihm ist also eine Spitze zw^eiter Art gleichwerthig mit den vier Singularitäten: (f= 1, 
^ = 1, i:=l, *=1, während nach PlücJcer die Aequivalenz wäre: d = 2V2» ? = 0, r = 2V2, * = 0. 

12. Zur dritten Hauptart der höheren Singularitäten gehören die vielfachen Punkte. 

(a) Dieselben lassen sich behandeln wie die Doppelpunkte. Ist nämlich von den in 10. 
gegebenen Bedingungen die letzte ^/J-^m^^O identisch, so ist x ein Afacher Punkt der Curve u 

und z/*M^ = die Gleichung der A Tangenten in diesem Punkte {Salmon, H. P. C. art. 73). 

(b) Einer anderen Darstellung der vielfachen Punkte bedient sich Plücker (A. C. no. 85). 
Es seien p, q zwei lineare Funktionen der Coordinaten oder zwei Gerade, aber so gewählt, dass 
sie sich in einem Punkte der Curve schneiden; ferner bezeichne 2^ eine homogene Funktion 
mten Grades von p und q. Dann kann man die Gleichung einer Curve wter Ordnung dar- 
stellen durch 

oder wenn man dieselbe mittelst einer dritten linearen Funktion r homogen macht: 

Diese Gleichung hat V2 {n + l){n + 2) + 2 unabhängige Constanten, indem man vier auf 
die Funktionen p und q rechnet, lieber die drei überzähligen kann man so verfugen, dass p und q 
beliebige Bedingungen erfUllen. 

Hat die Curve keinen vielfachen Punkt, so ist 2^ = die Gleichung der Tangente im 
Punkte (p, q). 

Hat die Curve aber einen A; fachen Punkt und legt man p und q durch denselben, so 
lautet die Gleichung der Curve 

und 2k=^0 ist die Gleichung der k Tangenten in diesem Punkte. 

Mit Hülfe dieser Darstellung gelangt man zu folgenden Sätzen (Plücker, no. 89—90): 
(a) Ein fefacher Punkt ist gleichwerthig mit: 

j einfachen, Li zweifachen, (dreifachen, ... ( m fachen Punkten. 

Zusatz (1). Hat eine Curv^e wter Ordnung einen nfachen Punkt so zerfällt sie in das 
System von n Geraden, die sich in diesem Punkte schneiden (mit der Gleichung 2"„=:0); hat eine 
Curve wter Klasse eine mfache Tangente, so zerfällt sie in das System von m auf dieser Geraden 
liegenden Punkten. 

Zusatz (2). Fallen in dem Afachen Punkte s Tangenten zusammen, so vermindern sich 
die obigen Aequivalenzzahlen. Der Anfache Punkt vertritt zum Beispiel nur noch V2*(*— 1) — (*— l) 
Doppelpunkte (Cremana, Einleitung, no. 74). 

(ß) Aus dem A fachen Punkte lassen sich 

n(n l)~~k(k + 1) 

Tangenten an die Cun-e wter Ordnung legen, dabei diejenigen Tangenten nicht mitgerechnet, 
deren Berührungspunkte im /^fachen Punkte selbst liegen. 

Zusatz. Plücker bezeichnet diese n(n — 1) — k(k + 1) Tangenten als Pseudotangenten. 
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(y) Die Anzahl der Doppeltangenten, welche der Äfache Punkt „unmittelbar ver- 
schlingt", ist 

s'=z\/^k(k -l)fV2i'(/^ f>) -^^1' s'' =y^k{k -l)(k — 2y 

(d) Da jeder ^fache Punkt V2^*(* 1) Doppelpunkte vertritt, so ist die Geschlechtszahl 
einer Curve wter Ordnung allgemein (s. oben 8.): 

i;--:J(H l){n -2) l^a.kik -1), 

wo cck die Anzahl der ifachen Punkte bedeutet und 2" sich über alle Zahlen k der gegebenen 
Cur\^e erstreckt. 



VI. Hauptstück. 

Folareigenschaften. 

Vorbemerkung (1). Die Bezeichnung in diesem Hauptsttick schliesst sich an die- 
jenige in V. an. 

Vorbemerkung (2). Die Polareigenschaften der Curven wurden hauptsächlich von den 
französischen Forschern Dcsargucs, Poncelcf, Jonquicrcs, Bohülicr, Chasles begründet und dann 
namentlich von Hesse, Cayleij, Steimr und Cremona ausgebildet. 

A. Allgemeine Sätze. 

1. Haben die zwei Punkte x und y eine solche Lage gegen eine Pundamentalcurve »ter 
Ordnung m, dass sie der Bedingung genügen: 

i \aixjr 

wo die tti die n Schnitt]iunkte der Transvorsale xj/ mit der Curve sind, und 2 eine symmetrische 
Funktion bedeutet, nämlich die Summe der Combinationen rter Klasse der n Abschnitt- 
verhältnisse, so heisst der Punkt y das harmonische Centrum rter Ordnung für den Pol x 
(s. oben den ersten Abschnitt, IH, 9.); ebenso heisst x das harmonische Centrum (n - r)ter Ord- 
nung für den Pol y (Bobillier in Geryonms Ann. t. 19, 1828—29, p. 305). 

Drelit sich nun die Transversale um x, so beschreibt y eine Curv^e rter Ordnung, die 
(/* r)te Polare des Pols x\ dreht sich die Transversale um y, so beschreibt x eine Curve 
(n r)ter Ordnung, die rte Polare des Pols //. 

Zusatz (1). Die obige Bedingungsgleichung kann auch symbolisch ausgedrückt werden 
wie folgt {Salmon, H. P. C. art. ßO): 

^'•(/f) — 0, oder identisch: J'^-'^üi) = 

oder, wenn man u — a^ setzt (s. Synopsis. Bd. I, S. 230 und 238): 

cr-ra'' -= 0. 

Zusatz (2). Fällt der Pol x in's Unendliche, so lautet die Bedingung für y als 
harmonisches C-entrum rter Ordnung: 

f («.Z/). -= 0. 
Der Ort der Punkte y wird zuweilen als „Durchmesser rter Ordnung" bezeichnet (vergl. IV, 2.). 
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Zusatz (3). Ein ^•facher Punkt der Curve u ist auch {Je -r)facher Punkt auf jeder rten 
Polare, und von l zusammenfallenden Tangenten von u fallen auch / — r auf jeder rten Polare 
zusammen {ScUmon, H. P. C. art. 62 und Crcniom, Einleitung, no. 73). 

Eine Reihe besonderer Fälle über Doppelpunkte, Wendepunkte und Rtickkehrpunkte 
der Grundcurve und ihrer Polaren von Maclaurin, Steiner, Scdmon, Cayley und Anderen werden von 
Cremona zusammengestellt (ebendas. § 13, no. 75—82). 

Zusatz (4). Die rten Polaren eines Poles x in Bezug auf ein lineares Curvensystem 
w + Ar + . . . = bilden selbst wieder ein dem letzteren homographisches lineares Curvensystem 
(n r)ter Ordnung aber von gleicher Stufe und gleichem Index: 

Für Curvenbüschel findet sich dieser Satz bei Bobülier {Gergonne's Ann. t. 18, 1827—28, 
p. 256). Eine Menge besonderer Fälle und Schlussfolgerungen, namentlich über den Ort der Pole, 
welche gewissen Bedingungen genügen, und über Doppel- und Rückkehrpunkte gibt Cremona (Ein- 
leitung, § 14). 

Zusatz (5). Ueberträgt man den Begriff der Polaren dualistisch auf die reciproke Figur, 

so entspricht jeder Geraden eine Polarcurve erster, zweiter, Klasse. Nur treten an Stelle 

der oben angeführten Abschnitts Verhältnisse jetzt Sinus Verhältnisse. Diese Uebertragung scheint 
aber noch nicht vollständig durchgeführt zu sein. 

2. Aus den Eigenschaften der Symbole J ergeben sich folgende Sätze: 
(a) J''^'{u)=J'"^'('u), 

das heisst, die rte Polare eines Poles x in Bezug auf seine ste Polare ist die (r + s)ie Polare 
desselben Poles bezüglich der Fundamentalcurve. 

(b) ^;^:K) = ^:-/;K), 

das heisst, die rte Polare eines Poles in Bezug auf die sie Polare eines zweiten Poles ist gleich 
der sten Polare des zweiten in Bezug auf die rte Polare des ersten (Plücker, Crelles J. Bd. 5, 
1830, S. 34). 

Zusatz. Die Formeln in (b) stellen nach Crenwna^ Ausdruck (Einleitung, no. 116 und 123) 
die (r -f s)te gemischte Polare der beiden Pole x und js dar, während die Formel in (a) die 
(r + s)te reine Polare des einen Poles x bedeutet. 

(c) Aus den Hülfssätzen in V, 3. folgt: Geht die (n - r)te Polare eines Poles x durch den 
Punkt y, so geht die rte Polare von y durch x. 

Zusatz. Die (n -r)te Polare eines Poles x ist also der Ort der Pole, deren rte Polaren 
sich in x schneiden. Die Einhüllende der rten Polaren der Punkte einer beliebigen Curve C ist 
also auch der Ort der Pole, deren (n — r) te Polaren die Curve ü berühren {Cremona, Ein^ 
leitung, no. 104). 

3. Wird der Pol ein Punkt der Grundcurve, so gehen alle seine Polaren aller Ord- 
nungen durch ihn hindurch und haben mit der Curve daselbst eine gemeinsame Tangente. Um- 
gekehrt: Fällt ein Pol mit irgend einer seiner Polaren zusammen, so liegt er auf der Curve. 

Zusatz (1). Ist der Pol ein einfacher Punkt der Grundcurve, so ist diese gemeinschaft- 
liche Tangente die gerade Polare des Poles. 

Zusatz (2). Ist der Pol ein Doppelpunkt der Grundcurve, so ist die gerade Polare 
unbestimmt, aber die conische Polare bildet das gemeinschaftliche Tangentenpaar (s. oben V, 4.). 

Zusatz (3). Ist der Pol ein Wendepunkt der Grundcurve, so zerfällt seine conische 
Polare ebenfalls in zwei Gerade, von denen die eine die gemeinschaftliche Wendepunktstangente 
ist und die andere die harmonische Polare des Wendepunkts genannt wird {Mavlaurin, De 
Linear. Geom. Propr. Sectio lU, Prop. ü; Salmon, H. P. C. art. 170). 
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4. Ist eine Grundcurve wter Ordnung gegeben, und lässt man einen Pol eine beliebige 
Curve 6« von der Ordnung m und Klasse m' mit d Doppelpunkten und q Rtickkehrpunkten 
beschreiben, so bilden seine rten Polaren eine Curvenreihe vom Index rm, und werden von einer 
Curve K eingehüllt, welche von Steiner die rte Polare der Curve C in Bezug auf die Grund- 
curve genannt wird. Sie ist von der Ordnung: 

(n - - r)[m{m -f 2r — 3) — (2d + 3^)]. 

Zusatz (1). Die (n r)te Polare von K in Bezug auf die Grundcur\^e u umfasst umgekehrt 
die Curve C, Wegen dieser Reciprocität zwischen den Curven K und C heissen dieselben auch 
„Reciproke Polaren" (vergl. Sdmon, H. P. C. art. 406). 

Zusatz (2). Die Einhüllende K der geraden Polaren ist von der Klasse m(n -1), und 
diejenige der ersten Polaren (s. unten ?•) von der Klasse 

(n - 1) [(n - 2) m' + (n — l)m]. 

Zusatz (3). Die (n— r)te Polare eines Punktes x kann also auch definirt werden als die 
Einhüllende der Geraden, deren rte Polaren sich in x schneiden (vergl. oben 2, (c) und Cremona, 
no. 104, g). 

Zusatz (4). Eine Menge besonderer Fälle des allgemeinen Satzes, sowie die Berührungen 
und Durchschnitte von Polaren verschiedener Ordnung bei Bewegung des Pols werden von 
Cremona (§ 17) besprochen. 

B. Polaren besonderer Ordnung. 

5. Die einfachsten Polaren der Curve nter Ordnung u sind die (n— l)te und die (n— 2)te. 

(a) Die (» — l)te Polare des Poles x ist eine Gerade: 

Jy{u;) = u^y^ + u^Vi + ^zVz = 0, 

wo, wie im V. Hauptstück, die unteren Zeiger 1, 2, 3 von u bezüglich Ableitungen nach x^, x^, x^ 
bedeuten. 

Zusatz. Diese „gerade Polare" von x ist aber zugleich vom (n — l)ten Grade nach x 
und heisst auch die erste Polare von y. 

(b) Die (n - 2)te Polare des Poles x ist ein Kegelschnitt: 

+ 2wi2t/it/2 + 2u^zy%yz + Suai^gt/i = 0. 

Zusatz (1). Diese „conische Polare" von x ist aber zugleich vom (n—2)ten Grade 
nach X und heisst auch die zweite Polare von y. 

Zusatz (2). Die conische Polare eines Poles x in Bezug auf die Grundcurve m besteht dann 
und nur dann aus dem Systeme zweier Geraden, wenn x auf der Hesse'^Qhen Curve H{ü) liegt 
(vergl. oben V, B.). Der Schnittpunkt der beiden Geraden liegt auf der Steinerneren Curve von u 
(vergl. unten C). 

Zusatz (3). Die beiden Tangenten, welche man von einem Pole aus an seine conische 
Polare legen kann, heissen nach Cremona (Einleitung, no. 90) die „Indicatricen dieses Pols". 

Eine Reihe von Sätzen über Ortsveränderung der Indicatricen und ihres Schnittpunktes 
nach gegebenen Gesetzen hat Cremona (Einleitung, § 19) zusammengestellt. 

6. Die zweite Polare eines Poles in Bezug auf die Grundcurve nter Ordnung ist eine 
Curve (n — 2)ter Ordnung. 

Cremona betrachtet in seiner Einleitung sowohl die gemischte als die reine (s. oben 2.) 
zweite Polare und stellt folgende Sätze zusammen: 

(a) Die zweiten (reinen oder gemischten) Polaren, deren Pole auf einer Geraden liegen, 
bilden ein Curvennetz (w— 2)ter Ordnung (no. 123). 
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(b) Die Einhüllende der (reinen) zweiten Polaren, deren Pole auf der Geraden R liegen, 
heisst nach Steiner (s. oben 4.) die zweite Polare der Geraden. 

Sie ist der Ort jener Punkte der conischen Polaren, welche R berühren, oder auch der 
Ort der Pole dieser Geraden in Bezug auf die erste Polare eines beweglichen Punktes dieser 
Geraden (no. 125). 

Sie berührt die Hesse'sche Curve //(w) in den 3(n — 2)* Punkten, welche sie mit derselben 
gemein hat. 

(c) Sind zwei Gerade gegeben, so beschreiben die Pole der einen Geraden in Bezug auf 
die ersten Polaren der Punkte der andern Geraden eine Curve von der Ordnung 2(n — 2): die 
gemischte zweite Polare der beiden Geraden (no. 125a). 

Zusatz (1). Die conischen Polaren aller Punkte dieser Curve haben die genannten beiden 
Geraden zu gemeinschaftlichen harmonischen Strahlen. Lässt man diese beiden Geraden einen 
Strahlenbüschel beschreiben, so beschreibt die gemischte zweite Polare derselben ein Curvennetz 
von der Ordnung 2(n — 2), während die reinen zweiten Polaren dieser Geraden eine Curvenreihe 
vom Index 2 erzeugen (no. 126). 

Zusatz (2). Die Beziehungen der zweiten (reinen und gemischten) Polaren zu der Ife^^e'schen 
und Steiner sehen Curve der Grundcurve bespricht Cremona ebenfalls (no. 127—129). 

7. Die erste Polare eines Poles x in Bezug auf die Grundcur\^e nter Ordnung «1 = ist 
eine Curve von der Ordnung n — 1, hat also mit der Grundcurve n{n — 1) Schnittpunkte. Ist keiner 
derselben ein Doppel- oder Rückkehrpunkt von w, so sind sie zugleich die sämmtlichen Berührungs- 
punkte der Tangenten, welche vom Pole x aus an die Curve u gezogen werden können (vergl. 
oben V, 7. (a) (D). 

Zusatz (1). Die Doppel- und Rückkehrpunkte der Curve u liegen zwar auch auf der 
ersten Polare eines jeden Poles x, sind aber nicht Berührungspunkte der von x aus gezogenen 
Tangenten (s. V, 4.). 

Zusatz (2). Hat die Grundcur\'e w einen ^'fachen Punkt d, so bilden die h - 1 Tangenten, 
die man von d aus an die erste Polare des Poles x legen kann, die erste Polare von d in Bezug 
auf den Büschel der h Tangenten der Grundcurve im Punkte d {Cremona, no. 74). 

Zusatz (3). Besteht u aus dem System zweier Geraden mit dem Doppelpunkt d, so ist 
die erste Polare des Poles x der dem Strahle xd zugeordnete harmonische Strahl und heisst die 
Polare von x für den Winkel der beiden Geraden {Cremona, no. 73). 

C. Die Ciirven von HessCf Stehler^ Cayley. 

8. Diese drei Curven lassen sich ableiten aus der e/öcoiTschen Curve dreier Grund- 

curven. Bezeichnet man diese letzteren mit w, w\ w'* und ihre Ordnungen mit m, m\ m'\ so gibt 

es einen Ort von der Ordnung 

m + m' + m" - 3, 

die Jacob! sohe Curve J{u\ w\ w") der drei Grundcurven, mit der Eigenschaft, dass die drei 
geraden Polaren eines jeden soiner Punkte sich jedesmal in einem Punkte schneiden. Diese 
Schnittpunkte bilden einen zweiten Ort von der Ordnung 

(m ~ 1) (m' — 1) 4- (m' 1) (m" 1) + (m" - 1) {m - 1) 

mit der Eigenschaft, dass die drei ersten Polaren eines jeden seiner Punkte sich jedesmal in 
einem Punkte des erstgenannten Ortes schneiden {Cremona, Einleitung, no. 93—98). 

Zusatz (1). Die e7aro&i"sche Curve ist zugleich der Ort der Doppelpunkte des Curven- 
systems: w + Xiv' -f nw** — 0. 

Sind die drei Grundcurven von gleicher Ordnung m—m' — m'\ so kann man aus ihnen 
ein Curvennetz mter Ordnung bilden, von der Eigenschaft, dass die beiden betrachteten Oerter 
für je drei Curven des ganzen Netzes dieselben bleiben. 

26 



202 ^^' Abschnitt. Die ebenen Curvcn im Allgemeinen. 

Der erstere Ort von der Ordnung 3(w - 1) heisst dann insbesondere die Hesse' sehe 
Curve des Netzes und der letztere von der Ordnung 3(m — 1)^ die Steiner'sche Curve des 
Netzes. Diese beiden Curven entsprechen einander homographisch und die Verbindungslinien je 
zweier entsprechenden Punkte werden von einer dritten Curve 3m(m -l)ter Klasse umhüllt, der 
Gayley'schen Curve des Netzes {Cmnona, Einleitung, no. 88d und 132a, und Salnum, H. P. C. 
art 70 und 403). 

Die Ilesse'sche Curve des Netzes heisst (in Steiners Vorlesungen) auch Tripelcurve. 

Zusatz (2). Für Kegelschnittnetze sind also die Hesse' sehe und S/e/wf»r sehe Curven von 
der dritten Ordnung, die Caykysche aber nur von der dritten Klasse. 

9. Durchläuft ein Pol y einer Grundcurve nter Ordnung u die unendliche Ebene, so bilden 
seine ersten Polaren ein Curvennetz (w l)ter Ordnung: 

wo die y die willkürlichen Parameter vertreten und die x die Veränderlichen sind (s. oben 6, 
(a) Zusatz). 

Der Ort der Doppelpunkte diesesiNetzes ist (nach 8, Zusatz (1), wo jetzt m = n- 1 zu 
setzen ist) von der Ordnung 3 («— 2) und heisst die //^.^^^'sche Curve des Netzes, und die Pole. 
deren erste Polaren Doppelpunkte besitzen, bilden einen Ort von der Ordnung 3(n — 2)*, die 
Stciner'sche Curve des Netzes {Steincr's „Kerncurve", Crelle's J. Bd. 47, S. 4; Werke, Bd. IL 
S. 498). Die Verbindungslinien je zweier entsprechenden Punkte dieser beiden Curven umhüllen 
die Cayley'sche Curve des Netzes von der Klasse 3(;? - 1) (w 2). 

Zusatz (1). Diese drei Curven haben ihre Namen nicht nur in Bezug auf das Netz 
(n l)ter Ordnung der ersten Polaren, sondern auch in Bezug auf die Grundcurve «ter Ordnung 
selbst, so dass beispielsweise die Hesse'sche Curve des Netzes dasselbe ist, wie die Hesse^sche 
Cui*ve H{u) der Grundcur\^e (vei^gl. Cremona, no. 102). 

Zusatz (2). Alle ersten Polaren des Netzes, deren Pole y auf einer Geraden liegen, 
bilden einen Curvenbüschel (n l)ter Ordnung, dessen (n - 1)^ Träger die Pole der Geraden 
sind (BdbUlier, Gergonne's Ann. t. 18, 1827—28, p. ü7). Diese {n - 1)* Pole der Geraden werden 
von Cremom (Einleitung, no. 90b) „verbundene Pole'* genannt. 

Cremona zeigt (no. 105), dass wenn einer dieser verbundenen Pole eine Curve iwter Ord- 
nung beschreibt, so dass also seine gerade Polare von einer Curve w(n - l)ter Klasse eingehüllt 
wird, die übrigen n{n -2) Pole eine Curve von der Ordnung mn(n -2) beschreiben. 

Zusatz (3). Die Hessesche Curve H{u) ist zugleich der Ort der Berührungspunkte der 
ersten Polaren, also der Ort, auf welchem verbundene Pole zusammenfallen {Cremona, 
no. 90), und die Steiner sehe Curve ist zugleich die Einhüllende der Geraden, welche zusammen- 
fallende Pole haben, so dass die Tangenten der Steiner sehen Curve die geraden Polaren der 
Punkte der Hesse^sehen Curve sind. Die Einhüllende dieser geraden Polaren der Punkte der 
Hesseschen Curve ist indessen eine Curve von der Ordnung 3(n - l)(n -2), von welcher die 
Steiner sehe Cur\'e nur einen Theil ausmacht. 

Zusatz (4). Salmon (H. P. C. art. 404) hat die Definitionen dieser drei Curven verall- 
gemeinert, indem er die Doppelpunkte auf höheren Polaren betrachtete. • Er nennt den 
Ort eines Punktes, dessen rte Polare einen Doppelpunkt hat, die rte Steiner sehe Curve. von der 
Ordnung 3r{n r- 1)-; und den Ort dieser Doppelpunkte die rte Hesse sehe CuiTe, von der Ord- 
nung 3r^(n r - 1); endlich nennt er die Einhüllende der Verbindungslinien je zweier entsprechenden 
Punkte der rten Steiner sehen und der rten Hesse sehen Curve die rte Cayley sehe Curve. 

Die rte Steiner sehe Curve ist dann identisch mit der (n r - l)ten -He^^c sehen Curve, 
ebenso die rte Hesse sehe mit der {n r - l)ten Ä^wr sehen Curve. 

10, Singularitäten der Curven von Hesse, Steiner, Cayley in Bezug auf eine Gnindcui-ve 
nter Ordnung {Steiner, Berlin. Ber. 1848 und Crelles J. Bd. 47. 1854, Werke, Bd. II, S. 498; Cremom, 
Einleitung, no. 118; Scdmon, H. P. C. art. 402—10:5; Ckhsch -Lindemann, l, S. 368): 
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1 


//esse'sche Curve 


Steiner'Bche Curve 


Cayley 8che Curve 


Ordnungszahl 




3(«-2) 


3(n 2)» 


3(n 2) (5m 11) 


Klassenzahl 




3(n 2) (3« 7) 


3(» l)(n 2) 


3(n 1)(« 2) 


Doppelpunkte 







f{n 2)(» 3) (3»* 9n 5) 


^(» 2)(5» 13)(5n» 19n-f-16) 


Rttckkehrpunkte 







12(» 2)(« 3) 


18(«-2)(2«— 5) 


Doppeltangenten 


27, 
2^" 


l)(n 2)(» 3) (3« 8) 


^(» 2)(n 3) (3«« 3« 8) 


^(« 2)«(i»« 2n 1) 


RUckkehrtangenten 




9(« 2)(3n 8) 


3(h 2) {in 9) 





Geschlechtszahl 




,}(3«-7)(3«-8) 


i(3n-7)(3n-8) 


i(3«-7)(3n-8) 



Zusatz (1). Dass die //c^^e'sche Curve im Allgemeinen keine Doppel- oder Rlickkehr- 
punkte iiabe, ist indessen noch niciit strenge bewiesen (s. Clehsch- Lindemann, a. a. 0.). 

Zusatz (2). Das Geschlecht ist fUr alle drei Curveu gleich, weil sie eindeutig (Punkt fUr 
Punkt) zu einander projektivisch sind (s. oben V, 8, Zusatz (3)). 
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VII. aVbsclinitt. 

Die ebenen Gebilde ersten und zweiten Grades. 

(Plückers S. A. G. und Eutwickl.; Crcmonas Einleit; Salmons C. S.; Hesse s verschiedene Vorles.; 

Clchsch 'Lindemann, Cliasles S. C.) 



Vorbemerkung (1). In diesem Abschnitte sollen die folgenden 
gewandt werden: 

(a) 0^ Ax -{- JBy -\- Cp, F^xcosa + ysina — d, 

W^Au + Bv ^ Cr, Q^au + lv + 1, 
n^(0 oder U^ oder P oder Q), 



Abkürzungen an- 



(//) 



f(x. y.p) = (iiiX^ + fl«y» + Osji»* + 2ai2xy + 2013^7/ + '^ctiil/P, 



W 



— t/ll«- -1 


- ^22^ T ^[ 


f3f- -T -1/12^«/ -T ^c/i 




»11 «12 «13 




hl &12 &13 


A — 


21 ^2** '^3 


, 1^- 


^21 ^22 ^23 




«31 %Ä «33 




^31 ^32 ^33 



dxx = «;ix, 



&x2 — &2x, 



WO ^ und B die //e^^c'schen Determinanten von /* und F heissen. 

Vorbemerkung (2). Nach der Bezeichnung von Aronhdd und Glebsch kann man auch 
schreiben (Synopsis, Bd. I, S. 230): 

/• (x, y, p) = (aj X + a.y + «3i>)*, 
F(ii, V, r) = (bi u + b.v + hyry. 



I. Hauptstück. 

Die Gerade und der Punkt. 

Vorbemerkung. Die Theorie der geraden Linie und des Punktes besteht nur aus einer 
kleinen Anzahl von Sätzen, die man in der zweiten und vierten /Vorlesung von Hessens „Anal. 
Geometrie .... in der Ebene" zusammengestellt findet, wenn man, wie es in diesem Bande geschehen 
ist, die aus Geraden und Punkten ableitbaren Grundgebilde (oben S. 6—10), das Theilungs- 
verhUltnlss jo zweier und das Doppelvorhaltniss von je vier Elementen (oben S. 16 und 18), 
ferner die projektivlschen Eigenschaften, wie Homographie und Dualität (oben S. 27 und 31), 
Perspektive und Involution (oben S. 53 und 56), getrennt von diesem HauptstUcke behandelt. 
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1. Als Gleichungen der Geraden und des Punktes hat man nach den im Eingange dieses 
Abschnittes gegebenen Abkürzungen: 

Gerade: Punkt: 

(a) = 0, U^=0, 

(b) F=0, (2 = 0, 

(c) U\ = 0, (//o = 0, 0^= 0. Ö>. = 0, 

wobei die Coordinatenaxen rechtwinklig vorausgesetzt sind und x, y, p Punktcoordinaten und 
u, v, r Liniencoordinaten bedeuten. Die Zeiger unter W und beziehen sich bezüglich auf zwei 
verschiedene Punkte und Gerade. 

Zusatz (1). Die Gleichungen (b) stellen Gerade und Punkt in der Normalform dar. 

In V bedeutet (l(>0) den Abstand der Geraden vom Coordinatenursprung und a die 
Neigung dieses Abstandes gegen die a:-Axe, so dass die Neigung der Geraden selbst «±90*^ ist. 

In Q bedeuten a, 6 die Coordinaten des Punktes, durch welchen alle Linien gehen. 

Zusatz (2). Die Gestalt der Formen und H^ zeigt, dass die eine Form 

ux ^ v\j ^ r/? 

fUr beide ausreichte, wenn man das eine Mal x, y. i> als Coordinaten auffasst, das andere Mal 
tt, r, r (vergl. oben S. 69—70). 

Zusatz (3). Für die Reduktion auf die Normalform setzt man die dritte homogene 
Coordinate p oder r = 1 und hat dann bezüglich : 



worin /i das entgegengesetzte Zeichen von C haben muss, damit d > werde. Salmon (C. S. art. 24) 
gibt diese Reduktion auch in dem Falle, dass das zu Grunde gelegte Axensystem schief- 
winklig ist. 

Zusatz (4). Nach den Formeln (a) und (c) hat eine Gerade nur eine Punktgleichung, 
aber keine Liniengleichung, ein Punkt dagegen eine Liniengleichung, aber keine Punktgleichung. 

Die Gerade ist deshalb ein Gebilde erster Ordnung und nullter Klasse, der Punkt 
hingegen ein Gebilde erster Klasse und nullter Ordnung. 

Zusatz (5). Die Liniengleichung des Punktes, als dualistisches Gegenbild der Punkt- 
gleichung der Linie, wurde von Plücker aufgestellt. Man findet eine Reihe Sätze über diese dualistische 
Darstellung in seinen Entwicklungen (Bd. 11, Absehn. I) und in Cat/Ieys sechstem Memoir (Papers, 
vol. n, p. 569-576). 

Nach Hesse (A. G. in der Ebene S. 71) ist diese Behandlung des Punktes „in der That 
nichts anderes, als eine neue Art, dieselben analytischen Formeln zu lesen". 

2. Die Coefficienten in der Punktgleichung der Linie und in der Liniengleichung des 
Punktes werden durch die Coordinaten je zweier ihrer Elemente bestimmt. Soll nämlich 
eine Gerade durch die beiden Punkte (xii/iPi) ii^^l i-^'^V^Pi) g^hen, oder ein Punkt auf den beiden 
Geraden {u^v^ri) und Or^yg/'a) liegen, so sind ihre Gleichungen bezüglich: 

X y 2^ \ u V r \ 

^■i Vi Pi I ^- 0, Wi v^ ri 1 rz.-. 0. 

! -^2 y^ Pi I I '^2 ^'2 ^2 

Zusatz. Liegt aber der Punkt {xyii) nicht auf der Geraden (x^yiP^). (^2t/iP2)^ so stellt die 
erstere dieser beiden Determinanten den doppelten Flächenraum des Dreiecks dar, dessen Ecken 
die drei Punkte sind, ist also nicht Null. 
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3. Wenn die beiden Geraden 0^ und 0^ oder (iiit\ri) und (tuv^r^) den Winkel ifß ein- 
schliessen. so ist 

Die beiden Geraden sind also: 

parallel, wenn JiZ?;, — A^Bi — 0. oder MiT^ — M^rj = 0, 
und senkrecht, wenn AiA^ — B^B^ — 0. oder iiyiu -r ^i^\ = 0. 

Zusatz (1). Also ist die Gleichung ein^r Geraden, welche durch den Punkt (xo^o) g^^^ 
und zu der Geraden 0: 

(a) parallel ist: Au — jc,,) - Biy — ifj--0, 

{^) senkrecht ist: Bix - x^) — A{y — */.,) ^ 0. 

Zusatz (2). Für schiefwinklige Coordinaten findet man die Neigung der beiden geraden 
dargestellt in PUuhtr^ Entwicklungen tlJd. IL no. 412) und Salmons C. S. (art. 26). 

4. Die Entfernung ./ eines Punktes (>»//„) von der Geraden P oder (iir) sei positiv oder 
negativ, je nachdem der Punkt mit dem Coordinatenursi)rung auf verschiedenen oder auf derselben 
Seite der Geraden liegt. Dann hat man: 

./ ^ P(x,. //,) oder J ^ \ p—^ ^ 

— I M* -r r- 

das heisst, die Entfernung wird gefunden, indem man in die Normalform P die Coordinaten des 
Punktes einsetzt. 

Zusatz (1). Nimmt man also für Uo^o) den Coordinatenursprung (00), so erhält man die 
Bedeutung des Coefficienten rfr^-rr./; nimmt man einen Punkt der die Bedingung befriedigt 
P(-^rti/«) "- 0, so ist ./— 0, das heisst. er liegt auf der Geraden. 

Zusatz (2). Auch die Gloichungspolynome der Curven haben nach PUicker eine geometrische 
Bedeutung, wenn man in dieselben die Koordinaten eines beliebigen Punktes einsetzt. Vergleiche 
den Abschnitt: Die Ebenen Curven (II. 5. (ai Zusatz) und einen ähnlichen Satz von Brach (Math. 
Ann. Bd. 2, 1S70. S. i:^2| über den .speciellen" Liniencomplex ersten Grades. 

3. Wenn die drei (Geraden 0^, </>.. 0;.. oder die drei Punkte (A\. f/^. '/^j einer linearen 
identischen Gleichung genügen: 

^ki0i = O oder 27//>. = U. (/ - - 1. 2. 3). 

so schneiden sich die drei Geradezu in einem Punkte, oder die drei Punkte liegen auf einer 
Geraden. 

Findet umgekehrt dieses Letztere statt, so gibt es immer je drei von Null verschiedene 
Coefficienten k, welche obige Gleichungen zu identischen machen. 

Zusatz 0). Sind obigp Gleichungen nicht idcMitisch erfüllt, so kann man durch dieselben 
bezüglich eint^ beliebige Gerade oder einen beliebigen Punkt darstellen, aber mit überzähligen 
Constanten. 

Zusatz \2\. Legt man den Coefficienten t^ in die Coefficienten von 0^ oder (A^ und 
betrachtet das Verhältniss der beiden anderen als unbestimmten Parameter X, so kann man die 
Gleichungen in der Gestalt schreiben (s. oben Vorbemerkung (1) (ee^); 

WO jetzt -Q;i = <» bezüglich einen ebenen Strahlenbüschel oder eine gerade Punktreihe bedeutet 
(oben S. 10». 

Sind die si in der Normalform gegeben, so ist ), das Theilungsverhältniss von Q^ in 
Bezug auf i->i und iL (oben S. 1«»). und die Parameter ^/ und / liefern zwei zu Jöj und Ä, 
harmonische Elemente ^S. l^K 
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Zusatz (3). Polglich erhält man aus den Gleichungen: 

die homogenen Coordinaten aller durch den Schnittpunkt der beiden Geraden [uiV^r^ und {n^v^r^) 
gehenden Geraden; und ebenso aus den Gleichungen 

x — x^+Xx^, y = yi+i.y2. P=Pi+^Pi 

die homogenen Coordinaten aller auf der Verbindungslinie der beiden Punkte [x^yiPi) und 
i^iViPi) liegenden Punkte. 

Zusatz (4). Hesse (Sieben Vorles. S. 18 und A. G. in der Ebene, S. 122—123) hat obigen 
Satz dahin verallgemeinert, dass, wenn die vier Geraden ö>„ oder die vier Punkte U'\ einer 
quadratischen Gleichung identisch genügen: 

2k.0': = O oder 2k.U^'^^=0, (i=l. 2, 3, 4), 

dann die vier Geraden sich in einem Punkte schneiden, oder die vier Punkte auf einer 
Geraden liegen. 

Findet umgekehrt dieses Letztere statt, so gibt es immer je vier von Null verschiedene 
Coefficienten k, welche obige Gleichungen zu identischen machen. 

6. Eine Menge besonderer Fälle und Aufgaben über gerade Linien, die grossentheils der 
„Theorie der Transversalen*' angehören, findet man in Carnofs Geom. de Position, in PlücJcers 
Entwicklungen (Bd. I, no. 55—90 und Bd. II, no. 417—441), in Salmons C. S. (eh. II— V). 

Die Systeme ebener Figuren, welche von n Geraden einer Ebene gebildet werden, findet 
man ausführlich behandelt in v. Standfs Geom. d. L. (§ 13). 

Punktsysteme in der Ebene wurden vielfach behandelt von Cayley, besonders im Zu- 
sammenhange mit dem Pascal -Brianchon sehen Satze (Papers, vol. I, p. 317, 356, 414, 550). 



IL Hauptstück. 

Die Kegelschnitte im Allgemeinen. 

Vorbemerkung (1). Die Entdeckung der Kegelschnitte gebührt der Platonischen Schule 
und wird insbesondere von Eratostlienes, Geminus und Proclus dem Schüler Piaton s Mcnacchmus (um 
340 V. Chr.) zugeschrieben. 

Vorbemerkung (2). Diese Curven wurden ursprünglich als ebene Schnitte eines Kegels 
und demnach als Raumorte (loci solidi) betrachtet (vergl. C/iasJes, A. H. p. 7). 

Die Kegel waren aber Anfangs Umdrehungskegel und die Schnitte wurden immer 
senkrecht zu einer erzeugenden Kante vorausgesetzt. Man brauchte deshalb für die drei Arten 
von Kegelschnitten auch drei Arten von Kegeln, den spitzwinkligen für Ellipsen, den recht- 
winkligen für Parabeln und den stumpfwinkligen für Hyperbeln. 

Vorbemerkung (3). Die Kegelschnitte werden auch Apollonische Curven genannt, weil 
ApoBonius (um 240 v. Chr.) in seinen acht Büchern (Conicorum libri octo, ed. Ualley, 1710) alles 
Frühere zusammenfasste und wesentlich erweiterte. 

Von diesen acht Büchern sind nur die ersten vier im griechischen Texte erhalten, die 
folgenden drei kennt man aus arabischen Uebersetzungen und das achte wurde von Ualky aus 
Andeutungen anderer Schriftsteller wieder hergestellt. 
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Einen wesentlichen Fortscliritt begründete Apoihnius dadurch, dass er die Kegelschnitte aus 
schiefen Kegeln und durch schiefe Schnitte ableitete, dass ihm also ein einziger Kegel für alle 
Kegelschnitte ausreichte. 

Auch die heutigen Namen Ellipse, Parabel, Hyperbel wurden diesen Gur\'en von ApoUonius 
beigelegt, während diese Ausdrücke fi-ülier in der Pythtigoräischen Schule zur Bezeichnung von 
Plächenrllumen gebraucht wurden, deren Ginindlinien kleiner, gleich oder grösser waren, als eine 
gegebene Linie (vergl. ynten VI, 4. Zusatz (D). 

Die Kegelschnittlehre und die Kunstausdrücke des Apdlonius findet man kurz dargelegt 
in Chasles A. H. (p. 18—19) und ausführlicher in Zeiähens „Keglesnitslaeren i Oldtiden" (Kopen- 
hagen, 1885). 

Die reiche Literatur der letzten 50 Jahre über die Geschichte der griechischen Mathe- 
matik findet sich zusammengestellt in verschiedenen Schriften Heiberg's (Philologus, Bd. 43, 1884, 
S. 321—346 und S. 467—522) und in AUmaus „Greek Geometry" (Dublin, 1889). 

Vorbemerkung (4). Erst I)csar(/iws (1593—1662) hat aber die Richtungen der Schnitte des 
Kegels als ganz willkürlich aufgefasst (s. Chasles A. H., p. 75). ApoUonius dachte sich nämlich 
zuerst einen Axenschnitt senkrecht zur kreisförmigen Grundfläche und führte alle übrigen Schnitte 
senkrecht zu diesem Axenschnitte aus. Man findet die betreffende Stelle in Poudras Ausgabe von 
BcsanjHcs Werken (t. I, p. 195—196, mit Erklärung, p. 277). 

Besargucs hat auch zuerst die di'oi Arten von Kegelschnitten als verschiedene Gestalten 
derselben Curvengattung aufgefasst und allgemeine Sätze aufgestellt, die für alle Kegel- 
schnitte gelten. 

Vorbemerkung (5). Praktische Anleitungen zum Zeichnen der Kegelschnitte findet man 
schon in den Schriften yicolaus^ von Cues (De Matliematicis Complementis) und Albrecht Dürers 
(Institutionum Geometricarum libri quatuor). 

A. Gleicluiiigen, ihre Coefflcieiiten und Coorclinaten. 

1. Die Curven, welche von den Griechischen Mathematikern als Schnitte eines Kegels 
betrachtet wurden, erscheinen in der analytischen Geometrie als Curven zweiten Grades, mit 
den Gleichungen 

fix, y^p)^0, F{u, t;, r)-0, 

gleichviel ob in Punkt- oder Liniencoordinaten. Es sind nämlich die Curven zweiter Ordnung 
und diejenigen zweiter Klasse dieselben Cun^en (s. unten 3. Zusatz (D). 

Zusatz. Enie Ausnahme von dieser letzten Behauptung machen die zerfallenden Kegel- 
schnitte. Es ist nämlich das System zweier Geraden eine Curve zweiter Ordnung, aber nicht 
eine Curve zweiter Klasse; ebenso ist das System zweier Punkte eine Curve zweiter Klasse, aber 
nicht eine Curve zweiter Ordnung {Cremona, Einleitung, S. 87). 

2. Da die Gleichung eines Kegelschnittes in Punkt- oder Liniencoordinaten fünf Constanten 
enthält, so ist die Cuive durch fünf einfache Bedingungen bestimmt, jedoch nicht immer auf 
eindeutige Weise. Eine solche einfache Bedingung ist ein gegebener Curvenpunkt oder eine 
gegebene Tangente. 

Zusatz (1). Salmon zUlilt in den Noten zu seinen C. S. (p. 388) mehrere zusammen- 
gesetzte Bedingungen auf, welche zwei oder drei einfachen Bedingungen gleichwerthig sind, und 
gibt die Art und Weise an, Kogelschnitte zu zeichnen aus fünf Punkten oder fünf Tangenten, aus 
vier Punkten und einer Tangente oder vier Tangenten und einem Punkt, aus drei Punkten und 
zwei Tangenten oder drei Tangenten und zwei Punkten. 

Solche Construktlonen wurden zuerst von Brianchon und dann von Pliicker (S. A. G. no. 124) 
gegel)en. 
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Steitwr (Werke, Bd. II, S. 683) gibt eine Tafel von 21 Fällen für die Anzahl Lösungen, wenn 
die fünf gegebenen Stücke ausschliesslich oder theilweise aus Punkten, Tangenten oder 
Normalen bestehen. Er zeigt, dass die Lösung nur dann eindeutig ist, wenn entweder fünf 
Punkte oder fünf Tangenten gegeben sind, dass aber, wenn fünf Normalen gegeben sind, 
102 Lösungen möglich sind. 

Zusatz (2). Die Bedingung, dass ein Kegelschnitt eine Curve berühre, ist leichter zu 
erfüllen, als dass er eine Gerade berühre, um so leichter, je höher die Ordnung der Curve ist. 
So gibt es n(n + 1) Kegelschnitte, welche durch vier Punkte gehen und eine gegebene Curve 
nter Ordnung berühren. Es gibt also zwei Kegelschnitte, welche vier gegebene Punkte und eine 
gegebene Tangente gemeinschaftlich haben. 

Aehnliche Sätze über Berührungsbedingungen mit Curven wurden von Chasles (Compt. 
Rend. 1864) in grösserer Zahl aufgestellt und von Cremona (Einleitung, § 18 am Schluss) bewiesen. 

Zusatz (3). Sechs Punkte können also im Allgemeinen nicht auf einem Kegelschnitte 
liegen, wenn nicht zwischen deren Gleichungen eine Bedingung besteht. Diese Bedingung wurde 
von Hesse (Vier Vorles. S. 19—28) in verschiedenen Gestalten dargestellt mit Hilfe des JEWer sehen 
Satzes über Punktionssummen von Wurzeln (Synopsis, Bd. I, S. 312). Durch geeignete Substitutionen 
bringt er die Bedingungsgleichung zwischen sechs Grössen auf die Gestalt: 

und findet auf diese Weise einen analytischen Zusammenhang mit der rechtwinkligen Coordinaten- 
verwandlung im Räume. Die dabei auftretenden Substitutionsformeln stehen in einem geometrischen 
Zusammenhang mit den elliptischen Coordinaten. 

Zusatz (4). Eine Curve kann also von einem Kegelschnitte im Allgemeinen nicht sechs- 
punktig berührt werden. Eine solche Berührung bildet vielmehr eine höhere Singularität der 
Curve (s. oben: Die Ebenen Curven, V, 10. (b)). 

3. Zwischen den Coordinaten Xq, ijq, p^ eines Curvenpunktes und den Coordinaten Uq, Vq, Vq 
der Berührungslinie in' demselben bestehen folgende lineare Beziehungen {Plücier, Entwicklungen, . 
Bd. II, no. 543): 

«0 = 2 ^' ^^^^' ^« "^ 2 ^' ^^'^' ^^^2^' ^^^^' 

wo die Accente die ersten Ableitungen der Punktionen f und F nach den in Klammer stehenden 
Veränderlichen bedeuten. 

(a) Setzt man nun die Werthe von Uq, v^, Vq in die Gleichung der Geraden xuq + t/\ + ptq = 0, 
so erhält man die Gleichung der Tangente an die Curve f=0 im Punkte Xq, t/o. Po- 

Setzt man ebenso die Werthe von Xq, y^, p^ in die Gleichung des Punktes XqU -f- y^v + p^^r = 0, 
so erhält man die Gleichung des Berührungspunktes der Curve F= in der Tangente Uq, Vq, r^: 

(b) Da weiter der Berühningspunkt auf der Tangente liegt, so müssen die Coordinaten 
von- beiden der Gleichung genügen: 

^0*^0 + 3/0 ^0 +JPo»'o = 0- 

Eliminirt man nun aus den vier gegebenen Gleichungen: 

die drei Coordinaten Xq, y^- Po^ so erhält man die Gleichung der Curve in Liniencoordinaten. 

27 
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Elimiiürt man ebenso aus den vier gegebenen Gleichungen: 

^ ^ ^ 

die drei Coordinaten Wo» ^o. ^o» so erhält man die Gleichung der Cur\^e in Punktcoordinaten. 

Zusatz (1). Aus diesen Eliminationen erhält man beide Male eine Gleichung zweiten 
Grades, so dass Kegelschnitte Curven zweiter Ordnung und zweiter Klasse sind. 

Zusatz (2). Flacker (Entwickl. Bd. II, § 7) behandelt auch die Berührungen höherer 
Ordnung ausführlich, mit Zugrundelegung von Liniencoordinaten, und geht auf eine Menge einzelner 
Fälle ein. 

Zusatz (3). Nach Hesse (Vier Vorles. S. 17 und 30) erhält man die Gleichung eines 
beliebigen Curvenpunktes oder einer beliebigen Berührungslinie eines Kegelschnittes, indem 
man die Gleichungen von irgend drei Punkten, beziehungsweise von irgend drei Geraden, bezüglich 
mit der nullten, ersten, zweiten Potenz eines beliebigen Parameters multiplicirt und die drei so 
erhaltenen Gleichungen addirt. Lässt man den Parameter sich ändern, so erhält man nach und 
nach den ganzen Kegelschnitt. Vergleiche unten VIII, 3. 

4. Wie zwischen den Coordinaten eines Cui'venpunktes und seiner Berührungslinie, so 
bestehen auch zwischen den Coefficienten a und h der reciproken Funktionen /"und F eindeutige 
Beziehungen (vergl. Plückers Entwickl. Bd. II, no. 484 und 552): 
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wo die Quadrate in der letzten Zeile symbolisch zu verstehen sind und A^i und B^i die Unter- 
defterminanten von A und B im Bezug auf a^x und h^i bedeuten. Vergleiche die Vorbemerkungen 
im Eingange dieses Abschnittes. 
Es ist folglich auch 
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B. Schnitte, Berührungen, Normalen. 

5, Da die Resultante zweier Gleichungen zweiten Grades vom vierten Grade ist, s.o haben 
je zwei Kegelschnitte vier gemeinschaftliche Curvenpunkte und vier gemeinschaftliche 
Beruh rungslinien. 

Zusatz (1). Die vier gemeinschaftlichen Curvenpunkte bilden ein Viereck und die vier 
gemeinschaftlichen Berührungslinien ein Vierseit. Nach Flücher (Entwickl., Bd. 11, no. 610) hat 
das Vierseit, auch wenn zwei oder alle vier Seiten imaginär sind, immer zwei reelle Ecken, 
welche homologe Punkte in Bezug auf die beiden Kegelschnitte genannt werden. Ebenso hat 
es immer drei reelle Diagonalen, w^elche homologe Gerade in Bezug auf die beiden Kegel- 
schnitte genannt werden. 

Zahlreiche Sätze über diese Vierecke und Vierseite zweier Kegelschnitte findet man in 
C/iüsks Sections Coniques (besonders eh. 18). 

Zusatz (2). Bezeichnet man die Gleichungen zweier Kegelschnitte, in Punkt- oder Linien- 
coordinaten, mit u =. 0, V -- 0, so stellt die Gleichung 

n + Xv --" 

den ganzen Büschel der dem gemeinsamen Viereck von w und v umschriebenen oder bezüglich 
die ganze Schaar der ihrem Vierseit eingeschriebenen Kegelschnitte dar. 
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Es gibt drei Werthe X, welche den Kegelschnitt u :{- Xv zu einem Linienpaar oder Punkte - 
paar machen. Der Büschel enthält nämlich die drei Sehnenpaare, welche die vier Ecken des 
Vierecks verbinden, und die Schaar enthält die drei Punktepaare, in welchen sich die vier Seiten 
des Vierseits schneiden. 

Eine Reihe von Sätzen über Büschel und Schaaren von Kegelschnitten findet man in 
Flacker s Entwicklungen (Bd. II, § 9), in Cliasles' S. C. (eh. HI, IV, VUI), bei Clehsch-Lmdcmann 
(I, S. 121 ff.) und in einem Aufsatze Cayleys (Quart. J. of M. vol. 2, 1858; Papers, vol. IE, p. 136). 

Cayley deutet die Schwierigkeiten an, welche bei der Construktion von Kegelschnitten mit 
vier gemeinschaftlichen Tangenten aufstossen und gibt einen allgemeinen Umriss einer solchen 
Curvenschaar. Er behandelt auch die besonderen Kegelschnittsysteme, deren Träger die vier 
Brennpunkte eines gegebenen Kegelschnittes sind oder aus drei Punkten und einer Geraden 
bestehen (Quart. J. of M. vol. 3, 1860; vol. 5, 1862; vol. 6, 1864; Papers, vol. IV, p. 429 und 
p. 505, vol. V, p. 258). 

Plücker (Entwickl. Bd. 11, § 10) gibt mehrere Construktionen der einem Vierseite ein- 
geschriebenen Ellipsen von grösstem Flächeninhalte, ein Problem, welches in ZacK^ Mon. 
Corr. (1810) von Gauss (s. Werke, Bd. IV, S. 385), Pfaff und Mdlweide behandelt wurde; ferner die 
Art und Weise, unter allen eingeschriebenen Ellipsen diejenige zu finden, welche der Kreisform 
am nächsten kommt. Ebenso gibt Seydewitz in Grumrf^ Archiv (Bde. 12, 13, 14) mehrere Sätze 
über grösste und kleinste Ellipsen, welche gewissen Bedingungen genügen. 

6. Fallen die vier gemeinschaftlichen Curvenpunkte oder Berührungslinien zweier Kegel- 
schnitte paarweise zusammen, so haben die Kegelschnitte eine doppelte Berührung und heissen 
einander eingeschrieben. Vergleiche Chasles (S. C. eh. XIX), wo sich eine Sammlung von 
Sätzen über doppelt berührende Kegelschnitte findet. 

'Zusatz. Die Verbindungslinie der beiden Berührungspunkte bildet mit den beiden gemein- 
schaftlichen Tangenten ein Dreieck, mit der „Berührungssehne" oder „Axe" als Grundlinie und 
mit dem gemeinschaftlichen Pol dieser Grundlinie (in Bezug auf die beiden Kegelschnitte s. unten 
III, 7.) oder „Berührungspol" als Scheitel. 

Lässt man dieses Dreieck unverändert und betrachtet die beiden Kegelschnitte als ver- 
änderlich, so erhält man eine Curvenschaar, in welcher sich auch das System der beiden gemein- 
schaftlichen Tangenten (zweimal) als Uebergangsform befindet. Cayley (Quart. J. of M. vol. 3, 
1860; Papers, vol. IV, p. 456 ss.) theilt alle diese Kegelschnitte in zwei Reihen, je nachdem sie 
innerhalb des Scheitelwinkels am Pole liegen, welcher das Dreieck umfasst, oder ausserhalb 
desselben und nennt diese beiden Reihen bezüglich „mehrförmig" und „einfönnig". 

Sind die doppelten Berührungen reell, so umfasst die erstere Reihe alle drei Arten von 
Kegelschnitten, angefangen von der Berührungssehne als unendlich dünner Ellipse bis zum gemein- 
schaftlichen Tangentenpaar als Grenzlage der Hyperbeln, mit der Parabel als Mittelglied. Die 
letztere Reihe hingegen umfasst nur Hyperbeln, welche ebenfalls von dem Tangentenpaar als 
Grenzlage ausgehen, sich aber in dem andern Scheitelwinkel des Poles, welcher das Berührungs- 
dreieck nicht umfasst, ent\vickeln. 

Sind aber die doppelten Berührungen imaginär, so hebt die mehrförmige Reihe an mit 
dem reellen Pole des Dreiecks als unendlich kleiner Ellipse und endet mit einer Hyperbel, die 
sich von der Berührungssehne unendlich wenig unterscheidet, mit der Parabel als Mittelglied. 
Die einförmige Reihe besteht aus imaginären Kegelschnitten. 

7. Bestehen die beiden sich schneidenden Kegelschnitte aus Kreisen, so liegen zwei der 
vier Schnittpunkte im Unendlichen. Sie heissen die unendlich fernen Kreisschnittpunkto, 
oder kürzer Kreispunkto, und sind immer imaginär (C/uislcs). 

Sind die Kreise concontrisch, so hal)en sie in den beiden unendlich fernen Kreispunkten 
eine gemeinschaftliche Berührung. 

27* 
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Zusatz (1). Schreibt man die Gleichungen zweier Kreise in homogenen Punktcoordinaten 

^* + y* + (hzP^ + ^(iis^p + ^(hsyp = 0, 

x^ + y^ + b^^p^ + 2bi^xp + 2h^:^yp — 0, 
so findet man ihre vier Schnittpunkte mit Hilfe der Gleichung: 

i>[(«33 — *33) P + 2(ai3 — &13) ^ + 2(a23 — &23)y] = 0. 

Der Faktor in der eckigen Klammer gibt, in Verbindung mit einer der beiden Kreisgleichungen, 
die beiden Schnittpunkte im Endlichen, der Faktor p hingegen die beiden unendlich fernen 
Schnittpunkte. 

Die letztern liegen nämlich auf der unendlich fernen Geraden ^ = und auf dem imaginären 
Kegelschnitte x^ -{- tß — Q, das heisst, sie sind die Schnittpunkte der unendlich fernen 
Geraden mit den zwei imaginären Geraden, in welche ein unendlich kleiner Kreis 
zerfällt (Cayleys Papers, vol. I, p. 478). 

Zusatz (2). Die beiden unendlich fernen Kreisschnittpunkte sind von den Coefficienten o,. 6 
unabhängig, also allen Kreisen der unendlichen Ebene gemeinschaftlich. Sämmtliche Kreise 
einer Ebene verhalten sich demnach wie eine Reihe von Kegelschnitten mit zwei gemeinschaftlichen 
Schnittpunkten. 

Daraus erklärt sich, warum Kreise nur zwei Schnittpunkte im Endlichen haben und warum 
zur Construktion eines Kreises nur 4rei Punkte erforderlich sind, während Kegelschnitte im All- 
gemeinen vier Schnittpunkte im Endlichen haben und von fünf Bedingungen abhängen. 

Zusatz (3). Die Richtungen « nach den unendlich fernen Kreisschnittpunkten sind durch 
die Gleichung bestimmt: 

wo (p ganz willkürlich ist. Der Winkel « erscheint demnach als „unendlich grosser Winkel", der 
sich durch Hinzufügung endlicher Winkel nicht ändert [Clehsch- Lindemann I, S. 147 ff.). 

Zusatz (4). Caylcy hat (in Salmons H. P. C. eh. L art. 14) auch die imaginären Coordinaten 
der unendlich fernen Kreisschnittpunkte durch die drei Winkel des Fundamentaldreiecks dargestellt. 
Man vergleiche die Erklärung in Fiedlers Darst. Geom. (HI, § 28, S. 168). 

8. Von einem Punkte lassen sich im Allgemeinen vier Normalen an einen Kegel- 
schnitt legen. 

Zusatz (1). „Ueber die Normalen von Kegelschnitten" findet man eine Untersuchung 
Echardt's in Schlömilch's Zeitschrift (Bd. 11, 1866, S. 311 ff.). 

Ueber die Normalen der Ellipse hat insbesondere Joachimstlial (CreUes J. Bd. 26, 1843, 
S. 172 ff.) geschrieben, und seine Ergebnisse sind später von Gayley (Grelles J. Bd. 56, 1859, S. 182) 
in projektivischem Sinne verallgemeinert worden. 

Zusatz (2). Die Construktion der Normalen von einem gegebenen Punkte an einen 
Kegelschnitt geschieht nach Cluisles (S. C. art. 219, wo auf Apollonius verwiesen ist), mittelst einer 
gleichseitigen Hyperbel, deren Asymptoten den Hauptaxen des Kegelschnittes parallel sind und 
welche sowohl durch den gegebenen Punkt als auch durch den Mittelpunkt des Kegelschnittes 
geht. Diese Hyperbel schneidet den gegebenen Kegelschnitt in den Fusspunkten der 
gesuchten Normalen. 

Die Hyperbel selbst lässt sich construiren, indem man von dem gegebenen Punkte eine 
Senkrechte auf irgend einen Durchmesser des Kegelschnittes fällt und bis zum Durchschnitte mit 
dem conjugirten Durchmesser verlängert. Der Ort dieses Durchschnittes (für alle möglichen 
Durchmesser) ist jene gleichseitige Hyperbel. 
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III. Hauptstück. 

Projektivische Eigenschaften. 

Vorbemerkung. Die Kegelschnitte waren wohl vor allen anderen Gebilden der Gegen- 
stand, an welchem sich die projektivische Geometrie auszubilden begann. Die Anfänge derselben 
findet man oben (S. 22—23) beschrieben. 

Die hauptsächlichsten Werke über die projektivischen Eigenschaften der Kegelschnitte 
sind: Poncekfs Propr. Proj., Flacker s Entwicklungen (Bd. II, § 4), Steiners Werke (Bd. I, S. 338 bis 
362) und Vorlesungen {Schröter, II, 1876), Chusles Ap. Hist. (p. 334—344) und Sect. Con., 3fÖbius 
Barj^centrischer Calcül (besonders von § 272 an), v. Staudfs Geom. d. Lage und Beiträge, Hessens 
Vier Vorlesungen (S. 35—45), Cremoms Proj. Geom. (eh. 13—18) und Einleitung (§ 11, 18, Anhang), 
Heyes Geometrie der Lage (I. Abth.). 

A. Allgemeine Sätze. 

!• Als eigentliche Grundlage für die Untersuchung der Kegelschnitte bezeichnet Steiner 
deren projektivische Erzeugung. Er beschreibt dieselbe im ersten Bande seiner Werke 
(S. 325 ff.). 

Auch Chasles geht in seinen Sections Coniques (Paris, 1865), in denen er ausschliesslich 
von den projektivischen Eigenschaften der Kegelschnitte handelt, von der projektivischen 
Erzeugung dieser Curven aus, und stellt die doppelte Erzeugung aus Strahlenbüscheln und 
Punktreihen als die beiden „Fundamentalpropositionen" hin, aus welchen sich alle anderen ableiten 
lassen (vergl. sein eh. IV). 

Die projektivische Erzeugung der Kegelschnitte aus je zwei homographischen Strahlen- 
büscheln oder Punktreihen: 

S2^ + kS2[ = o, S2,^ + xn; = o 

ist oben (S. 11—12) behandelt worden. Man erhält nämlich durch Elimination von X den Kegelschnitt: 

n^s2;-o.^s2l = o 

als geometrischen Ort der Schnittpunkte homographischer Strahlen, oder der Verbindungs- 
linien homographischer Punkte. 

Zusatz. Diese Homographie kann man bei wirklichem Zeichnen dahin bestimmen, dass 
zum Beispiel je zwei entsprechende Strahlen constante Winkel bilden mit zwei anderen Strahlen 
derselben Büschel, die sich fortwährend auf einer Geraden schneiden (Xcwton, Enumeratio 1. III. ord., 
cap. Vn, theor. I). Man vergleiche den folgenden Abschnitt (II, 3.). 

2. Die Eintheilung der Kegelschnitte kann nach projektivischen Grundsätzen geschehen: 

(a) Nach v. Staudt (G. d. L. art. 248), Cremom (Grundzüge, no. 25) und Steiner (Werke, Bd. I, 
S. 329) unterscheiden sich die Kegelschnitte in Ellipsen, Hyperbeln oder Parabeln, je nachdem 
ihre beiden Schnittpunkte mit der unendlich fernen Geraden imaginär, reell verschieden oder 
zusammenfallend sind. Im ersten Falle kann auch der ganze Kegelschnitt imaginär sein. 

(b) Nach Mobius (1852, Werke. Bd. II, S. IM) lassen sich die Kegelschnitte nach der 
Affinität und Aehnlichkeit in drei Hauptarten theilen. Zählt man nämlich alle jene Curven 
zu einer Gruppe, welche einander affin sind, so erhält man zunächst die beiden Gruppen der 
Ellipsen und Hyperbeln. Zwischen diesen besteht eine Uebergangsform von Kegelschnitten, welche 
sämmtlich einander ähnlich sind, die Parabeln. 
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3. Eine der wichtigsten projekti vischen Eigenschaften der Kegelschnitte, welche besonders 
in der darstellenden Geometrie grundlegend ist, besteht in der folgenden Beziehung zwischen 
je fUnf Punkten oder jo fünf Tangenten eines Kegelschnittes. 

Es bilden nJlmlich die Verbindungslinien von vier festen Punkten der Curve mit einem 
beliebigen fünften Curvenpunkte Strahlenbüschel von unveränderlichem Doppelverhältniss, und die 
Durchsohnittspunkte von vier festen Tangenten mit einer beliebigen fünften Tangente Punktreihen 
von unv(M'ilnderlichem l)oi>i)elverhiUtniss, und zwar ist das „Doppelverhältniss der vier Punkte** 
gleich dem „l)oi>pelverhiUtniss der vier Tangenten" in diesen Punkten {Fiedler, Darst. Geom. 
Bd. L § i>4). 

Zusatz. Eine Menge von Sätzen über homographische Punktreihen auf einem Kegelschnitte, 
wi^lche durch homographische Strahlenbüschel ausgeschnitten werden, deren Träger auf dem 
Kegelschnitte liegen, findet man bei Chaslcs (S. C. eh. VIII). 

i. Die bekannteste und geschichtlich merkwürdigste projektivische Eigenschaft der Kegel- 
schnitte besteht in dem Pascal -Bnauchon sehen Satze (J. de r6. P. c. 6, 1806, p. 301), der wohl 
den ersten Anstofs zur Entdeckung des Dualitätsgesetzes gab und eine reiche Literatur besitzt. 
Nach Stcimr (Werke. Bd. I. S. 34(>) bildet dieser Satz jedoch nicht die eigentliche Grundlage für 
die Untersuchungen der Kegelschnitte, sondern fliefst zugleich mit vielen andern Eigenschaften aus 
einer allgemeinern Quelle (s. oben !•). 

Nach diesem Satze schneiden sich die Verlängerungen gegenüberliegender Seiten 
eines eingeschriebenen Sechsecks auf einer Geraden, und die Verbindungslinien gegen- 
überliegender Ecken eines umschriebenen Sechsecks in einem Punkte. 

Zusatz (\). Diese Sechsecke findet man algebraisch behandelt bei Hesse (A. G. in der 
Ebene. TJ. Vorles.K wo auch die einschlägigen Arbeiten von Steiner, Kirkman. Sabnon und Ca^e^f 
envähnt sind. Catfht/<i Untersuchungen über diesen Gegenstand findet man in seinen C. M. Papers 
ivol. 1. p. 317. :r>tK 414. ör^)). Ausführliche Angaben über die Enveiterung dieses Satzes findet 
man in den Noten am Schlüsse von Sulmons U. S. Man vergleiche auch die Anmerkung 29 in 
Sulmon-Frit^ihr:^ Anal. G. d. R. 

Zusatz {2\, Ueber die Benennung dieses Satzes nach Pascal giebt BdUzer in seinen 
AnmerkungtMi zum I. Bd. von J/«*<W Gesiimmelten Werken mehrere geschichtliche Angaben, mit 
einem kurzen Nachtrag im Eingange zum II. Bd. Sturm und Gcrgonnc sind geneigt, den ersten 
Theil dieses SiUzes Ihsmim^ zuzuschreiben (Gcrt/onncs Ann. t. 17. p. 190 und 222—223). 



B. Polareigreiisehafteii. 

Vorbemerkung. Die Anfänge der Theorie der Pole und Polaren reichen bis auf De La ISrt 
iSei'tiones i'onicae. Parisiis. l»>!^r>» und Iks^jnjHts \hVX>\ Pomlras Ausgabe. 1. 1. p. 263 und 271) zarQek. 

Nach ClMsltii \\, H. p. XiW stammt der Name Pol von S^rtvis und der Name Polare von 
GtntMuu lin seinen Ann. t, 1. p. :v>7. und t. 3. p. 2\*7. ISIO— lS13i. 

Die Bezeichnung der Polan^n als erste, zweite soll von BMIUer \Gerpomms Ann. 

t. IS und IV». 1S27— 1>2VM herrühnMi. 

Nach ('W.SI-A \z, G. an -/. /V'V?*ter S. l'>i findet sich der Begriff von Polen und Polaren höherer 
Ordnung wohl zuerst bei Crwur ilntrod. Kx». p. i:v> ss.». allerdings mit der Beschiünbuig auf 
den unendlich fernen Pol. 

S. Das Doppelverhältniss zweier Punkte oder zweier Geraden 0^=0. SL=0 in 
Bezug auf einen Kegelsi^hnitt f--0 oder /■' •' ist das Dopp.^lverhaltniss bezüglich der beiden 
Punkte in Bezug auf die banden Schnittpunkte der Geraden lü;!?.! mit dem Kegelschnitte oder 
der beiden Geraden in Bezug auf die beiden Tangenten vom Punkte i«. £L\ an den Kegelschnitt 
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(a) Bezeichnet man jene Schnittpunkte oder jene Tangenten .durch die Gleichungen: 

i2i + xn^ ^ 0, Äi + x'si^ = 0, 

so ist das Doppelverhältniss in beiden Fällen =X:k^ (s. oben S. 18). 

Es sind aber X und X' so zu bestimmen, dass sie wirklich die genannten Schnittpunkte oder 
Tangenten darstellen. Setzt man also die Coordinaten eines Punktes auf der Verbindungs- 
linie {n^ S2^): 

^i + A^j, Vi + Xy^. Pi + Xp^, 

in die Gleichung f=0 ein, so erhält man zur Bestimmung der beiden Schnittpunkte die 
in X quadratische Gleichung 

fn + mu + '^%t = 0, 
worin die Coefficienten f die folgenden Werthe haben: 

Zu = A^i' Vi^ihY ^2 = f{^2^ y^^Pil 

Aehnlich erhält man zur Bestimmung der beiden Tangenten die in X quadratische 

Gleichung 

F,, + 2XF,, + X^F,, = 0, 

worin die Coefficienten F die gleiche Gestalt haben wie in der ft-tiheren Gleichung, nur dass x, y, p 
mit w, r, r vertauscht sind. 

(b) Ist X -{- X' — 0, so hat das Doppelverhältniss den Werth — 1 und die beiden Punkte 
oder Tangenten XJ^, Q^ heissen bezüglich harmonische Pole oder harmonische Polaren des 
Kegelschnittes. 

Die Bedingung X + X' = kommt darauf hinaus, dass in den beiden Gleichungen bezüglich: 

f^^ = oder F^^ = 0. 

Diese linearen Bedingungsgleichungen sagen aus, dass der Punkt (1) auf einer Geraden (11) = (u^^v^.r^) 
und ebenso der Punkt (2) auf einer Geraden (I) =z{u^,Vy^,r^) liege, dass ferner die Gerade (I) durch 
einen Punkt (2) = {^^^yi^Pt) und die Gerade (II) durch einen Punkt (1) = (^i.yi^Pi) gehe. 

Die Geraden (I) und (II) nennt man bezüglich die Polaren der Punkte (1) und (2) und die 
letzteren die Pole der ersteren. 

(c) Zwischen den Coordinaten der Pole und ihrer Polaren finden genau dieselben Be- 
ziehungen statt, welche oben (II, 8.) für diejenigen von Berührungspunkt und Tangente gegeben 
wurden, wenn man nur statt des Zeigers das eine Mal durchgehends den Zeiger 1, das andere 
Mal den Zeiger 2 setzt. Es wird sich in der That unten (7.) zeigen, dass Berühmngspunkt und 
Tangente nur ein besonderer Fall von Pol und Polare sind. 

6, Beschreibt ein Pol eine Gerade, so dreht sich seine Polare um einen Punkt, den Pol 
jener Geraden, und umgekehrt: dreht sich eine Polare um einen Punkt, so beschreibt ihr Pol 
eine Gerade, die Polare jenes Punktes (vergl. MÖbius, B. C. § 290). 

Zusatz (1). Die Punkte der beschriebenen Geraden und die Strahlen des beschriebenen 
Büschels stehen demnach in projektivischer Verwandtschaft. Bilden also die Pole auf der 
Geraden eine Involution, so gilt dasselbe von den Polaren in dem Büschel, und dasselbe kann 
man sagen von jeder einzelnen der beiden Reihen von Schnittpunkten des Büschels mit dem 
Kegelschnitte. 

Nach Chasles (S. C. no. 226) bilden diese beiden Reihen von Schnittpunkten zusammen 
immer eine krummlinige Involution. 

Zusatz (2). Dieser Satz ist nur ein besonderer Fall des folgenden: Beschreibt ein 
Pol eines Kegelschnittes eine Curve mter Ordnung C, so umhüllt seine Polare eine Curve witer 
Klasse C\ und umgekehrt. Für m — 2 sind beide Curven Kegelschnitte, und für m — 1 erhält 
man wieder den obigen Satz. Die Curven C und C heissen in Bezug auf einander „reciproke 
Polaren" und stehen in dualistischer Verwandtschaft (s. oben S. 32, Vorbemerkung (3)). 
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Zusatz (3). Aohnlich ist das Ergebniss, wenn man, anstatt den Pol eine Gerade- beschreiben 
zu lassen, den Kegelschnitt einen Büschel beschreiben lässt. Denn auch in diesem Falle beschreibt 
die Polare einen Strahlenbüschel. Sind nämlich F= 0, Q =^0 die Polaren, eines Punktes in Bezug 
auf die Kegelschnitte « =-- 0, v = 0, so ist die Polare desselben Punktes in Bezug auf den Kegel- 
schnittbüschel u + Xv — dargestellt durch F + kQ — 0. 

7. Der vorhergehende Sat^ über eine gerade Reihe von Polen und den entsprechenden 
Büschel von Polaren lässt sich erweitern wie folgt: 

Betrachtet man die Sehnen, welche der Kegelschnitt aus jenem Strahlenbüschel aus- 
schneidet und verbindet die Endpunkte je zweier Sehnen durch gerade Linien (w^as auf zweierlei 
Weise geschehen kann), so schneiden sich je zwei demselben Sehnenpaar angehörige Verbindungs- 
linien auf jener Geraden [Chasles, S. C. no. 98). 

Je zwei unendlich nahe Sehnen liefern ein Tangentenpaar, dessen Schnittpunkt der Pol 
der Berührungssehne ist. 

Zusatz (1). Ist also einem Kegelschnitt ein Viereck eingeschrieben oder umschrieben, 
so ist der Schnitti)unkt der beiden Diagonalen jedesmal der Pol jener Geraden, auf welcher sieh 
die zw- ei Paare gegenüber liegender Seiten des Vierecks schneiden (Chashs, no. 118 und 123). 

Zusatz (2). Kommt ein Pol dem Kegelschnitte unendlich nahe, so fallen die beiden von 
ihm gezogenen Tangenten mit der Berührungssehne zusammen. Es ist also jede Tangente die 
Polare ihres Berührungspunktes und jeder Berührungspunkt der Pol seiner Tangente. 

Man kann demnach die sämmtlichen von einem Kegelschnitte eingeschlossenen Punkte 
dem System der vom Kegelschnitte ausgeschlossenen Geraden projektivisch zuordnen. Ent- 
sprechende Elemente können nur auf dem Kegelschnitte zusammenfallen (v. StaucU, G. d. L. art. 246). 

8. Systeme von conjugirten Polen und Polaren in Bezug auf einen Kegelschnitt haben 
folgende Eigenschaften. Drei Punkte, von denen jeder der harmonische Pol jedes andern ist von 
denen also je zw-ei auf der Polaren des dritten liegen, heissen ein System harmonischer Pole; 
und drei Linien, von denen jede die harmonische Polare jeder andern ist, von denen also je zwei 
sich in dem Pole der dritten schneiden, heissen ein System harmonischer Polaren. 

Ein System harmonischer Pole eines Kegelschnittes bildet ein Dreieck, dessen Seiten ein 
System harmonischer Polaren sind, so dass jede Ecke der Pol der gegenüber liegenden Seite ist 
und umgekehrt. Ein solches Dreieck heisst dem Kegelschnitte conjugirt 

Zusatz (1). Ein Kegelschnitt hat (dreifach) unendlich viele conjugirte Dreiecke, und 
umgekehrt ist jedes Dreieck unendlich vielen Kegelschnitten conjugirt, die eine zw-eifach un- 
endliche Mannigfaltigkeit, also ein Curvennetz bilden. Die Ilessesche Curve dieses Netzes ist das 
conjugirte Dreieck selbst (s. den vorhergehenden Abschnitt, VI, 8.). 

Zusatz (2). Hält man eine der drei Ecken eines conjugirten Dreiecks fest also auch ilire 
gegenüber liegende Seite, und lässt die beiden andern Ecken, also auch die beiden andern Seiten, 
sich ändern, so beschreiben die beiden Ecken eine Involution, ebenso die beiden Seiten. 

Weitere Eigenschaften dieser conjugirten Dreiecke findet man bei Greniona (Einleitung, § 18). 

Zusatz (3). Für einen gegebenen Kegelschnitt kann man conjugirte Dreiecke zeichnen, 
indem man aus vier beliebigen Curvenpunkten ein vollständiges Viereck, oder aus vier beliebigen 
Beillhrungslinien ein vollständiges Vierseit bildet. 

Diese vier Curvenpunkte geben 9=6 Sehnen, und die vier BerUhrungslinien geben 

( ^ — Tangentenpunkte. Je zwei dieser sechs Sehnen, welche alle vier Curvenpunkte ent- 
halten, und ebenso je zwei dieser sechs Tangentenpunkte, welche alle vier Berührungslinien 
enthalten, bilden bezüglich ein conjugirtes Paar von Sehnen oder Tangentenpunkten. 
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Die drei conjugirten Paare von Sehnen bestimmen (durch ilire Durchschnitte) die drei 
„Diagonalpunkte des Vierecks", und die drei conjugirten Paare von Tangentenpunkten 
bestimmen (durch ihre Verbindungslinien die drei „Diagonalen des Vierseits". 

Die drei Diagonalpunkte nun bilden die Ecken eines conjugirten Dreiecks, und 
ebenso bilden die drei Diagonalen die Seiten eines solchen. Diese beiden Dreiecke 
fallen zusammen, wenn die vier Curvenpunkte die BeiUhrungspunkte der vier Tangenten sind 
(Plücker, S. A. G. no. 148, Cremona, P. G. art. 260 und Chasles, S. C. art. 119). 

Zusatz (4). Die auf obige Weise gezeichneten Dreiecke sind dem ganzen Kegelschnitt- 
btischel oder der ganzen Kegelschnittschaar conjugirt, welche jene vier Curvenpunkte oder 
Berührungslinien bezüglich zu Trägern haben. 

Chasles (S. C. eh. XIV und XV) gibt eine Menge von Sätzen über Sehnen und Tangenten- 
punkte, welche zwei Kegelschnitten gemeinschaftlich sind. Die letzteren nennt er (wenig passend) 
„Nabelpunkte". 

Zusatz (5). In der projektivischen Geometrie werden die drei Seiten eines conjugirten 
Dreiecks als auf einander senkrecht betrachtet (Salmon, C. S. art. 385 und H. P. C. art. 109). 

Dieser erweiterte Begriff des Senkrechtstehens ergibt sich aus der projektivischen Definition, 
indem man die unendlich fernen Kreispunkte durch zwei beliebige unendlich ferne Punkte, oder 
auch durch einen Kegelschnitt im Endlichen ersetzt (vergl. unten: Berichtigungen und Zusätze 
zu S. 212). 

Zusatz (6). Die Darstellung der Kegelschnittgleichung durch die drei Seiten eines 
conjugirten Dreiecks siehe unten (VIII, 2.). 



* C. Conjugirte Durchmesser, Mittelpunkt« 

9, Lässt man ein conjugirtes Dreieck eines Kegelschnittes sich derart ändern, dass eine 
der drei Seiten ins Unendliche rückt, so schneiden sich die beiden anderen Seiten des Dreiecks 
im Mittelpunkt des Kegelschnittes und bilden zwei conjugirte Durchmesser. 

Der Mittelpunkt halbirt alle durch ihn gehenden Sehnen (Durchmesser), und jeder Durch- 
messer halbirt die seinem conjugirten parallelen Sehnen. 

Diejenigen conjugirten Durchmesser, welche auf einander senkrecht stehen, heissen 
Hauptaxen des Kegelschnittes. 

Zusatz (1). In der projektivischen Geometrie jedoch werden alle Paare conjugirter Durch- 
messer auf einander senkrecht genannt (s. oben 8, Zusatz (5)). 

Zusatz (2). Die Polaren beliebiger Punkte eines Durchmessers sind sämmtlich dem con- 
jugirten Durchmesser parallel. Insbesondere sind die Tangenten an den beiden Enden eines 
Durchmessers parallel dem conjugirten Durchmesser. 

Zusatz (3). Die Paare conjugirter Durchmesser bilden eine quadratische Involution, 
deren Doppelelemente die Asymptoten und deren Centralelemente die Hauptaxen des Kegel- 
schnittes sind (s. oben S. 57). 

Zusatz (4). Die von einem Curvenpunkte nach den Endpunkten eines Durchmessers 
gezogenen Sehnen heissen Ergänzungssehnen, und die einem solchen Sehnenpaare gleichgerichteten 
Durchmesser sind einander conjugirt (Salmon, C. S. art. 179). 

10. Die analytischen Bedingungen für conjugirte Durchmesser und Mittelpunkte lassen 
sich darstellen wie folgt: 

(a) Ist a die Neigung eines beliebigen Durchmessers gegen die rc-Axe, so ist die Gleichung 
des der Richtung a conjugirten Durchmessers: 

r(x) cos a + fiy) sin a = 0, 

wo die Accente die ersten Ableitungen von f nach den in Klammer stehenden Veränderlichen 
bedeuten. 
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Zusatz. Setzt man « = oder = Vä ^. ^o erhellt, dass f'{x)=^0 und f{y) = bezüglich 
die zur x- und y-Axe conjugirten Durchmesser dai-stellen. Sie sind in der That die Gleichungen 
der Polaren der auf der x- und y-Axe unendlich ferne liegenden Punkte (s. oben 6. (bj). 

(b) Die Coordinaten des Mittelpunktes eines Kegelschnittes f—0 odeTF=0 erhält man 
aus der Bedingung, dass die Polare des Mittelpunktes im Unendlichen liegt, also aus den 
Gleichungen (Plücker, Entwicklungen. Bd. II, no. 549—550): 

r{x)=0. r{!/) = 0. oderF'(r) = 0. 

Zusatz. Die Coordinaten des Mittelpunktes machen also f zu einem Maximum oder 
Minimum. 

(c) Der Mittelpunkt liegt im Unendlichen oder es gibt unendlich viele Mittel- 
punkte, wenn 

J33 = ^'' ^''\^0 oder 633 = 0. 
Zusatz. Dieses trifft zu bei der Parabel und dem System zweier parallelen Geraden. 

D« Aehiiliehkeit. 

Vorbemerkung. Die Aehnlichkeit bildet eine der besonderen Verwandtschaften, welche 
oben (S. 50 fF.) besprochen wurden (vergl. Euler, Introd. t. II, § -436). 

Die Verwandtschaft der Collineation ist allen Kegelschnitten eigen, insofern sich alle 
Gattimgen aus einem und demselben Kegel schneiden lassen. 

Eine engere Verwandtschaft, die Affinität, kommt allen Ellipsen zu, insofern sich die- 
selben aus einem und demselben Cylinder schneiden lassen. Dasselbe gilt? von allen Hyperbeln 
und von allen Parabeln. 

Eine noch engere Verwandtschaft, die Aehnlichkeit, kommt jedoch allgemein nur den 
Parabeln zu. Für die Ellipsen und Hyperbeln bildet die Aehnlichkeit eine besondere Eigenschaft, 
deren Bedingungen in den folgenden Sätzen ausgesprochen sind. 

11, Kegelschnitte heissen ähnlich, wenn ihre Hauptaxen einander proportional sind; 
sie heissen ähnlich liegend, wenn ihre Hauptaxen gleich gerichtet sind. 

Aehnliche und ähnlich liegende Kegelschnitte können also durch parallele Schnitte 
eines Kegels eraeugt werden. 

Zusatz (1). Nur gleichartige Kegelschnitte können demnach ähnlich sein, das heisst, 
Ellipsen nur Ellipsen. Hyperbeln nur Hx-perbeln. 

Zusatz (2). ukispital (Soct. Con. 1707. 1. V. art. \W) gibt eine gleichwerthige Definition 
der Aehnlichkeit. nach welcher man ähnlichen Kegelschnitten ähnliche Vielecke einschreiben kann. 

Zusatz (3). In ähnlichen und ähnlich liegenden oder, wie Chades (A. H. p. 597) sich aus- 
drückt, homothetischen Kegelschnitten stehen alle gleich gerichteten Durchmesser in demselben 
Constanten Verhältnisse, wie die Hauptaxen. und sind einer gemeinschaftlichen Richtung conjugirt 

Eine Verallgemeinerung dieses Zusatzes fUr Fahrstrahlen von beliebigen Polen aus findet 
man bei Salmon (C. S., art. 233). 

12. Die algebraische Bedingung dafür, dass Kegelschnitte ähnlich und ähnlich liegend 
sind, besteht darin, dass in ihren Gleichungen die Coefficienten der entsprechenden Glieder zweiten 
Grades einander proportional sind. 

Demnach lassen sich ähnliche und ähnlich liegende Kegelschnitte folgendennassen darstellen 
(vei^l. unten VIII. 1. Zusatz y?^\: 

S --. 0. .s* -r kp - 0, 

wo S und p Funktionen bezüglich zweiton und ei-ston Gi'ades in den Coordinaten sind und i einen 
veränderlichen Parameter bedeutet. 
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Die beiden Geraden k = 0, i> = 0, von welchen die erstere die unendlich ferne Gerade 
darstellt sind die Durchschnittssehrien der beiden Kegelschnitte. 

Es haben also zwei ähnliche und ähnlich liegende Kegelschnitte nur zwei Schnittpunkte 
im Endlichen. Dieser Satz gilt auch umgekehrt, und kann demnach die Stelle einer Definition 
vertreten (Saltnon, C. S. art. 255). 

Die andern beiden Schnittpunkte im Unendlichen sind reell oder zusammenfallend oder 
imaginär, je nachdem die Kegelschnitte Hyperbeln oder Parabeln oder Ellipsen sind. 

Zusatz (1). Fällt die Gerade p mit der unendlich fernen Geraden Je zusammen, so berühren 
sich die Kegelschnitte zweimal im Unendlichen, haben also gemeinschaftliche Asymptoten und 
gemeinschaftlichen Mittelpunkt. Das Asymptotenpaar ist ebenfalls in der Gleichung S + k'^ = 
als zerfallender Kegelschnitt enthalten. 

Parabeln sind in diesem Falle auch einander gleich und die beiden Berührungspunkte im 
Unendlichen fallen in einen Berührungspunkt dritter Ordnung zusammen. 

Zusatz (2). Alle Kreise einer Ebene sind ähnlich und ähnlich liegend, schneiden sich 
also auf der unendlich fernen Geraden. Concentrische Kreise berühren sich in den unendlich 
fernen Kreisschnittpunkten (s. oben 11, 7.). 

Zusatz (3). In ähnlichen Kegelschnitten sind also wohl die numerischen, nicht aber 
die linearen Excentricitäten gleich (vergl. unten VI, 3.). Confocale Kegelschnitte können 
demnach nicht einander ähnlich sein. 

Doch besteht zwischen einem System von ähnlichen und ähnlich liegenden Kegel- 
schnitten mit gemeinschaftlichem Mittelpunkte und einem System confocaler Kegel- 
schnitte eine Dualität, welche von Ilesse (Sieben Vorles. S. 35 ff.) eingehend besprochen wird. 
Die gemeinschaftlichen Brennpunkte des letzteren entsprechen nämlich den gemein- 
schaftlichen Asymptoten des ersteren. 

Zusatz (4). Die algebraischen Bedingungen zwischen den Coefficienten der Gleichungen 
für Kegelschnitte, welche zwar ähnlich, aber nicht ähnlich liegend sind, findet man bei Salmm 
(C. S. art. 237). 



IV. Hauptstück. 

Zerfallende Kegelschnitte. 

1. Unter den Kegelschnitten, als Punktcurven betrachtet, gibt es einen von der besonderen 
Eigenschaft, dass in Bezug auf denselben die Polaren aller Punkte der Ebene durch einen 
Punkt gehen; ebenso gibt es unter den Kegelschnitten, als Liniencur\'en betrachtet, einen von 
der besonderen Eigenschaft, dass in Bezug auf denselben die Pole aller Geraden der Ebene 
auf einer Geraden liegen. 

Der erstere Kegelschnitt ist ein System zweier Geraden, der letztere ein System 
zweier Punkte. 

Der oben erwähnte Punkt, als Ort aller Polaren, liegt auf den beiden Geraden des ersteren 
Kegelschnittes, als deren Durchschnittspunkt, und die oben erwähnte Gerade, als Ort aller 
Pole, geht durch die beiden Punkte des letzteren Kegelschnittes, als deren Verbindungslinie. 

Zusatz. Man nennt diese beiden Kegelschnitte auch zuweilen bezüglich „Schnittpunkt", 

bestimmt durch das Linienpaar, und „Grenzlinie", bestimmt durch das Punktepaar. 
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2. Die nothwendige und hinreichende Bedingung, dass der Kegelschnitt /'=0 in ein 
Linienpaar zerfalle, ist A = 0, und dass der Kegelschnitt F=Oin ein Punktepaar zerfalle, ist B = 0, 

Zusatz (1). Die Coordinaten x, y des „Schnittpunktes" des Linienpaares ergeben sich aus 
den beiden Gleichungen (s. oben HI, 10, (b)): 

und die Coordinaten m, v der „Grenzlinie" des Punktepaares ergeben sich aus den beiden Gleichungen 

Zusatz (2). Wenn nicht nur die Determinanten A oder B, sondern auch alle ihre Unter- 
determinanten verschwinden, so artet bezüglich das Linienpaar in eine Doppellinie aus und das 
Punktepaar in einen Doppelpunkt. 

Zusatz (3). Aus den Bedingungen ^4 = 0, Bz=0 erkennt man (mit Rücksicht auf n, 4.), 
dass ein Linienpaar sich nicht durch eine Gleichung in Liniencoordinaten und ein Punktepaar 
sich nicht durch eine Gleichung in Punktcoordinaten ausdrücken lässt (vergl. unten 3. Zusatz (D). 

3« Ist ein beliebiger Kegelschnitt ausgedrückt in Punktcoordinaten: f{x,y,p)=^0 und in 
Liniencoordinaten: F(m, r, r) = 0, sind ferner Xq, y^» -Po die Coordinaten eines beliebigen Poles der 
Ebene imd «o, v^, Tq die Coordinaten seiner Polare, so hat man in den beiden Tangenten vom 
Pole an den Kegelschnitt und in den beiden Schnittpunkten der Polare mit dem Kegelschnitte 
Beispiele von zerfallenden Kegelschnitten. 

Die Gleichungen des Tangentenpaares und Schnittpunktepaares sind bezüglich: 

f(^. y.p) • f{x,. vo^P,) -^i^r M + yf (yo) + pr{p,)Y = o. 

F(h, t;, r) . F{uo. v,, r,) - ^ [uF\u,) + vr{v,) + rF' {r,)Y = 0. 

Zusatz (1). Ist der Pol ausgedrückt durch die Gleichung U^=0 und die Polare durch 
= 0, so ist das Tangentenpaar bestimmt durch die zwei Gleichungen: 

und das Schnittpunktepaar durch die zwei Gleichimgen: 

f=0, = 0. 

Zusatz (2). Lässt man den Pol {x^. y^, p^) in den Mittelpunkt des Kegelschnittes rücken, 
also seine Polare (mo» ^o» ^o) ii^s Unendliche, so geht das Tangentenpaar über in das Asymptoten- 
paar mit der Gleichung: 

my.p)-\^r{p,) = o. 

- Pq 

Zusatz (3). Cayley hobt her^^or, dass man mit obigen Gleichungen noch keineswegs die 
Gleichungen der einzelnen Tangenten oder Schnittpunkte habe. Ueber die Darstellung dieser 
Gleichungen vergleiche man unten VIII, !• Zusatz (1). 
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V. Hauptstück. 

Hauptaxentransformation. 

Vorbemerkung (1). Die Hauptaxentransformation der Kegelschnitte besteht geometrisch 
in einer Verschiebung und einer Drehung des Coordinatensystems, bis letzteres mit dem System 
der Hauptaxen zusammenfällt. Algebraisch besteht sie in der Diskussion der allgemeinen 
Gleichung zweiten Grades. 

Diese Diskussion wurde ausführlich gegeben von Gergonne (in seinen Annalen, t. 5, p. 61—87, 
1814—1815) und von FlücJcer (Entwicklungen, Bd. I, § 1—3; S. A. G., no. 104—106). 

Vorbemerkung (2). Die Gleichung des Kegelschnittes wird hier in Punktcoordinaten 
und auf ein rechtwinkliges System bezogen vorausgesetzt. Ueber die Verwandlung von einem 
schiefwinkligen System auf ein anderes vergleiche man Bocle (Cambr. M. J. vol. 3, 1843, p. 1 
und 106; vol. 6, 1851, p. 87). 

Die Diskussion der allgemeinen Gleichung zw^eiten Grades in Liniencoordinaten wurde 
von Flacker (Entwicklungen, ^d. H, no. 455—523) gegeben. An dieselbe schliest sich eine „geo- 
metrische Deutung der Constanten in der allgemeinen Gleichung der Oerter zweiter Klasse" (§ 4). 

Möbius behandelt die allgemeine Gleichung zweiten Grades mit Zugrundelegung seines 
barycentrischen Coordinatensystems (B. C. EI). 

A. Die Glieder ersten Grades. 

1. Macht man in der Gleichung zweiten Grades f{x, y, 1) = 0, oder einfacher geschrieben 
f{x, y) = 0, die linearen Substitutionen 

* 

so lassen sich die beiden Constanten a und 6 im Allgemeinen so bestimmen, dass von den drei 
letzten Gliedern der Funktion f: 

2a^^x + 2023^ + 033 

zwei verschwinden. 

Zusatz (1). Bei dieser Substitution verschiebt sich das Coordinatensystem um die 
Strecken a, 6 parallel den Coordinatenaxen. 

Zusatz (2). Die Glieder zweiten Grades ändern sich dabei nicht. Man wird demnach 
die Reduktion der Glieder ersten Grades erst nach derjenigen der Glieder zweiten Grades 
vornehmen. 

B. Die Glieder zweiten Grades. 

2. Die vier Coefftcienten der linearen homogenen Substitution 

sollen so bestimmt werden, dass: 

(a) Das neue System (X, Y) wieder rechtwinklig ist, und 

(b) die Glieder zweiten Grades übergehen in 

Kf>{x, y) = a^^x^ + a^^y^ + 2a^^xy = A^X* + ^ Y^. 
Die erste Forderung liefert die drei Bedingungen: 

a'a" + Vh" = 0, a'2 + t'2 ^ l , a"^ + &"2 = 1 , 

und die zweite Forderung liefert die eine Bedingung, dass der Coefftcient von X y verschwinde. 
Es sind also die vier Coefficienten aus vier Bedingungen zu bestinunen. 
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Zusatz (1). Die Gesammtheit der Glieder zweiten Grades y(a;, y) gleich Null gesetzt 
würde ein Linienpaar darstellen, und die verlangte Umformung in X^X^ + Ag Y^ bestände darin, die 
neuen Coordinatenaxen die Winkel dieses Paares halbiren zu lassen. Unter diesem Gesichts- 
punkte wird obige Transformation von Hesse (A. G. in d. Ebene, 10. Vorles.) behandelt. 

Zusatz (2). Bei dieser Substitution verschiebt sich das Coordinatensystem nicht von 
seinem Ursprünge, aber seine Axen drehen sich derart, dass sie in ihrer neuen Lage mit den 
Hauptaxen des Kegelschnittes gleichgerichtet sind. 

Zusatz (3). In dem übrigen Theile von /*: 



2a^^x + 2(u^^9j + a 



33 



ändert sich durch diese Substitution das Absolutglied nicht, die beiden andern bleiben vom 
ersten Grade. 



€• Die Substitutioiiscoefflcieiiten. 

3« Durch die Annahmen 

ßlßi = "l2' ßl — «11 = «1 ' ßl — «22 = «2 

erreicht man die Umformung (vergl. Hesse, A. G. d. R., Vorles. 19 am Schluss): 

v^i^^ y) = ißi^ + ß'iVY — («1^^ + «2»^)» 

wo also noch eine Constante willkürlich bleibt. Danach hat man für die vier Substitutions- 
coefftcienten die symmetrischen Formeln: 



«1 + ^1 ' «1 + ^ ' 



' __ -^ißi -LH __ ^iß. 



V = \^\ . V' = 



2 



«2 + ^ ' «2 + ^ ' 

Darin sind X^ und Ao die Wurzeln der Gleichung: 



(«11 — ^) «12 

«21 («22 — ^) 



= 0, oder— -^ + — ^==1, 



und die B sind bestimmt durch die Gleichungen: 



^2 _ (^'1 + «l)(^ + «2) ^1 ^ (^2 + «l)(^2 + «2) 



Zusatz (1). Ist «i^cro, so liegt die grössere Wurzel X zwischen +00 und — a^, die 
kleinere zwischen — «^ und — a^. 

Zusatz (2). Hesse (A. G. d. R, 2L Vorles.) stellt eine Anzahl Beziehungen auf zwischen 
den Grössen A, «, ß, B, a;..., X..., a, . . 6.., und zeigt in Tafelform, welche gleichzeitigen Ver- 
tauschungen man mit ihnen vornehmen darf. 
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VI. Hauptstück. 

Eintheilung und Kennzeichen der Kegelschnitte. 

A. Eintheilung der Kegelsclinitte. 

1. Nach der Hauptaxen-Transformation nimmt die Gleichung zweiten Grades eine der 
folgenden Gestalten an: 

^^ , y^ < r^ reelle / t^,!,. 

— + f-zpl=0, . ... Ellipse, 

a^ h^^ imagmäre i ^ 

-^ — ^—1 = 0, reelle Hyperbel, 

2/2 ± 22>x =z 0, reelle Parabel, 

x^ y- ,, reelles ) ^ , 

-^=Fi^ =0, . ... Geradenpaar, 
a- ^ 6^ imaginäres ) ^ 

y^ — qz:^0, paralleles Geradenpaar. 

Zusatz (1). Betrachtet man in der Gleichung der Parabel den Parameter 2p als das 
Symbol der unendlich fernen Geraden, so erscheint die Hauptaxe ^ = als Berühruhgssehne 
der beiden Tangenten x — id und i? = 0. Man kann also der Parabel eine unendlich ferne 
Tangente zuschreiben, und dieselbe nach dieser Anschauung als unendlich grosse Ellipse 
betrachten. Bei der Hyperbel hingegen lässt sich die unendlich ferne Gerade nicht als Tangente, 
sondern als Berührungssehne der Asymptoten betrachten (s. unten 2, Zusatz 4). 

Zusatz (2). Dieselbe Haupteintheilung erhielte man aus der Transformation in Linien- 

coordinaten: 

aUi^ + hH^^ — 1 = 0, Ellipse, 

a^i^ — h^v^ —1=0, Hyperbel, 
2u-\-pv^ =0, Parabel. 

2. Diese Gleichungen gelten nicht blos für die Hauptaxen, sondern auch für irgend 
zwei conjugirte Axen als Coordinatenaxen. 

Zusatz (1). Eine Beziehung zwischen zwei beliebigen conjugirten Durchmessern 7)' 
und 7)" und den beiden Hauptaxen 2a und 26 hat man in der Formel, worin das obere Zeichen 
für Ellipsen, das untere für Hyperbeln gilt: 

tg (D'a) tg(Z)"a)=rrp6«:a«. 

Dieselbe lässt sich erweitern, indem man für 2a und 21 nicht die Hauptaxe, sondern 
beliebige conjugirte Durchmesser nimmt [Chasles, S. C. art. 193): 

sin (D'a) sin {D"d) l^ 



sin(Z)'6) sin(Z>"6) "^ a^' 

Zusatz (2). Die letzterwähnte Gleichung lässt sich so umgestalten, dass sie eine Beziehung 
zwischen den Coordinaten der Endpunkte x\ y* und x'\ y" zweier conjugirter Durchmesser aus- 
drückt (vergl. Cliasles a. a. 0.): 

wo wieder das obere Zeichen für Ellipsen, das untere für Hyperbeln gilt. 

Zusatz (3). Die beiden conjugirten Durchmesser U und D" fallen in den Asymptoten 
zusammen. Setzt man wieder a und 6 auf einander senki'echt voraus, so erhält man aus Zusatz (1) 
die Formel für den halben Asymptotenwinkel: 

(tg Baf = z^b^: a^. 
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Zusatz (4). Am einfachsten erscheint die Hyperbel in ihrer Asymptotengleichung: 

oc ' y = ^{a^ + fr). 

Betrachtet man hierin das constante Glied rechter Hand als Symbol der unendlich fernen 
Geraden, so erscheint diese als Berührungssehne der beiden Asymptoten x = und y^=0 
(vergl. oben 1. Zusatz (D). 

Bei dieser projektivischen Auffassung hat man aber die beiden unendlich fernen Punkte 
einer jeden Asymptote als identisch zu betrachten, während bei der synthetischen Anschauungs- 
weise die beiden Hyperbelzweige oft als getrennt oder gar als „entgegengesetzte Hyperbeln" auf- 
gefasst wurden (so in LHospiM^ Sect. Con., 1707, 1. EI im Anfange). 

3« Werden die beiden Hauptaxen einander gleich vorausgesetzt, a = 6, so sind die 
dargestellten Gebilde in Bezug auf das Coordinatensystem symmetrisch, das heisst, die Ellipse 
wird zum Kreise, die Hyperbel wird gleichseitig und das Geradenpaar halbirt die Winkel der 
Coordinatenaxen. 

Zusatz. Kreis und gleichseitige Hyperbel stehen deshalb in naher Beziehung zu ein- 
ander. Es ist aber hauptsächlich der Kreis, der bei allen geometrischen Methoden vielfach 
bearbeitet wurde. 

Synthetisch findet man den Kreis behandelt in der griechischen Schule (ApoUonius, Locorum 
Pianorum lib. I und 11), deren Methode auch heute noch in den Schulbüchern befolgt wird. Eine 
Sammlung von 112 Sätzen über die gerade Linie und den Kreis nach der Methode der Alten gab 
StewaH in seinen Propositiones Geometricae (Edinb., 1763), deren Studium von Cliasles (A. H. 
p. 174—184) warm empfohlen wird. 

Die analytische Methode wurde am Kreise erläutert von Hesse (A. G. in d. Ebene, 
Vorles. 13, 14, 15), von Sdmon (C. S. eh. 6—9) und vielfach von Flücker in seinen Entwicklungen, 
Bd. I, wo die bekannten Eigenschaften des Kreises durch abgekürzte Bezeichnung bewiesen werden. 

Für die projektivische Geometrie wurde der Kreis verwerthet von Poncelet (P. P. t. I, 
sect. 1—2), besonders um die projektivischen Eigenschaften der Kegelschnitte zu beweisen. In 
Stehlers Werken (Bd. I, S. 19—76) befinden sich viele Aufgaben über Schnitte und Berührungen 
von Kreisen und (S. 461—522) Construktionsaufgaben mittelst des Kreises. CJiasUs (G^on^. Sup. 
sect. 4) behandelt den Kreis mit besonderer Rücksicht auf das anharmonische Verhältniss. Imaginäre 
Kreise wui'den von 3Iöhins (Werke, Bd. II, S. 317—347) behandelt. 

In der beschreibenden Geometrie spiqlt der Kreis ebenfalls eine Rolle. Man vergleiche 
zum Beispiel Fiedler'^ Darstellende Geometi'ie (Bd. I, B.), Steiners Vorlesungen (Geifer, I. Th., 1875) 
und Bdtzers Elemente (1878, H. Bd.). 
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4. Unter Beibehaltung der im Eingange dieses Abschnittes aufgestellten Bezeichnungen und 
Abkürzungen hat man die folgenden Kennzeichen: 

(a) «?2~^iiS2>^ (oder ^33<;0), der Kegelschnitt ist eine Hyperbel. 

Nur wenn ausserdem A^=iO, zerfällt die Hyperbel in zwei reelle Geraden. 
0^) ^\'2 — ^11^2 <^ (oder jlg3>0), der Kegelschnitt ist eine Ellipse. 

Die Ellipse ist reell oder imaginär, je nachdem a^^A<CO oder >0. 

Ist aber ^4 = 0, so zerfällt die Ellipse in ein imaginäres Geradenpaar (mit reellem 
Schnitti)unkte). 

(c) aj2 — ^11^2 "^ ^ (oder -^33 = 0), der Kegelschnitt ist eine Parabel. 
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Ist aber A = 0, so zerfällt die Parabel in zwei parallele Gerade, und zwar in reelle, 
zusammenfallende oder imaginäre Gerade, je nachdem 

«?3-«ii«38>0, =0, <0. 

Zusatz (1). Dieses Coefficientenkriterium 

2 > 

«12 < «11 «22 

hat eine ähnliche geometrische Deutung, wie die Vergleichung des Quadrates der Ordinate mit 
dem Rechtecke aus der Scheitelabscisse in den entsprechenden Parameter 

y*^ 2px, 

von welcher die Benennungen der Kegelschnitte {vjreQßoX^, iXXelnCK, naqaßoX^) stammen, indem 
naqaßaU^iv der allgemeine Ausdruck für das Auffinden der mittleren geometrischen Pro- 
portionale war. 

Zusatz (2). Die besonderen Eigenschaften der drei Curvengattungen findet man 
ausfUhrlich in allen Lehrbüchern, so in L'HospitaTs Trait^ Anal, des Sections Coniques (Paris, 1707), 
einem starken Bande mit 285 Figuren, in Mobius's Bar. Cal. (III. Abschn.), in Plückers Entwicklungen 
(Bd. I und n), in Salmons Conic Sections und anderen. Viele unzusammenhängende Sätze finden 
sich in Steiners Werken, besonders in Bd. n. 



VIT. Hauptstück. 

Brennpunkte, Excentricität. 

Vorbemerkung (1). Im Abschnitte: „Die ebenen Curven im Allgemeinen" (IV, C.) ist 
erwähnt, dass die Brennpunkte der Ellipse und Hyperbel bei Äpdlmius vorkommen und der- 
jenige der Parabel bei Pajiptis; dass ferner der Name „focus" bei Kepler (Paralipomena, 1604) 
vorkommt, während die Benennung „umbilicus" auch nach ihm noch in Gebrauch war (vergleiche 
hierüber Chasles, S. C. art. 345, Anmerkung). 

Vorbemerkung (2). An der angeführten Stelle ist auch gezeigt, dass ein Kegelschnitt 
im Allgemeinen vier Brennpunkte hat, von denen immer zwei imaginär sind. 

!• Die anschaulichsten Definitionen der Brennpunkte werden der Construktion der 
Kegelschnitte entnommen. 

(a) Nach Pappus (Math. Coli. lib. VE, prop. 238) kann ein Kegelschnitt dadurch construirt 
werden, dass der Abstand r eines Curvenpunktes von einem festen Punkte zu seinem Abstände d 
von einer festen Geraden in einem konstantenVerhältniss steht. Je nachdem dieses konstante 
Verhältniss 

-1 = «<< 1 oder>> 1 oder— 1, 

ist auch der Kegelschnitt eine Ellipse, eine Hyperbel oder eine Parabel. 

Zusatz (1). Der feste Punkt heisst Brennpunkt und die feste Gerade Direktrix. Die 
letztere ist die Polare des ersteren. Die Constante « ist die „numerische Excentricität" (s. unten 3,). 

Zusatz (2). Das constante Verhältniss , wurde von Boscovich S. J. in seinen Elementa 

Universae Matheseos (t. III. Sectionum Conicarum Elementa, nova quadam methodo concinnata, 
p. 228—35(5) zu einer neuen Construktion verwandt, vermittelst eines beliebig gewählten Kreises, 
der von späteren Schriftstellern als „ erzeugender "* oder .,exeentrischer" Kreis bezeichnet wurde. 

29 
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Bezeichnet nämlich R den Halbmesser dieses Kreises und I) die Entfernung seines Mittel- 
punktes von der geradlinigen Direktrix und legt man R parallel r, so hat man 

^_r _ 

Lässt man nun R einen vollen Kreis beschreiben, so beschreibt r gleichzeitig den Kegelschnitt, 
und zwar eine Hyperbel, eine Ellipse oder eine Parabel, je nachdem der Kreis die geradlinige 
Direktrix in zwei reellen, in zwei imaginären oder in zwei zusammenfallenden Punkten schneidet. 

Die Construktion der Curv^enpunkte geschieht durch blosses Ziehen von Geraden und findet 
sich auseinander gesetzt in Taylors Ancient and Modern Geometry of Conics (Cambridge 1881, p. 3). 

Mit Hilfe dieses Kreises hat Boscovich nach Taylors (p. LXXII) Ansicht die „ersten wirklich 
vollständigen Sectionum Conicarum Elementa" verfasst. 

(b) Anstatt fUr die verschiedenen Gattungen von Kegelschnitten verschiedene Werthe des 
Verhältnisses r:d anzunehmen, kann man dasselbe constant=l setzen, dafür aber für die 
Direktricen Kreise von verschiedenem Halbmesser nehmen. 

Zusatz. Diese kreisförmige Direktrix bestimmt durch ihren Mittelpunkt den zweiten 
Brennpunkt des Kegelschnittes, sie umschliesst bei der Hyperbel nur diesen einen, bei der Ellipse 
beide und wird bei der Parabel unendlich gross, indem ihr Mittelpunkt ins Unendliche rückt. 

(c) Eine dritte Construktionsart der Kegelschnitte besteht in der Eigenschaft ihrer Brenn- 
punktradien, eine constante Summe oder Differenz zu haben. 

Bezeichnet man die Coordinaten der Brennpunkte mit Xq, y^ und x^, y^, also die beiden 
Brennpunktradien für einen beliebigen Curvenpunkt (r, y) mit 

r, = V{x-x,Y +~-(y— -^ r, = V{x-x,)^^~^y ^=^1^ 
so hat man für die Gleichung des Kegelschnittes: 

oder, wenn man dieselbe rational macht (vergl. Hesse, Sieben Vorles. S. 44 ff.): 

16a* - 8a«(r2 + r?) + (rg - rj)« = 0. 

Zusatz. Der Kegelschnitt ist eine Ellipse oder Hyperbel, je nachdem 2a > oder <C als 
der Abstand der beiden Brennpunkte ist. 

2, Ausser diesen construktiven Definitionen der Brennpunkte gibt es auch projektivische 
Definitionen (s. oben: Die ebenen Cur\^en, IV, C,), die auf verschiedene Weisen ausgesprochen werden : 

IHücker (Entwickl. Bd. ü, 1830, no. 478; S. A. G. no. 128) definirt die Brennpunkte als 
unendlich kleine Kreise von der Beschaffenheit, dass jede durch einen solchen Punkt gehende 
imaginäre Gerade als Tangente der Curve anzusehen ist. 

Salmon (C. S. art. 290, 310) definirt die Brennpunkte als unendlich kleine Kreise, welche 
mit dem Kegelschnitte eine doppelte Berührung eingehen, oder auch als Durchschnitte zweier 
Tangenten, deren jede durch einen der unendlich fernen „Kreisschnittpunkte" geht (s. oben H, 7,). 

Steiner (Synth. Geom. ü, § 35) definirt die Brennpunkte als Doppelpunkte einer Involution, 
deren Träger eine der Hauptaxen des Kegelschnittes ist, und deren Centralelement in den Mittel- 
punkt des Kegelschnittes fällt. Entsprechende Punkte dieser Involution haben die Eigenschaft, 
dass je zwei durch dieselben gehende Radien eines Curvenpunktes auf einander senkrecht stehen 
(vergl. unten 6, Zusatz (3)). 

3. Die linearen Exentricitäten sind bezüglich für Ellipse und Hyperbel: 

und die numerische Excentricität in beiden Fällen: 

e 

€ = . 

a 
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Zusatz (1). Die beiden linearen Excentricitäten lassen sich auch durch folgende 
Gleichungen definiren: 

(a + e)(a — e) = &«, (e + a)(e — a) = h^. 

Zusatz (2). Wie die Kegelschnitte mit Hilfe der Brennpunkte construirt werden können 
(oben !•), so kann man umgekehrt, wenn der Kegelschnitt gegeben ist, mittelst obiger Formeln 
die Brennpunkte construiren. Die reellen Brennpunkte liegen nämlich auf der Axe a oder ihrer 
Verlängerung um die Strecke e beiderseits vom Mittelpunkte entfernt. 

4. Die allgemeine Gleichung der Kegelschnitte kann mit Hilfe der Excentricitäten 
folgendermassen dargestellt werden: 

(a) Durch Verlegung des Coordinatensystems in die Hauptaxen des Kegelschnittes kann 
man die Brennpunktradien durch die Formeln ausdrücken (vergl. oben !• (c)): 

und dadurch die Gleichung ro ± r^ == 2a auf die Gestalt bringen (s. S. 82): 

(b) Bezeichnet man einen beliebigen Brennpunktradius mit r und seine „Anomalie** mit ö, 
so lautet die Polargleichung der Kegelschnitte: 

r = 



1 + « cos ö ' 

Zusatz (1). Die Bedeutung von p als Brennpunktordinate erkennt man, wenn man 
B — -n setzt. 

Für die Ellipse und Hyperbel hat man j? — — , oder ausgedrückt durch die numerische 

a 

Excentricität, bezüglich: 

a(l — «*) oder a(«* — 1). 
Für die Parabel ist « — 1. 

Zusatz (2). Die Grösse 2p wird gewöhnlich als Parameter bezeichnet, und hiess früher 
latus rectum oder erectum {oqO^ia). Kepler (Op. Omnia, vol. II, p. 185—188) bezeichnet diese Grösse 
und das von ihr und dem nächsten Scheitel begrenzte Stück der Hauptaxe bezüglich als chorda 
und sagitta. 

lieber das latus rectum vergleiche man Jac. Bernoiüli (Acta Erud. 1689, p. 586) und Euler 
(Introd. t. n, art. 129). 

(c) Plücker (S. A. G. no. 141) bringt die beiden reellen Brennpunkte durch die folgende 
Kegelschnittgleichung in Liniencoordinaten zur Anschauung: 

b^p -qY — ie^pq — i^=:0, 

wo b und e, wie oben, bezüglich die zweite Halbaxe und lineare Excentricität bedeuten, undi; = 0, 
^ =r die Gleichungen der beiden Brennpunkte sind. 

Zusatz. Legt man den Coordinatenursprung in einen der beiden Brennpunkte, so lässt 
sich diese Gleichung auf die Gestalt bringen (Plücker, Entwicklungen, Bd. 11, no. 560): 

(u — uV + (v v')^ =z Ä«, 

wo die Gerade (u\ v') die Polare dieses Brennpunktes, also die geradlinige Direktrix ist. Ver- 
schwinden m' und v\ so liegt diese Polare unendlich fern, und der Kegelschnitt ist ein Kreis. 

5« Die Brennpunkte bieten das Mittel zur Constniktion der Tangenten und Normalen, 
indem die beiden Brennpunktradien eines Punktes gleiche Winkel mit der Tangente und ebenso 
mit der Normale dieses Punktes bilden {Apdlonius, Conicorum lib. III, prop. 48). 

20* 
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Zusatz (1). Diese Eigenschaft der Brennpunktradien, die den Gesetzen der Strahlenreflexion 
entspricht, war wohl die Veranlassung zur Einführung der Benennung „focus" (vei^l. oben Vor- 
bemerkung (1)). 

Zusatz (2). Aus diesem Satze folgt unmittelbar, dass confocale Ellipsen und Hyperbeln 
sich rechtwinklig schneiden (s. oben S. 84). 

Zusatz (3). Die beiden Brennpunktradien bilden demnach mit der Tangente und Normale 
des Curvenpunktes vier harmonische Strahlen und die beiden Punkte, in welchen die Ver- 
bindungslinie der Brennpunkte von der Normale und Tangente getroffen wird, bilden mit den 
Brennpunkten vier harmonische Punkte. Lässt man also den Curvenpunkt sich ändern, so bilden 
diese harmonischen Punkte eine Involution, mit den Brennpunkten als Doppelpunkten (vergl. 
oben 2. und Chasles, S. C. art. 283). 

Zusatz (4). Viele der bekannten Eigenschaften der Brennpunkte und confocalen Systeme 
findet man zusammengestellt bei Plüclcer (Entwicklungen, Bd. II, no. 566—572 und no. 479 ff.) und 
C/iaslcs (S. C. eh. X). 



VIIL Hauptstück. 

Abgekürzte Bezeichnung. 

Vorbemerkung (1). Ueber die Entstehung dieser Bezeichnungsvveise sagt Clebsch (z. G. an 
J. Flacker, S. 11): ^Aus Gergonne^ Methode (seine Ann. t. 7, über die Berührungsaufgaben des 

Kreises) entsprang Plückers neues Hülfsmittel . . . , die Methode der abgekürzten Bezeichnung 

Diese Methode wurde fast gleichzeitig von Böbiüier gefunden und dargestellt" (Gergonne'a Ann. 

t 18, 1827—1828, p. 320). Vlücker hatte die Methode dargelegt in seinen „Entwicklungen" (Bd. I, 
1828, Vorrede: Sept. 1827, und Bd. II. 1831; vergl. S. A. G. II; ebenso Salmon, C. S. eh. 14). 

Vorbemerkung (2). Ueber den Nutzen dieser Bezeichnung sagt Flücker (S. A. G. no. 123), 
dass uns dieselbe auch da nicht im Stiche lasse, „wo alle Versuche algebraischer Entwicklung an 
der Klippe der Elimination scheitern**. Sein Grundsatz bei der Ausarbeitung des I. Bd. der „Ent- 
wicklungen" war, „alle Eliminationen zu verbannen" (Vorrede zum IL Bd.). 

1. Es seien im Folgenden i>, (/, r, . . . lineare und S, S' , . , quadratische Funktionen 
entweder in Punkt- oder Liniencoordinaten und die griechischen Buchstaben x, i, . . . Constanten, 
(a) Legt man Punktcoordinaten zu Grunde, so bedeutet 

S = xpq 

einen Kegelschnitt, welcher i) = und ^^ = als Sehnenpaar seines Durchschnittes mit/S = hat 

Folglich bedeutet S=:xp^ einen Kegelschnitt, welcher S = zweimal berührt, mit j>=0 
als Berührungssehne. 

Ferner bedeutet pr = xqs einen Kegelschnitt, welcher dem Viereck (p, j), (j, r), (r, s), {s, p) 
umschrieben ist. 

Also ist pr = xq^ ein Kegelschnitt, welcher p = und r = zu Tangenten und g = zur 
Berührungssehne hat, so dass q=0 die Polare des Punktes (p,r) ist. 

Ist q eine blosse Constante, so stellt dieselbe die unendlich ferne Gerade dar, und die 
Gleichung i^r =: X ist die Asymptotengleichung der Hyperbel und Ellipse. Ist hingegen 
{p oder) r eine Constante, so stellt die Gleichung ^U = (^^ eine Parabel dar mit den beiden 
Tangenten p — 0, k = und der Berührungssehne (/ == (Plüclcer, S. A. G. no. 108 fif.). 
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(b) Legt man Liniencoordinaten zu Grunde, so bedeutet 

einen Kegelschnitt, welcher di« von den Punkten p = 0, q = gezogenen Tangentenpaare mit 
S = gemeinschaftlich hat. 

Folglich bedeutet S = xp^ einen Kegelschnitt, welcher 5 = zweimal berührt, mit p = 
als Durchschnitt der beiden gemeinschaftlichen Tangenten. 

Ferner bedeutet pr z= xqs einen Kegelschnitt, welcher dem Vierseit {p,q)y (^, r), (r, 5), («siO 
eingeschrieben ist. 

Also ist pr = xq^ ein Kegelschnitt, w^elcher p=^0 und r = zu Curvenpunkten und q=zO 
zu ihrem Tangentendurchschnitt hat, so dass ^ = der Pol der Geraden (p,r) ist. 

Ist q eine blosse Constante, so stellt dieselbe einen unendlich fernen Punkt dar und 

der Kegelschnitt pr = x hat die Gerade {p, r) zum Durchmesser. Ist hingegen {p oder) r eine 

Conslante, so bestimmt die Gleichung pX = q^ nicht eine besondere Gattung von Kegelschnitten, 

sondern nur eine gewisse Lage derselben (Plücker, S. A. G. no. 132—134). 

Zusatz (1). Die Form 

pr = Ttq^ 

hat acht unabhängige Constanten, also drei überzählige, die Zerlegung kann also auf unendlich 
viele Arten geschehen. Cayhy (Phil. Trans, vol. 152, 1862, p. 639 ss.; Papers, vol. IV, p. 395) hat 
diese Zerlegung der Gleichung zweiten Grades ausgeführt und acht Formen derselben gegeben 
(vergl. oben IV, 3. Zusatz (3)). 

Zusatz (2). Betrachtet man (nach I, 4.) die linearen Funktionen i?, . . . als die senkrechten 
Abstände eines Punktes von den Geraden i> — 0, . . . , so lässt sich aus den obigen Gleichungen 
eine Reihe von Eigenschaften der Kegelschnitte ableiten, deren mehrere bei Flacker (S. A. G. 
no. 112, vei^I. no. 146) und Sdmon (C. S. art. 259 -269) angeführt sind, unter anderen der Pascal' 
Brianchonsche Satz über ein- und umgeschriebene Sechsecke. 

Zusatz (3). Die Gleichung S = icq ist ein besonderer Fall der obigen und bedeutet einen 
Kegelschnitt, welcher ^ = zur Durchschnittssehne mit S = hat, und ausserdem noch zwei 
unendlich ferne Durchschnittspunkte mit diesem Kegelschnitte. Die beiden Kegelschnitte sind 
ähnlich und ähnlich liegend (vergl. oben HI, 12,). 

Zusatz (4). Die Gleichung S=:x^ bedeutet einen Kegelschnitt, welcher S = zweimal 
berührt, nur ist hier die Berührungssehne x = im Unendlichen. Die beiden Kegelschnitte sind 
nicht nur ähnlich und ähnlich liegend, sondern auch concentrisch (III, 12, Zusatz (D). 

2. Die Gleichung ^r = ^(^'^ lässt sich immer auf die Gestalt bringen: 

s^ + Xt^ +^q^ = 0, 

wo s, t, q, wie in 1., lineare Punktionen der Coordinaten sind. 

Die beiden Geraden 5 = 0, /=:0 gehen durch den (immer rollen) Schnittpunkt der 
beiden Tangenten i) = 0, r = 0, also durch den Pol der dritten Geraden q = 0. Da nun aber 
die Funktion q in der obigen symmetrischen Gleichung nicht vor s oder t ausgezeichnet ist, so 
bilden die drei Geraden 5 = 0, / = 0, q — in Bezug auf den durch diese drei Funktionen dar- 
gestellten Kegelschnitt ein conjugirtes Dreisei t harmonischer Polaren (Plücker, S. A. G. 
no. 125). 

Zusatz (1). Ist obige Gleichung in Liniencoordinaten ausgedrückt, so bilden die drei 
Punkte 5 = 0, f = 0, q = wieder ein conjugirtes Dreieck harmonischer Pole in Bezug auf 
den dargestellten Kegelschnitt. 

Zusatz (2). Eine solche Gestalt hat zum Beispiel die Gleichung 



welche aus der goomotrischon Eigenschaft r ■— \x' -\- y- z^ dt der Kegelschnitte entspringt (s. oben 
VII, 1. (a)). Die beiden durch d(Mi Brennpunkt gehenden Axen x — 0, y — und die geradlinige 
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Direktrix d=zO bilden demnach ein conjugirtes Dreieck harmonischer Polaren; insbesondere ist die 
Direktrix die Polare des Brennpunktes (Plücker, S. A. G. no. 129—130). 
Zusatz (3). Zwei Gleichungen von der Gestalt 

haben zusammen gerade die nothwendige Anzahl Constanten zur Darstellung zweier Kegelschnitte, 
nämlich zehn. Zwei solche Kegelschnitte haben also ein gemeinschaftliches conjugirtes 
Dreieck. 

3. Ersetzt man in der Gleichung S = xjpg^ die eine der beiden Durchschnittssehnen jp oder (/ 
durch eine Tangente T des Kegelschnittes S, so ist 

die allgemeine Gleichung eines Kegelschnittes, welcher 5=0 zweipunktig berührt, mit der 
gemeinschaftlichen Tangente T— 0. 

Zusatz (1). Geht q in q^ über, wenn man die Coordinaten des Berührungspunktes von T 
in dasselbe einsetzt, so ist 

S = xT(q-q,) 

die Gleichung des Kegelschnittes, welcher 5 = dreipunktig berührt, mit der gemeinschaftlichen 
Tangente T=0. 

Zusatz (2). Ist T eine zweite Tangente von 8, so bedeutet 

einen Kegelschnitt, welcher mit 5=0 zwei gemeinschaftliche Tangenten T und T hat, und 
S--=xT^ einen Kegelschnitt, welcher S = vierpunktig berührt, mit der gemeinschaftlichen 
Tangente T=0. 

4. Nach 1. (a) hat der Kegelschnitt pr = q^ die beiden Geraden p = 0, r = zu Tangenten 
und g = zur Berührungssehne. Sind nun A, A' unbestimmte Parameter, so ist die Gleichung 
einer beliebigen Geraden ausgedrückt durch 

Xl'p — (X + X')q + r = 0, 

worin die Parameter A, /' die beiden Durchschnitte der Geraden mit dem Kegelschnitte bestimmen. 

Folglich ist 

X^p — 2Xq + r = 

die Gleichung einer Tangente des Kegelschnittes, deren Beillhrungspunkt sich mit dem Para- 
meter X ändert. 

Zusatz (1). Diese quadratische Gleichung zeigt, dass der einhüllende Kegelschnitt von 
der zweiten Klasse ist. 

Zusatz (2). Salmon (C. S. art. 270—288) benutzt diesen Satz zur Herleitnng einer Menge 
von Beziehungen zwischen Kegelschnitten und ihren Sehnen und Tangenten. 

Die Umkehrung des Satzes, dass nämlich ein Punkt, dessen Coordinaten sich als 
quadratische Funktionen eines Parameters ausdrücken lassen, auf einem Kegelschnitt liege, ist 
bewiesen in den Noten zu den C. S. (p. 386—387) und in Hesse s Vier Vorlesungen (S. 17). Ver- 
gleiche oben n, 3., Zusatz (3). 



VIII. A_bsclinitt. 

Die ebenen Curven dritten Grades. 

{Plüclcers S, A. G.; Steiners Werke, Bd. ü, S. 371—380; Oremonas Einleitung; 

Salmons H. P. C; Durege) 



Vorbemerkung (1). Die Ueberschrift dieses Abschnittes soll andeuten, dass derselbe, 
seiner Anlage nach, die Curven dritter Ordnung und die Curven dritter Klasse umfasst. 

Diese beiden Curv^engattungen stehen sich nämlich in ihren projektiv ischen Eigenschaften 
dualistisch gegenüber, so dass die projektivischen Eigenschaften der einen sich auf die andern 
übertragen lassen, ohne eines neuen Beweises zu bedürfen (vergl. oben S. 32). 

Vorbemerkung (2). Jede Curve dritter Ordnung lässt sich als Hessesche Curve betrachten, 
und jede Curve dritter Klasse als Caylcysche Curv^e, so dass in einer vollständigen Theorie dieser 
nach Hesse und Cayley benannten Curven auch eine vollständige Theorie der Cur\'en dritten Grades 
enthalten wäre (vergl. unten S. 253). 

Die ersteren sind in Schriften und Lehrbüchern ziemlich ausführlich behandelt, über die 
letzteren hingegen findet man nur gelegentliche Andeutungen. 

Das Hauptsächlichste, was über Curven dritter Klasse bekannt ist, findet sich in einigen 
Aufsätzen Cayley s (Liauvillcs J. t. 9, 1844, Papers, vol. I, p. 187—189; und Phil. Trans, vol. 147, 
1857, Papers, vol. II, p. 381 ss.) und Hesses (CreUes J. Bde. 28, 36, 38; 1844, 1848, 1849). Weitere 
Angaben findet man unten in V, 4„ Zusatz (2). 

Vorbemerkung (3). Macht man die Gleichung einer cubischen Cur\'e homogen, so stellt 
sie eine ternäre Form dritter Ordnung dar, welche eine Reihe von Invarianten und Covarianten 
besitzt, das heisst Punktionen, durch deren Verschwinden die von bestimmten Coordinatensystemen 
unabhängigen Eigenschaften der Curve ausgedrückt werden. Doch sind diese Formen, namentlich 
in geometrischer Beziehung, noch nicht vollständig erforscht. Mehrere derselben, wie die Hessesche 
und die Cayley sehe Form, wurden von Salmon (H. P. C. art. 217—242) ausgerechnet und geometrisch 
gedeutet, und finden sich auch bei Clehseh- Lindeynann (I, S. 542—580). In den beiden genannten 
Werken findet man zahlreiche Verweisungen auf Aronhdd, Clehsch und Gordan, Gundelfinger und Cayley. 

Vorbemerkung (4). Ist jedoch die Curve vom Geschlechte Null, so kann man von 
dem ternären Gebiete auf das binäre zurückgehen, wie Roseyww (Die Cur\'en dritter Ordnung etc. 
Breslau, 1873) ausführlich gezeigt hat. 

In diesem Falle kann man nämlich die drei homogenen Coordinaten eines Punktes x als 
rationale Funktionen dritten Grades eines Parameters l darstellen (s. oben S. 194), oder 
auch, in homogener Form, von zwei Parametern, also zum Beispiel in der symbolischen Gestalt 

worin die Coefficienten «, ß, y von den Coefficienten der gegebenen Curve derart a])hängen, dass 
nicht nur jedem Werthe von X ein bestimmter Werth von x entspricht, sondern auch umgekehrt. 
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Diese drei Ausdrücke für x^, Xg, x^ stellen binäre Formen der Veränderlichen A^, )^ dar, 
und alle ihre Invarianten und Covarianten werden gewisse Eigenschaften der Curvenpunkte 
ausdrücken, welche von Coordinatensystemen unabhängig sind. 

I. Hauptstück. 

Darstellung der Curvengleichung. 

A. Allgemeine Darstellung. 

1. Die allgemeine Gleichung einer Curve nten Grades hat ^w(n + 3), also eine solche 

dritten Grades neun unabhängige Coefficienten. 

Man kann dieselbe in der symbolischen Gestalt von AronliM und Ckhsch schreiben wie 
folgt (Synopsis, Bd. I, S. 230): 

fX^y ^v ^3) = («1^1 + S^2 + S^s)'^ ^x = 0. 

Zusatz (1). Die allgemeine Cur\^e dritter Ordnung mit neun unabhängigen Coefficienten 
ist eintheilig und vom Geschlechte Eins. 

Hat die Cur\^e einen Doppelpunkt oder Rückkehrpunkt, so enthält ihre Gleichung bezüglich 
noch acht oder sieben unabhängige Coefficienten, und die Curve ist vom Geschlechte Null. 

Zusatz (2). Die Curve dritter Ordnung hat zwei Ausartungen, für welche das Gleichungs- 
polynom in zwei oder drei rationale Faktoren zerfällt. Sie kann in das System eines Kegel- 
schnittes und einer Geraden zerfallen mit zwei (reellen oder zusammenfallenden oder imaginären) 
Doppelpunkten und hängt dann noch von sieben Constanten ab. Sie kann aber auch in das System 
dreier Geraden zerfallen mit drei Doppelpunkten und sechs unabhängigen Coefficienten. 

Der letztere Fall hat wieder mehrere Ausartungen, indem die drei Doppelpunkte in einen 
dreifachen Doppelpunkt zusammenfallen können. Ein solcher Büschel von drei Geraden hängt noch 
von fünf Constanten ab. Es können aber auch zwei der drei Geraden oder endlich alle drei 
zusammenfallen. Solche Cur\'en hängen nur noch bezüglich von vier und zwei Constanten ab. 

Die Ausartungen der Curven dritter Ordnung wurden untersucht von GnnMfinger^ Gordan 
(Math. Ann. Bde. 3 und 4, 1871) und Schubert (Götting. Nachr., 1875, S. 359) und finden sich 
zusammengestellt bei Clebsch-Lindcmann (I, S. 5Ü4 ff.). 

2, Da eine Curve dritten Grades durch neun beliebige Punkte oder Tangenten bestimmt 
ist, so kann man in acht beliebige dieser Punkte oder Tangenten ein einfach unendliches 
System (einen Büschel oder eine Schaar) dieser Curven logen (s. oben: Die ebenen Curven, I, ß.). 

Zusatz (1). Liegen also neun Punkte oder neun Tangenten so, dass sie zweien Curven 
dritten Grades angehören, so gehören sie auch einem ganzen Systeme (Büschel oder Schaar) von 
Curven dritten Grades an, indem dieselben nur acht unabhängige Bedingungen darstellen. 

Zusatz (2). Die Aufgabe, zu acht gegebenen Punkten, durch welche ein Curvenbüschel 
dritter Ordnung geht, den neunten Schnittpunkt zu finden, ist behandelt worden von Weddk 
und Hart (Cambr. a. Dubl. M. J. t. 6. 1851, p. 83 und 181), Clmsles (Compt. Rend. t. 36, 1853) und 
Cayky (Quart. J. of Math. vol. 5. 1862; Papers, vol. IV, p. 495 ss.). An letzterem Orte sind auch 
die früheren Arbeiten zusamniengefasst. 



B. Die kaiioiiiselio Darstellung:. 

Vorbemerkung (1). Die Definition der kanonischen Darstellung findet man im 
I. Bde. S. 235. 

Vorbemerkung (2). Schon Newton bemühte sich in seiner „Enumeratio", von der 
bekannten kanonischen Darstellung der Kegelschnitte ausgehend, die Cur\^en dritter Ordnung nach 
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ihren vereinfachten Gleichungen in Gruppen zu theilen. Er brachte diese Gleichungen durch 
passende Wahl der Coordinatenaxen auf die folgenden vier Hauptforraen : 

xy^ + ey=f(x)\ xy = f(x)\ y^ = f[x)\ y=f{x)\ 

f[x) = ax^ + hx^ + ex + d. 

Dieselben besitzen jedoch nicht die den kanonischen Formen eigene Symmetrie. 

3. Die kanonische Gleichung der Curven dritter Ordnung ohne Doppelpunkt, also 
vom Geschlechte Eins, erhält man, indem man eines der vier Wendepunktsdreiseite als Coor- 
dinatendreieck zu Grunde legt (s. unten V, 3.): 

a{a?^ + a^ + a^) + Qhx^x^x^ = 0, 

wo die einzige absolute Constante h : a mit der absoluten Invariante der temären Form 
zusammenhängt. 

Zusatz (1). Bei dieser Darstellung sind die drei reellen Wendepunkte die Durchschnitte 

der Linien 

x^ =0, a:2 = 0, x^^=0 bezüglich mit x^ -{- x^ -{- x^ z=z 0; 

und die Gleichungen der Tangenten in diesen Wendepunkten sind 

2hXy — ax^ — dx^ = 0, 

wo man die unteren Zeiger cyclisch zu vertauschen hat. 

Schon daraus erkennt man, dass die Umformung der allgemeinen Gleichung dritten Grades 
in diese kanonische Form die vollständige Lösung des Wendepunktsproblems in sich begreift 
(s. unten V, 3. Zusatz (3)). 

Die Durchführung dieser Auflösung nach der Theorie der ternären Formen findet man bei 
Clebsch'Lindemann (I, S. 567—573). 

Zusatz (2). Cayley zeigt (Phil. Mag. vol. 20, 1860; Papers, vol. IV, p. 179), dass sich diese 
kanonische Darstellung in die folgende umformen lässt: 

(yi + 3/2 + ysY + 27*^1^2^3» 
indem man die Tangenten der drei reellen Wendepunkte zum Coordinatendreieck wählt, also die 
lineare Substitution anwendet: 

l/i — - ^f>Xi X2 ^3, 

wo die unteren Zeiger cyclisch zu vertauschen sind, und Kürze halber b:a = l gesetzt ist. Die 

Constante k hat den Werth: 

8(1 — ly 



1c = — 



9(1 — 2/ + 4;^)* 



Die Umformung versagt aber, wenn l = l oder = — k ist, wie man bei Cayley ausgeführt findet. 

Zusatz (3). Dieselbe kanonische Darstellung lässt sich auch für die Curven dritter 
Klasse geben. Behält man nämlich dasselbe Coordinatendreieck wie oben in 3., und dieselben 
Coefficienten a und b, so lautet die Gleichung der Ca^^y sehen Curve der obigen Curve dritter 
Ordnung : 

a'bi^l + ^ + ^) + (a« - U')l^J, = 0, 

wo die 5 Liniencoordinaten bedeuten. 

Die allgemeine Gleichung der Cayley' sehen Curve in Liniencoordinaten, ausgedrückt durch 
die Coefficienten der Grundgleichung, findet man in Determinantenform bei Clebsch -Lindemann 
(I, S. 517). 

4. Eine Curve dritter Ordnung vom Geschlechte Null hat entweder einen Doppelpunkt 
oder einen Rückkehrpunkt. Man findet diese beiden Fälle ausführlich behandelt bei Clebscli- 
Lindemann (I, S. 580—601): 

30 
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(a) Die Gleichung einer Curve dritter Ordnung mit einem Doppelpunkte hat nur acht 
unabhängige Coefficienten. Zur Darstellung der kanonischen Gleichung hat man hier kein Wende- 
punktsdreiseit mehr, da der Doppelpunkt sechs Wendepunkte vertritt, also nur noch drei Wende- 
punkte in gerader Linie erübrigen. Wählt man aber diese Wendepunktsgerade x^ = und die 
beiden Tangenten x^ =-0, x^-=0 im Doppelpunkte zum Coordinatendreieck, so lautet die Cur\'en- 
gleichung in der kanonischen Form: 

{xl + ^4) + G^,^2^^ = 0. 

Zusatz (1). Wie sich die Coordinaten jeder Curve vom Geschlechte Null als rationale 
Punktionen eines Parameters darstellen lassen (s. oben: Ebene Curven, V, 8., Zusatz (D), so 
findet man auch hier, dass diese Gleichung befriedigt wird durch die drei Werthe: 

X^ — K) tC j X^ — ~ K , X^ — K J. . 

Zusatz (2) Die Gleichung der Hesse^ohen Curve obiger Curve ist: 

Ihre Cayley sehe Cur\'e zerfällt in den Doppelpunkt und in einen Kegelschnitt, der die Tangenten 
des Doppelpunktes in ihren Schnittpunkten mit der Wendepunktslinie berührt. 

(b) Die Gleichung einer Curve dritter Ordnung mit einem Rückkehrpunkte hat nur 
sieben unabhängige Coefficienten. Zur Darstellung der kanonischen Gleichung hat man hier keine 
Wendepunktslinie, da der Rückkehrpunkt acht Wendepunkte vertritt, also nur noch ein Wende- 
punkt erübrigt. Man kann dann für das Coordinatendreieck die folgenden Linien wählen: 

Die Rückkehrpunktstangente x^=0, die Wendepunktstangente x^ = 0, und ihre 
Berührungssehne a^g == 0. 

Die Curvengleichung in der kanonischen Form lautet dann: 

a^^ — Sx^x^ = 0. 

Zusatz (1). Auch diese Gleichung wird befriedigt durch rationale Funktionen eines 
Parameters (s. oben (a), Zusatz (D): 

, JU^ O ttf , Xg O IV , •l'j iv . 

Zusatz (2). Die Hessesche Curve dieser Curve hat jetzt die Gleichung: 

xlx^ = 0, 

und die Cayley sehe Curve besteht aus einem (doppelt zählenden) Rückkehrpunkte und aus dem 
Durchschnitte der Wendepunkts- und Rückkehrpunktstangente. 



C. Die Parameterdarstellung. 

Vorbemerkung. Die Darstellung der Coordinaten einer Curve durch einen 
einzigen Parameter hängt von dem Geschlechte der Curve ab (s. oben: Die ebenen Curven, 
V, 8.). Ist das Geschlecht Null, so gelingt die Darstellung durch rationale Punktionen, wie 
oben in 4. (a) und (b) gezeigt wurde. Ist das Geschlecht Eins, wie bei der allgemeinen Curve 
dritter Ordnung, so erfordert die rationale Darstellung elliptische Funktionen. 

6. Die Darstellung der Coordinaten einer Curve dritter Ordnung durch elliptische 
Punktionen eines Parameters ist einfach, wenn man die Curv'engleichung erst auf die Gestalt 
bringt (vergl. Clehsch- Lindemann, I, S. 602 ff.): 

WO x^ — die Tangente in einem Wendepunkte [x^ — 0, a:, = 0) und x^^^O seine harmonische 
Polare ist. Die drei letzten Paktoren der Gleichung stellen die drei von diesem Wendepunkte an 
die Curve gelegten Tangenten dar, durch deren Berührungspunkte eben die harmonische Polare 
a:^ = geht. Die Constante h^ hängt von der absoluten Invariante der allgemeinen Gleichung ab. 
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Diese Gleichung wird nun befriedigt, wenn man die Coordinaten proportional den drei 
Grössen setzt: 

X^=:X^, X2=x, x^ = V(l — x*){\ — k^x^), 

oder, wenn man die Abkürzung einführt: 



jV(l^x^)(l-^ 



k^x^) 

Xi =: (sin am w)*, x^ = sin am w , x^ = cos am w • ^/ am u, 

Zusatz. Die Darstellung der Coordinaten durch elliptische Punktionen gelingt aber auch 
für die allgemeine Gleichung der Curve, nur wird dann das elliptische Integral nicht in der 
Normalform auftreten. Eine solche Darstellung findet man bei Clebsch- Lindemann (I, S. 653), wo 
anstatt der Punktionen Jacobi's diejenigen von Weierstrass p(u) mit ihren ersten und zweiten 
DifFerentialquotienten benutzt sind, wodurch die Gleichungen an Einfachheit gewinnen. 

6. Bei dieser Darstellung entspricht zwar jedem Argumente u ein einziger Curvenpunkt, 
aber einem Curvenpunkte entsprechen unendlich viele Argumente w, in Polge der Periodicität 
der elliptischen Punktionen oder der Vieldeutigkeit der elliptischen Integrale. Sind nämlich S2 
und Si' bezüglich der reelle und imaginäre Vieldeutigkeitsmodul des obigen Integrals, so sind 
diejenigen der Curvenpunkte (da die Coordinaten homogen sind): 

Ueber diese Vieldeutigkeit der Argumente hat man nun folgenden Satz, der aus dem 
Additionstheorem der elliptischen Punktionen folgt (s. Clebsch- Lindemann, I, S. 631): 

Schneidet man eine Curve dritter Ordnung durch eine beliebige Curve wter Ordnung, so 
ist die Summe der Argumente für die 3w Schnittpunkte immer congruent Null, also: 

Wi + Wg + ^3 + . . . ^ O(mod w, «'). 

Zusatz. Dabei ist aber die einfache Darstellung (in 6.) vorausgesetzt, wo dem Argumente 
u = ein Wendepunkt {x^ = 0, x^^ 0) entspricht. Andernfalls wäre diese Summe congruent einer 
andern Zahl. 

D. Die sphärische Darstellung: von MöMus. 

Vorbemerkung (1). J/öfc/w^ (Werke, Bd. II, S. 112 ff.) projicirt die Curven dritter Ordnung 
auf eine Kugel vermittelst eines Kegels, dessen Scheitel der Kugelmittelpunkt und dessen Leitlinie 
eine ebene Curve dritter Ordnung ist. 

Vorbemerkung (2). Auf der Kugelfläche ist ein beliebiges sphärisches Dreieck ABC als 
Coordinatendreieck angenommen und ausserdem ein beliebiger Punkt F, von welchem aus die 
Kreisbogen gerechnet werden. Es sollen dann zur Abkürzung A, B . . . P nicht bloss Punkte 
bedeuten, sondern auch die Kreisbogen AV, BV, . . . PV, 

7. Nach Mobius (s. oben S. 7ö) lässt sich nun jeder Punkt der Kugelfläche durch einen 
Ausdruck von der Gestalt eindeutig bestimmen: 

X cos A + y cos B + z cos C =^ 2^ cos P. 

Die sphärische Curve, und also auch ihre Projektion auf eine beliebige Ebene, ist von der 
dritten Ordnung, wenn zwischen den sphärischen Coordinaten x, y, z des Punktes P eine 
Bedingungsgleichung dritten Grades besteht. 

Zusatz (1). Ohne der Allgemeinheit zu schaden, kann man das sphärische Coordinaten- 
dreieck so legen, dass die sphärische Curve in B einen Wendepunkt hat und von der Seite AB 

80* 
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berührt wird. Die Bedingungsgleichung zwischen den Coordinaten des Punktes P lautet dann 

{MJbius, S. 119): 

hat also grosse Aehnlichkeit mit der Gleichung, von welcher Newton bei der Eintheilung dieser 
Curven ausging (s. oben B., Vorbemerkung (2)). 

Zusatz (2). MSbius leitet aus der Betrachtung der sphärischen Curven dritter Ordnung 
viele Eigenschaften der ebenen Cur\-en dritter Ordnung ab. 

E. Plücker*» symbolische Darstellung. 

Vorbemerkung, lieber die Entstehung und die Vortheile dieser Bezeichnung sehe man 
den vorhergehenden Abschnitt (Vorbemerkungen zu VIII). 

8. Plücker (S. A. G. HI) untersucht die Gleichung der cubischen Curven in den folgenden 
drei Gestalten: 

P1P2P3 + M=--0, PiPiPi + M^ = 0, PiP^Ps + fiq^ = 0, 

wo die p und q lineare Funktionen der Coordinaten und fi eine Constante ist, so dass jede dieser 
Gleichungen gerade die nothwendige Anzahl Constanten hat. 

(a) Die erste Gleichung ist die Asymptotengleichung, indem die ^ = die Curve in 
zwei unendlich fernen Punkten schneiden, also geradlinige Asymptoten darstellen, welche die 
Curve im Endlichen so schneiden, dass die drei Schnittpunkte auf der Geraden 2 = liegen 
{Plücker, § 1). 

Zusatz. Diese Gleichung findet man unten (IV, 1.) ausführlicher besprochen. 

(b) In der zweiten Gleichung stellen die p = drei Tangenten dar, welche den gerad- 
linigen Asymptoten parallel sind und deren drei Berührungspunkte auf der Geraden j = liegen 
(Plücker, § 7). 

Zusatz (1). Solcher Tangenten gibt es 12, je 4 parallel einer Asymptote. Die 12 Be- 
rührungspunkte liegen zu 3 auf 16 verschiedenen Geraden, so dass durch jedQn Berührungspunkt 
4 dieser Geraden gehen (vergl. unten in, 4, (b) Zusatz). 

Zusatz (2). Hat die Curve einen Doppelpunkt, so gibt es nur zw^ei Tangenten parallel 
jeder Asymptote; hat sie eine Spitze, so gibt es nur eine. 

Zusatz (3). Plücker (no. 312—313) berührt auch die Fälle, wo zwei der geradlinigen 
Asymptoten imaginär oder durch eine parabolische Asymptote zu ersetzen sind. 

(c) In der dritten Gleichung stellen die p — drei stationäre Tangenten dar, deren 
Berührungspunkte (oder Wendepunkte) in der Geraden q = liegen, worin der Maclaurin sehe Satz 
ausgesprochen ist, dass die, Wendepunkte einer Cur\'e dritter Ordnung zu drei in gerader Linie 
liegen {Plücker, § 8). 

Zusatz (1). Da die Cur\^e dritter Ordnung 9 Wendepunkte hat, so lässt sich ihre Gleichung 

auf -iA = 12 Arten in die angegebene Gestalt bringen, mit anderen Worten: Die 9 Wendepunkte 

lassen sich zu je 3 auf 12 gerade Linien vertheilen.*) Unter der Bedingung aber, dass die p und q 
reelle Funktionen sein sollen, ist die Darstellung dieser Gleichung nur auf eine Weise möglich. 



*) Diese Vertheiluug gehört zu den im I. Bd. der Synopsis, S. 58, erwilhnten „besonderen Arten beschränkter 
Combinationen", nUmlich Temen, von welchen keine zwei dieselbe Ambe enthalten. Plücker (no. 822 An- 
merkung) gibt für die Anzahl von solchen Tornon die allgemeine Formel .j(,x), wo n die Anzahl der Elemente 

bezeichnet, mit dem Bemerken, dass jedes Element in -{n -1) Temen vorkomme. Die a. a. 0. erwähnten Ca^ley'schen 
Beispiele sind sämmtlich in diesen Formeln enthalten. 
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Zusatz (2). Ersetzt man in diesen drei Gleichungen die Punktcoordinaten durch Linien- 
coordinaten, so dienen dieselben ebenso zur Untersuchung der Curven dritter Klasse. Plücker 
(no. 329—330) begnügt sich indessen mit dieser Andeutung. 

Zusatz (3). Die Darstellung der Curvengleichung durch zwei lineare Funktionen p und 
zwei quadratische S in der Gestalt: 

PiS2—P2Si=0 

findet man im nächsten Hauptsttick (1.). 



IL Hauptstück. 

Erzeugung und Construktion. 

Vorbemerkung. Erzeugungen und Construktion en der Curven dritter Ordnung, pro- 
jektivische, geometrische und mechanische, sind seit Netvton und Machurin in grosser Anzahl auf- 
gestellt worden. Man findet einige derselben zusammengestellt bei Cremona (Einleitung, § 12), 
Clehsch'Lindemann (I, S. 528 ff.) und Schröter (Th. d. ebenen Curven dritter Ordnung). 

1. Eine projektivische Erzeugung der Curven dritter Ordnung erhält man aus einem 
Strahlenbüschel und einem Kegelschnittbüschel: 

Bildet man aus zwei Geraden i>i = 0, i?2 = und ebenso aus zwei Kegelschnitten S^ — 0, 
8^ = zwei homographische Büschel: 

Pi+^P2 = 0^ S,+}.S,=0, 

so bilden die Schnittpunkte der Strahlen mit den ihnen zugeordneten Kegelschnitten eine Curve 
dritter Ordnung: 

u^p^Si ~ P2S1 =^0. 

Diese Curve geht erstens durch die vier Grundpunkte a, 6, c, d des Kegelschnittbüschels, zweitens 
durch den Mittelpunkt m des Strahlenbüschels und drittens durch den diesem Mittelpunkte in 
Bezug auf den Kegelschnittbüschel conjugirten Pol n {Chasles, Compt. Rend. t. 36, 1853, p. 949). 
Vergl. auch die Darstellung Plücker^ (A. C, 1839, S. 56) und die Schlussfolgerungen MilinowsJas 
(in ScMömach's Zeitschrift, Bd. 21, 1876, S. 427) über Polareigenschaften. 

Zusatz (1). Die Geraden p^ = 0, P2 = verbinden bezüglich die noch übrigen zwei Schnitt- 
punkte der Kegelschnitte S^ = 0, 8^ = mit der Curve dritter Ordnung. 

Zusatz (2). Der Mittelpunkt m des Strahlenbüschels heisst der den vier Grundpunkten 
gegenüberliegende Punkt oder ihr Gegenpunkt. Nach Salmon (H. P. C. 3rd ed. art. 154) 
heisst er auch das Coresiduum der vier Grundpunkte in Bezug auf jedes Paar Schnittpunkte. Eine 
geometrische Construktion dieses Punktes gibt 8dmon ebendaselbst (art. 160—161). 

Zusatz (3). Jeder Strahl entspricht demjenigen Kegelschnitte, welchem der Strahl als 
Polare des conjugirten Pols n zugehört. Der Kegelschnitt, welcher durch m geht, entspricht also 
dem Strahle, welcher die Curve in m berührt. Der Kegelschnitt, welcher durch n geht, berührt 
zugleich mit seinem Strahle die Curv^e im Punkte n und ist die conische Polare dieses Punktes. 
Der Strahl, welcher durch einen Grundpunkt a geht, entspricht dem Kegelschnitte, welcher die 
Curve in a berührt. 

Zusatz (4). Die so erzeugte Curv^e dritter Ordnung ist also der geometrische Ort der 
Berührungspunkte der vom conjugirten Pole n an den Kegelschnittbüschel gelegten Tangenten 
(Cremona^ Einleitung, no. 147). 
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Zusatz (5). Man kann auch umgekehrt auf einer gegebenen Curve dritter Ordnung beliebige 
vier Punkte als Grundpunkte des erzeugenden Kegelschnittbüschels wählen. Die Durchschnitte der 
Kegelschnitte mit der Cur\^e liegen auf einem homographischen Strahlenbüschel, dessen Mittelpunkt 
und conjugirter Pol ebenfalls auf der Curve liegen. 

Zusatz (6). Eine projektiv ische Erzeugung der Curven dritter Ordnung aus drei homo- 
graphischen Strahlennetzen lässt sich auf die obige Erzeugung zurückführen. 

2. Von den zahlreichen Construktionen der cubischen Curven mögen die folgenden 
erwähnt werden: 

(a) Flacker schliesst an seine drei symbolischen Gleichungsformen (oben I, 8.) eine Reihe 
von linearen Construktionen, besonders ausführlich an die erste derselben (§ 3), indem er auf 
einer geraden Linie zwei Schnittpunkte mit der Cur\'e als gegeben (oder in gegebener Richtung 
unendlich weit liegend) betrachtet und den dritten Schnittpunkt sucht. Die analytische Entwicklung 
wird durch Figuren erläutert. 

Die Construktionen mittelst der beiden anderen Gleichungen werden (in no. 317 und 326) 
nur kurz angedeutet. 

(b) Grassmann gibt in CreUe^ Journal (Bd. 31, 1846, S. 122 ff. und Bd. 36, 1848, S. 177 ff.) 
mehrere Construktionen. 

An der erstgenannten Stelle sagt er: „Wenn zwei veränderliche Vielecke eine Ecke x und 
eine an dieser Ecke liegende Seite gemeinschaftlich behalten, während die übrigen Ecken in festen 
Geraden und die übrigen Seiten um feste Punkte sich bewegen, so beschreibt die gemeinschaft- 
liche Ecke ein Punktgebilde dritten Grades und die gemeinschaftliche Seite ein Liniengebilde 
dritten Grades." 

An letzterer Stelle gibt er eine mechanische Construktion durch Bewegung eines Punktes, 
dessen Verbindungslinie mit drei festen Punkten drei feste Gerade so schneiden, dass diese Schnitt- 
punkte in gerader Linie liegen. Während dann jener Punkt eine Cur\^e dritter Ordnung beschreibt, 
umhüllt diese letztere Gerade eine Curve dritter Klasse. 

Zusatz. Clebsch (Math. Ann. Bd. 5, 1872, S. 424) zeigt, wie man für eine gegebene Curve 
dritter Ordnung diese festen Punkte und Geraden findet. 

(c) Ghasles (Compt. Rend. t. 37, 1853, p. 276) gibt eine Construktion der Curven dritter 
Ordnung, welche durch sieben gegebene Punkte gehen. 

Durch vier gegebene Punkte a, 6, c, d lege man einen Kegelschnittbüschel A, A, Ä'\ . . . 
Ferner lege man durch die beiden Schnittpunkte von A mit einer festen Geraden L und durch 
weitere drei feste Punkte a\ b\ c' den Kegelschnitt B, Die beiden Kegelschnitte A, JS, ebenso 
Ä , IV und so fort, werden sich in zwei weiteren Punkten schneiden, deren geometrischer Ort 
eine Curve dritter Ordnung ist, welche durch die sieben gegebenen Punkte geht. 

(d) Eine geometrische Construktion, gestützt auf die „Brennpunktcurve einer Kegelschnitt- 
schaar", gibt Schröter (Math. Ann. Bd. 5, 1872, S. 50 ff.). Sie leistet nach ÜUlsch (ebendas. S. 422) 
an Einfachheit das Aeusserste, indem man jeden Punkt der Curve unmittelbar als Schnittpunkt 
zweier Geraden erhält. 

Zusatz. Den Zusammenhang dieser Construktion mit der mechanischen von Grassmann 
und mit der projektivischen von Ghasles (oben 1.) findet man auseinandergesetzt bei Gebsch-Lindemann 
(I, S. 538-541). 

3. Die Construktion der CuiTen vom Geschlechte Null ist immer leichter als diejenige 
der allgemeinen Curven, wie sich schon in Neiotons> „Enumeratio" (VI, am Schlüsse) angedeutet 
findet. Newton und Maclaurin geben die folgenden Construktionen für Curven dritter Ordnung mit 
Doppelpunkt: 

(a) Lässt man zwei Winkel von gegebener Grösse sich so um ihre festliegenden Scheitel 
drehen, dass sich zwei ihrer Schenkel fortwährend auf einer Direktrix zweiter Ordnung schneiden, 
welche durch einen der beiden Scheitel geht, so schneiden sich die beiden andern Schenkel auf 
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einer Curve dritter Ordnung, welche durch den andern Scheitel einmal und durch den ersten 
zweimal hindurchgeht, also auf der Direktrix einen Doppelpunkt hat {Neivtons Enumeratio VL 
Theor. II). 

Zusatz (1). Es ist dies eine Erweiterung der Construktion der Kegelschnitte (s. den 
vorigen Abschnitt, III, 1., Zusatz), bei \velcher die Direktrix von der ersten Ordnung w^ar. 

In beiden Construktionen gibt es Ausnahmefälle, wo die erzeugte Curve in eine Curve 
niedrigerer Ordnung ausartet, wie Newton (a. a. 0.) bemerkt. 

Zusatz (2). Den Bew^eis dieses Satzes findet man in Madaurins Geom. Org. (Pars 11, prop. I). 

(b) Maclüurin (Geom. Org. Pars I, prop. V, X, XIII) geht von der Newton' ^ohen Construktion 
der Kegelschnitte aus (oben Zusatz (D), lässt also das eine Schenkelpaar der erzeugenden Winkel 
sich auf einer geradlinigen Direktrix schneiden. Gleichzeitig lässt er aber den einen der 
beiden Scheitel eine Gerade beschreiben und seinen zum ersten Paar gehörigen Schenkel durch 
einen festen Punkt gehen. Dann schneiden sich die Schenkel des zweiten Paares auf einer Curve 
dritter Ordnung mit einem Doppelpunkte im festen Scheitel. 

Zusatz (1). Auch hier gibt es einen Ausnahmefall, wo die beschriebene Curve in einen 
Kegelschnitt ausartet (1. c. prop. IX, XI). 

Zusatz (2). Die Construktion vereinfacht sich, wenn der Winkel mit dem festen Scheitel 
gleich Null ist, also seine Schenkel zusammenfallen (prop. VE). 

Zusatz (3). Dieser Satz ist ein besonderer Fall eines allgemeineren. Ist nämlich die 
Direktrix von der Ordnung n, so ist die beschriebene Curve von der Ordnung 3u 
(Pars II, prop. IV). 



III. Hauptstück. 

BertUirungen und Schnittpunkte. 

Vorbemerkung. Eine Reihe von Sätzen über Berührungen und Schnittpunkte einer 
cubischen Curve mit Geraden, Kegelschnitten und Curven höherer Ordnung findet man 
zusammengestellt in Sdmons H. P. C. (art. 148—157). 

A. Geradlinige Tangenten und Seluien. 

1. Eine Curve dritter Ordnung wird von einer Geraden dreimal einpunktig geschnitten 
und eine Curve dritter Klasse wird von einem Punkte aus dreimal geradlinig berührt. 

Zusatz (1). Zwischen den Schnittpunkten einer Curve dritter Ordnung mit geraden Linien 
besteht die folgende Beziehung: 

Wird eine Curve dritter Ordnung von einer Geraden in den drei Punkten a, 6, c geschnitten 
und von einer zweiten Geraden in den Punkten a\ b\ c\ und verbindet man die drei ersteren 
Schnittpunkte in irgend einer Reihenfolge mit den drei letzteren durch drei Gerade, so liegen die 
dritten Schnittpunkte a", 6", c" dieser drei Verbindungslinien mit der Curve wieder auf einer 
Geraden. 

Die dualistische Uebertragung dieses Satzes auf Curven dritter Klasse ergiebt sich 
unmittelbar. 

Zusatz (2). Es wird demnach einer Curve dritter Ordnung von einer Tangente (ausser 
dem Berührungspunkte) noch einmal einpunktig geschnitten und eine Curve dritter Klasse wird 
von einem Curvenpunkte aus (ausser der Tangente in diesem Punkte) noch einmal geradlinig berührt. 
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Der Schnittpunkt einer Tangente mit der Curv^e heisst der dem Berührungspunkte zugeordnete 
„erste Tangentialpunkt". Zieht man in diesem Tangentialpunkte wieder die Tangente, so heisst 
ihr Schnittpunkt mit der Curve der dem ersten Berührungspunkte zugeordnete „zweite Tangential- 
punkt" und so fort. 

üayley (Phil. Trans, vol. 148, 1858; Papers, vol. n, p. 558) gibt die Coordinaten des 
Tangentialpunktes, ausgedrückt durch diejenigen des gegebenen Berührungspunktes und die 
Coefficienten der Cur\'engleichung, legt aber selbst wenig Gewicht auf dieselben. Seine ausführ- 
lichen Tafeln sind von Creedy berechnet. 

Zusatz (3). Steht eine Tangente im „ersten Tangentialpunkte" auf der Curve senkrecht, 
so ist sie zugleich Normale. Nach Steimr (Werke, Bd. n, S. 632) gibt es 54 solcher Tangenten, 
welche zugleich Normalen sind. 

Zusatz (4). Curvenpunkte mit gemeinschaftlichem Tangentialpunkte heissen correspon- 
dirende Punkte. Es wird sich unten (2.) zeigen, dass jedem Tangentialpunkte vier correspondirende 
Punkte zugeordnet sind. 

Zusatz (5). Die verschiedenen Zweige der Curven dritter Ordnung werden nach Cref^iona 
(Battaglims G. t. 2, p.78) bezüglich als paare und unpaare unterschieden, nach Schröter (Theorie etc., 
§ 16) als Ovale und Serpentinen, je nachdem sie von einer Transversale in einer geraden 
Anzahl (0 oder 2) von Punkten geschnitten werden oder in einer ungeraden (1 oder 3). 

Die allgemeine Curve dritter Ordnung (ohne Singularitäten) ist entweder eintheilig und 
besteht dann aus einem unpaaren Zuge, oder sie ist zweitheilig und besteht dann aus einem 
paaren und einem unpaaren Zuge. 

2. Nach der Theorie der ebenen Curven (V, 7.) ist eine Curve dritter Ordnung im All- 
gemeinen von der sechstenKlasse, indem man von einem beliebigen Punkte aus 3« 2 — (2 d + 3^) 
Tangenten an dieselbe legen kann. Hat sie also einen Doppelpunkt {d = 1, q = 0), so ist sie 
von der vierten Klasse, hat sie einen Rückkehrpunkt ((f = 0, ? = 1), so ist sie von der 
dritten Klasse. 

Zusatz. Von einem Curvenpunkte aus kann man also im Allgemeinen (ausser seiner 
eigenen) noch vier Tangenten an die Curve legen, aus einem Wendepunkte drei. 

Ist die Curve eintheilig, so ist von diesen vier Tangenten immer ein Paar reell und das 
andere conjugirt imaginär. 

Ist die Curve zweitheilig, so gehen von den Punkten des paaren Zweiges keine reellen 
Tangenten an dieselbe, hingegen von den Punkten des unpaaren Zweiges lauter reelle Tangenten, 
nämlich zwei an den paaren und zwei an den unpaaren Zweig {Schröter, § 16). 

3. Die vier von einem Curvenpunkte an die Curve gezogenen Tangenten heissen cor- 
respondirend, ebenso ihre vier Berührangspunkte (s. oben 1. Zusatz (4)). Dieselben bilden 
bezüglich ein Tangentenquadrupel und ein Punktquadrupel. 

Das Doppelverhältniss dieser vier Tangenten ist nach Salmon {Crelle's J. Bd. 42, 1851, 
S. 274; H. P. C. art. 167) für alle Punkte der Curve constant und heisst deshalb nach Creniona 
(Einleitung, no. 131) einfach das Doppelverhältniss der Curve. Die Curve heisst dann ebenfalls 
harmonisch oder äquianharmonisch, je nachdem ihr Doppelverhältniss es ist. 

Zusatz. Dieses constante Doppelverhältniss steht im Zusammenhange mit der absoluten 
Invariante der Formen dritter Ordnung, ebenso wie die absolute Constante ihrer kanonischen 
Gleichung (oben I, 3.). 

4. Punktquadrupeln einer Curve dritter Ordnung lassen sich in beliebiger Menge construiren: 
(a) Ein solches Quadrupel sind die vier Grundpunkte des erzeugenden Kegelschnittbüschels 

(oben U, 1.). Der conjugirte Pol n des erzeugenden Strahlenbüschels ist der erste Tangential- 
punkt und der Strahlenmittelpunkt m der zweite Tangentialpunkt dieses Punktquadrupels. 
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Zusatz. Ein Punktquadrupel und sein zweiter Tangentialpunkt bilden demnach die Träger 
einer projekti vischen Erzeugung der Curve aus einem Kegelschnittbüschel und einem Strahlen- 
büschel. Diese fünf Punkte sind also neun Curvenpunkten gleich werth ig. 

(b) Aus einem Quadrupel lassen sich aber beliebig viele andere finden. Dann zieht man 
von einem beliebigen Curvenpunkt aus die vier Sehnen nach einem Punktquadrupel, so bilden 
die vier neuen Schnittpunkte der Sehnen mit der Curve (nach Küpper) wieder ein Quadrupel. 

Zusatz. Die zwölf Punkte dreier Quadrupeln o,, 6„ c, (« = 1, 2, 3, 4), deren drei erste 
Tangentialpunkte auf einer Geraden liegen, vertheilen sich zu je drei auf 16 Gerade, von denen 
durch jeden Punkt vier gehen, und die 16 Geraden vertheilen sich zu je vier auf acht Gruppen, von 
denen jede Gruppe alle 12 Berührungspunkte enthält (vergl. oben I, 8. (b) Zusatz (1); ferner 
Plücker, S. A. G. no. 306 und Hesse, CreUes J. Bd. 36, 1848, S. 153). 

6. Einen der bekanntesten Sätze über Sehnen der Curven dritter Ordnung bildet das 
Steifiersche Schliessungsproblem (Geometrische Lehrsätze, Crelle's J. Bd. 32, 1846, S. 182; 
Werke, Bd. n, S. 371). Die betreffenden Sätze wurden später von Ckhsch {Grelles J. Bd. 63, 1863, 
S. 94) auf analytischem, und von Küpper (Math. Ann. Bd. 24, 1884, S. 1, schon 1873 in den Abh. 
d. k. Böhm. Ges. erschienen) und Schonte (Grelles J. Bd. 95, 1883, S. 105) auf geometrischem 
Wege bewiesen. 

Der Hauptsatz lautet: Beginnt man in einer Curve dritter Ordnung ein Vieleck einzu- 
schreiben, dessen Seiten abwechselnd durch zwei feste Pundamentalpunkte Pj, Pg der Curve 
hindurchgehen (die aber nicht Ecken des Vielecks sein sollen), so wird sich das Vieleck nach 
wmaligem Durchgange durch jeden der beiden Pundamentalpunkte zwar im Allgemeinen nicht 
schliessen; wenn es sich aber schliesst, also ein 2nEck bildet, so bleibt es immer ein 
geschlossenes 2wEck, gleichviel von welchem Anfangspunkte man auch ausgehen mag. 

Zusatz (1). Solche Pundamentalpunkte, welche geschlossene 2nEcke liefern, sind also 
nicht willkürlich, sondern haben eine Bedingung zu erfüllen, die von Steiner für die einfachsten 
Vielecke aufgestellt wird. 

Hat man aber ein solches Paar gefunden, so kann man durch Projektion desselben von 
einem beliebigen Curv^enpunkte aus beliebig viele andere Paare von derselben Eigenschaft finden. 

Zusatz (2). Ist für P^, Pg ein Steinersches 2nEck möglich, und sind dieselben die Tan- 
gentialpunkte zweier anderer Punkte Pj, Pg, so sind diese letztern die Fundamentalpunkte für ein 
Steiner sches 4nEck. Der Satz gilt auch umgekehrt. 

Zusatz (3). Für eine ungerade Anzahl von Fundamentalpunkten P^. . . . P» lautet der 
Satz allgemeiner. Das angefangene Vieleck schliesst sich nämlich immer nach zweimaligem 
Durchgange durch alle Fundamentalpunkte, das heisst, es bildet ein geschlossenes 2/jEck. 

B. Schneidende und berührende Kegelschnitte. 

6. Eine Curve dritter Ordnung hat mit einem Kegelschnitte 3x2 = 6 Schnittpunkte 
gemein. Fallen dieselben theilweise oder sämmtlich zusammen, so erhält man Berührungs- 
punkte verschiedener Ordnungen (vergl. Schröter, Theorie d. ebenen Curven dritter Ordnung, § 32). 

(a) Ein Kegelschnitt kann eine Curve dritter Ordnung höchstens dreimal zweipunktig 
berühren. 

Zusatz. Es gibt einen Büschel von Kegelschnitten, welche eine Curve dritter Ordnung 
in zwei gegebenen Punkten zweipunktig berühren (also noch in zwei Punkten schneiden). In 
diesem Büschel giebt es im Allgemeinen drei Kegelschnitte, welche die Curve ein drittes Mal 
zweipunktig berühren. 

(b) Ein Kegelschnitt kann eine Curve dritter Ordnung höchstens zweimal dreipunktig 
berühren. 

81 
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Zusatz. Es gibt eine zweifach unendliche Reihe von Kegelschnitten, welche eine Cun'e 
dritter Ordnung in einem gegebenen Punkte dreipunktig berühren (also noch in drei Punkten 
schneiden). In dieser Reihe gibt es neun Kegelschnitte, welche die Cur\"e ein zweites Mal 
dreipunktig berühren. Zieht man nämlich durch einen Wendepunkt eine beliebige Sehne, so 
bilden die beiden anderen Schnitti)unkte mit der Curve die beiden Punkte, in welchen ein Kegel- 
schnitt dreipunktig berühren kann. 

(c) Ein Kegelschnitt kann eine Curve dritter Ordnung höchstens einmal vierpunktig und 
einmal zweipunktig berühren. 

Zusatz (1). Es gibt einen Büschel von Kegelschnitten, welche eine Curve dritter Ordnung 
in einem gegebenen Punkte vierpunktig berühren (also noch in zwei Punkten schneiden). Die 
vier Grundpunkte dieses Büschels fallen im Berührungspunkte zusammen. Dieser Büschel kann 
nach n, 1. Zusatz (5) zur projekti vischen Erzeugung der Curve dienen. 

Zusatz (2). In diesem Büschel gibt es im Allgemeinen drei Kegelschnitte, welche die 
Curve noch einmal zweipunktig berühren. 

Diese drei zweipunktigen Berührungen findet man, indem man zu der vierpunktigen Be- 
rührung a den zweiten Tangentialpunkt a" construirt und von diesem aus die drei noch übrigen 
Tangenten an die Curve legt. Die Berührungspunkte dieser drei Tangenten sind nämlich zugleich 
die Berührungspunkte jener drei Kegelschnitte. 

(d) Ein Kegelschnitt kann eine Curve dritter Ordnung höchstens einmal fünfpunktig 
bei-ühren und einmal einpunktig schneiden. 

Zusatz (1). Es gibt aber in jedem Curvenpunkte nur einen Kegelschnitt, welcher fünf- 
punktig berührt. Sein Schnittpunkt mit der Cur\^e wird gefunden, indem man zum Berührungs- 
punkte a den zweiten Tangentialpunkt a" zeichnet. Die Sehne aa'* geht nämlich durch den sechsten 
Schnittpunkt der beiden Curven. 

Zusatz (2). Construirt man in den drei zweipunktigen Berührungen einer Curve dritter 
Ordnung mit einem Kegelschnitte die drei fünfpunktig berührenden Kegelschnitte, ' so liegen ihre 
drei sechsten Schnittpunkte mit der Cur\^e auf einer Geraden. 

Dieser Zusatz gilt auch noch, wenn jener dreimal zweipunktig berührende Kegelschnitt in 
zwei zusammenfallende Gerade ausartet. 

(e) Ein Kegelschnitt kann eine Curve dritter Ordnung höchstens sechspunktig beiilhren. 
Es findet dies statt, wenn eine fünfpunktige Berülu'ung sich mit dem sechsten Schnittpunkte ver- 
einigt, wenn also (vergl. oben (d)) der zweite Tangentialpunkt a" mit dem ersten a' zusammenfällt 
das heisst, wenn dieser ein Wendepunkt ist (s. unten VE, 11. Zusatz (3)). 

Zusatz. Es bildet also die sechspunktige Kegelschnittberührung eine Singularität^ welche 
nicht jedem Curvenpunkte zukommt, sondern nur jenen 3 X 9 — 27 Punkten, welche die neun 
Wendepunkte zu Tangentialpunkten haben (vergl. oben: Die ebenen Curven, V, 10. (b)). 

Von diesen Punkten sind 9 reell und 18 imaginär. 

Die Abscissen der 27 singulären Punkte sind die Wurzeln einer Gleichung 27. Grades, 
welche nach Steiner immer algebraisch lösbar ist (s. unten V, Vorbem. (D). 

C. Schneidende und berfilirende Curven. 

7. Zwei Curven von den Ordnungen 3 und n schneiden sich in 3 w Punkten und zwei Curven 
von den Klassen 3 und m haben 3m gemeinschaftliche Tangenten (oben S. 174). 

Denkt man sich das System der 3n Schnittpunkte auf einer Curve dritter Ordnung beliebig 
in zwei Gruppen getheilt, so heisst die eine Gruppe das Residuum der andern. Gruppen, w^elche 
zugleich Residuen einer andern Gruppe sind, heissen Coresiduen in Bezug auf diese letzteren 
(s. oben S. 177). 

Zusatz (1). Hat eine Gruppe die Gestalt Sp + 1, so ist ihr Residuum von der Ponn 3q - 1, 
und umgekehrt. Sdmon (H. P. C. art. 158—159) nennt die erstere Giiippe positiv, die letztere 
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negativ. Eine positive Gnippe hat demnach ein negatives Residuum, hingegen ein positives 
Coresiduum, und umgekehrt. 

Die einfachste positive Gruppe ist ein Punkt (füri? = 0) und die einfachste negative^ 
ein Punktpaar (für j = 1). Diese zwei Gruppen sind zu einander residual und liegen auf einer 
Geraden. 

Zusatz (2). Von den 3 n Schnittpunkten sind im Allgemeinen nur 3w — 1 willkürlich, indem 
der letzte durch die übrigen bestimmt ist (s. oben S. 174), mit anderen Worten: Alle Punkte, 
welche coresidual sind, fallen zusammen. 

Zusatz (3). Setzt man beide Curven von der dritten Ordnung voraus, so hat man nach 
Serret (Alg. Sup. 11, no. 564) folgende Sätze über Residuenschnitte: 

Liegen drei der neun Schnittpunkte auf einer Geraden, so liegen die sechs übrigen auf 
einem Kegelschnitt, und umgekehrt. Liegen ferner drei Schnittpunkte auf einer Geraden und drei 
andere auf einer zweiten Geraden, so liegen die drei übrigen auf einer dritten Geraden. 

8. Ueber die Berührung der Curven dritter Ordnung mit höheren Curven scheinen noch 
keine besonderen Untersuchungen angestellt zu sein. Die allgemeinen Sätze hierüber findet 
man oben S. 178. 



IV. Hauptstück. 

Asymptoten. 

Vorbemerkung. Die Asymptoten der Cur\"en dritter Ordnung wurden von Newton in 
seiner Enumeratio geometrisch betrachtet, um die verschiedenen Gestalten dieser Curven zu 
erforschen. 

Analytisch wurden sie von PlücJcer (S. A. G. I835, HI, § 2) untersucht mit Hilfe abgekürzter 
Bezeichnungen. 

1. Die allgemeine Gleichung dritten Grades mit neun unabhängigen Coefficienten 
lässt sich auf die Gestalt bringen (Pliicker, no. 161): 

wo die p und q lineare Funktionen und fi eine Constante bedeuten. 

In Punktcoordinaten ist diese Gleichung die Asymptotengleichung, weil sie die drei 
Asymptoten ^; — unmittelbar zur Anschauung bringt. Die Schnittpunkte dieser drei Asymptoten 
mit der Curve liegen auf der Geraden q = 0. 

Zusatz (1). Vlücker leitet aus der Gleichung mehrere Eigenschaften der Cun-e ab, indem 
er die p und q als senkrechte Abstände von den vier Geraden ^; = und ^ = betrachtet 
(s. oben S. 20(5, 4.). 

Zusatz (2). Je zwei der reellen Asymptoten lassen sich nach Pliiclcer (no. 180) durch eine 
Hj'perbel ersetzen. 

Zusatz (3). Sind zwei der Asymptoten conjugirt complex: 



so lautet die Gleichung: 



2K ^s -{- ir, jf-i ^ s /r, 

31* 
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Der Durchschnitt dieser complexen Asymptoten ist reell und heisst „Asymptotenpunkt der 
C'urve dritter Ordnung". Plücker (no. 180) betrachtet ihn als unendlich kleine Ellipse, mit 5 = 
und r m als conjugirten Durchmessern. 

2. Wenn zwei Asymptoten in unendliche Entfernung rücken, so wird obige Darstellung 
unmöglich. Man kann aber diese beiden Asymptoten durch eine Parabel ersetzen und die Gleichung 
mit acht Coefficienten in einer der beiden folgenden Formen schreiben: 

1\{jpI + ^Pi) +^? = 0, 

Diese Cur\^e dritter Ordnung hat also eine geradlinige und eine parabolische Asymptote. 

Zusatz (1). Der Theil der Gleichung, welcher die parabolische Asymptote darstellt, lässt 
sich auch in der Gestalt schreiben: j^l + ^(i^i + «)» da die Curve eine unendliche Anzahl parabolischer 
Asymptoten hat [Plücker, no. 186—187). 

Zusatz (2). Einen besondern Fall erhält man, wenn das letzte Glied der Gleichung eine 
Constante wird, die Gerade j = 0, also ins Unendliche rückt. 

3. Im Falle, dass zwei lineare Asymptoten einander parallel werden, kann man die Curve 
in folgender Gestalt mit sieben Coefficienten schreiben: 

pM—^) +i^(l>2 + ^) = 0. 

Die parallelen Asymptoten sind reell, imaginär oder zusammenfallend, je nachdem x positiv, 
negativ oder Null ist. 

Zusatz. Rückt die Gerade P2 +A = ins Unendliche, so verwandelt sich das letzte 
Glied der Gleichung in die Constante ft, und Pi = ist eine osculirende (dreipunktig berührende) 
Asymptote. 

4. Hat die Curve weder eine lineare noch eine quadratische Asymptote, so lässt sich 
ihre Gleichung folgenderweise mit sieben Coefficienten schreiben: 

{Pl i-^Pl) + f^{p, + y)^o, 

wo der erste Theil die semicubische {Neu' sehe) Parabel mit Spitze darstellt und die Asymptoten vertritt. 
Zusatz. Besondere Fälle bestehen darin, dass der letzte Theil der Gleichung sich in eine 
Constante verw^andelt und dass diese Constante den Werth Null annimmt. 

5. Die „Dreizack"-Cur\^e mit sechs Coefficienten 

pM + ^1^2) + i^ = 

hat eine geradlinige und eine parabolische Asymptote, die in der Gleichung unmittelbar hervor- 
treten. Die Gerade, auf welcher die übrigen Durchschnittspunkte dieser Asymptoten mit der Curve 
liegen, ist hier ins Unendliche gerückt. 

Zusatz. Die beiden Faktoren des ersten Gliedes der Gleichung sind proportional den 
Abständen eines Curvenpunktes von den beiden Asymptoten, dabei die Abstände von der 
parabolischen Asymptote auf den Durchmessern der letztern gemessen (vergl. S. 175). Das Produkt 
dieser beiden Abstände ist demnach für jeden Curvenpunkt constant. 

6. Die cubische Parabel mit fünf Coefficienten 

P] + f^Pi = 

hat keine Ijneare oder quadratische Asymptote, sondern nur eine cubische, gleich ihr selbst, aber 
parallel nach der Richtung der Geraden i>i = verschoben. 
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V. Hauptstück. 

Wendepunkte. 

Vorbemerkung (1). Die Untersuchung der Wendepunkte der cubischen Curven hat auch 
für die Algebra in so fern Bedeutung, als Gleichungen neunten Grades, welche deren 
Abscissen zu Wurzeln haben, algebraisch lösbar sind (Synopsis, Bd. I, S. 338), und folglich nach 
Steiner (LiouviUe's J. t. 11, 1846, p. 468) auch Gleichungen siebenundzwanzigsten Grades, deren 
Wurzeln die Abscissen der Berührungspunkte der siebenundzwanzig Tangenten sind, die man von 
den neun Wendepunkten an eine Curve dritter Ordnung legen kann. Diese 27 Berührungspunkte 
liegen zu je 3 auf 108 Geraden mit 12 Schnittpunkten auf je drei Geraden. Es sind dieses die 
singulären Punkte der Curve mit sechspunktiger Kegelschnittberührung (s. oben DI, 6. (e)). 

Vorbemerkung (2). Die Wendepunkte der Curven dritter Ordnung wurden ausführlich 
behandelt von Maclaurin in seiner Schrift: De Linearum Geometricarum Proprietatibus Generalibus 
Tractatus (See. EI), wo gezeigt wird, dass auf der Verbindungslinie je zweier Wendepunkte 
immer noch ein dritter liegt. 

Die Anzahl 9 der Wendepunkte wurde von Plücker (S. A. G. no. 299) gefunden, die vier 
Dreiseite aber, von welchen jedes alle neun Wendepunkte enthält, erst von Hesse, obwohl 
Plücker (no. 322) wusste, dass die 9 Wendepunkte sich zu je 3 auf 12 Gerade vertheilen Hessen. 
Vergl. Hesse in CreUe's J. (Bde. 28, 36, 38, 1844—1849) und Serret (Alg. Bd. H, Kap. 4). 

Vorbemerkung (3). Die Wendepunkte der Newton sehen „divergenten Parabeln" 
wurden von Cayley (Quart. J. of M. vol. 6, 1864; Papers, vol. V, p. 284) eingehend untersucht. 

L Nach der allgemeinen Theorie der Curven (Die ebenen Curven, V, 7.) hat eine Curve 
dritter Ordnung 

» rr. 9 — (6cH- 8q) 

stationäre Tangenten. Ebenso hat eine Cur\^e dritter Klasse 

^ = 9 — (6r + 8#) 

stationäre Punkte. Beide Curven haben also im Allgemeinen neun solcher singulären Elemente, 
von denen drei reell und sechs imaginär sind. 

Diese Singularitäten werden bei Curven dritter Ordnung meist Wendepunkte genannt, 
bei Curven dritter Klasse Rückkehrpunkte oder Spitzen. 

Zusatz (1). Die neun Wendepunkte sind die Durchschnitte der Grundcurve dritter 
Ordnung m = mit ihrer Hesse'schen Curve dritter Ordnung H(u) = (vergl. oben S. 189). 

Zusatz (2). Hat also die Curve einen Doppelpunkt (d = l, ^ = 0), so hat sie nur drei 
Wendepunkte. Von diesen drei Wendepunkten sind alle reell, wenn der Doppelpunkt ein isolirter 
Punkt ist, hingegen nur einer reell, wenn der Doppelpunkt ein Verzweigungspunkt ist. 

Hat die Curv^e einen Rückkehrpunkt {d = 0, q= 1), so hat sie nur einen Wendepunkt, 
welcher immer reell ist (vergl. Cayley in der Encyclop. Brit. 9th ed. „Cur\^e"). 

Zusatz (3). Plücker (S. A. G. no. 301 — 304) untersucht mehrere besondere Fälle, wo die 
Wendepunkte ins Unendliche illcken oder imaginär werden: 

(a) Sind zwei der drei geradlinigen Asymptoten parallel, so liegen von den neun Wende- 
punkten sechs auf den beiden parallelen Asymptoten unendlich fern, also nur drei im Endlichen. 

Sind die beiden parallelen Asymptoten imaginär, so sind es auch die sechs unendlich 
w^eit entfernten Wendepunkte, während die drei im Endlichen liegenden reell bleiben. Sind die 
beiden parallelen Asymptoten aber reell (gleichviel ob zusammenfallend oder nicht), so sind von 
den drei im Endlichen liegenden Wendepunkten zwei imaginär. Ist endlich die dritte (nicht 
parallele) Asymptote osculirend. so sind die Wendepunkte reell oder imaginär, je nachdem 
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umgekehrt die parallelen Asymptoten imaginär oder reell sind. Fallen die parallelen Asymptoten 
hier zusammen, so sind alle Wendepunkte unendlich fem. 

iß) Die Newtonsehe „Dreizackcurve" hat drei Wendepunkte, zwei imaginäre und 
einen reellen. 

(;') Eine Cur\^e dritter Ordnung mit semicubi- parabolischer Asymptote hat acht Wende- 
punkte. Hat sie keinen Doppelpunkt, so sind von den acht Wendepunkten immer sechs imaginär. 

(d) Die cubische Parabel hat einen einzigen Wendepunkt, der nicht unendlich weit liegt, 
aber keine imaginären' Wendepunkte. 

2. Die conische Polare eines Wendepunktes zerfällt in zwei Gerade, von denen die 
eine die Wendepunktstangente ist und mit der geraden Polare zusammenfällt, während die 
andere von Maclaurin die „harmonische Polare des Wendepunkts" genannt wird. 

Diese letztere schneidet die Curve in den Berührungspunkten der drei Tangenten, 
welche vom Wendepunkte aus an die Curve gezogen werden können (s. oben: Die ebenen Curven, 
VI, 5. (b)). 

Zusatz (1). Die eben erwähnte Eigenschaft der „harmonischen Polare des Wendepunktes" 
ist nur ein besonderer Fall der folgenden: Zieht man durch den Wendepunkt eine Transversale 
und in ihren beiden Schnittpunkten mit der Curve die Tangenten, so schneiden sich diese beiden 
Tangenten immer auf der „harmonischen Polare des Wendepunktes", wie man auch die Transversale 
um den Wendepunkt sich drehen lässt. 

Es schneiden sich also auch die Tangenten zweier Wendepunkte auf der „harmonischen 
Polare" des dritten Wendepunktes, welcher mit jenen in gerader Linie liegt. 

Zusatz (2). Die „harmonische Polare eines Wendepunktes" ist nicht zu verwechseln mit 
der geraden Polare dieses Punktes, die man nach dem Sprachgebrauche ebenfalls harmonische 
(zweite) Polare nennen kann (vergl. den Abschnitt: Die ebenen Curven, VI, 5.). 

Nach Poncelet (P. P. t. 11, art. 156) und Chasles (A. H. p. 349) verhalten sich die Wende- 
punkte der Curven dritter Ordnung zu ihren „harmonischen Polaren" ähnlich wie bei Kegelschnitten 
beliebige Punkte zu ihren geraden Polaren (vergl. Salmon, H. P. C. art. 170—171). In der That, 
zieht man durch den Wendepunkt eine Transversale, so ist seine „harmonische Polare" der geo- 
metrische Ort desjenigen Punktes der Transversale, welcher dem Wendepunkte in Beziehung auf 
die beiden anderen Schnittpunkte harmonisch zugeordnet ist. 

3. Je drei Wendepunkte liegen auf einer Geraden, also alle neun Wendepunkte auf einem 
Dreiseit (s. oben Vorbem. (2)). 

Da man von jedem Wendepunkte aus vier verschiedene Gerade ziehen kann, welche noch 
zwei der übrigen acht Wendepunkte enthalten, so gibt es vier Dreiseite, die Wendepunkts- 
dreiseite (auch syzygetische Dreiseite genannt), von denen jedes alle neun Wendepunkte 
enthält. 

Zusatz (1). Die zwölf Geraden dieser vier Wendepunktsdreiseite sind auf verschiedene 
Weise durch Matrices veranschaulicht worden: 

(a) Serret (Alg. Bd. II, S. 506—508) stellt die neun Wendepunkte durch Zahlen dar, deren 
Zeiger die neun Wurzeln ai + 6 der Congruenz sind: 

io — i = 0(mod3). 

Dabei ist i das Gdois'sche imaginäre Symbol (also nicht V — 1 ; vergl. Synopsis, Bd. I, S. 40). Die 
neun Wurzeln sind: 

0, 1, 2, 

/, i + 1, i + 2, 

2i, 2i + 1, 2» + 2. 
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Serret ersetzt dieselben durch Potenzen von /, welche diesen Wurzeln congruent sind, nämlich: 

, i"* , i'*-^^ 

^'m-f-l ^m-k-2 j^m-{.'l 

Ordnet man nun diese neun Zeiger den neun Wendepunkten derart zu, dass je drei Zeiger in einer 
(horizontalen oder vertikalen) Reihe drei Wendepunkten in einer Geraden entsprechen, so erhält 
man aus dieser Matrix alle vier Wendepunktsdreiseite, wenn man der Grösse m bezüglich vier 
beliebige auf einander folgende Zahlenwerthe (z. B. 0, 1, 2, 3) ertheilt. 

{ß) Stellt man die neun Wendepunkte durch die einfachen Zahlen von 1 bis 9 dar, so 
erhält man die zwölf Linien der vier Dreiseite aus der Matrix: 

1 2 3 

4 5 6 

7 8 9, 
indem man jene Elemente zusammenfasst, welche in einer horizontalen oder in einer vertikalen 
Reihe stehen, ferner jene, welche positive, und endlich jene, welche negative Elemente der Deter- 
minante geben, also (vergl. Sdmon, H. P. C. art. 174): 

123, 456, 789; 147, 258, 369; 
159, 267, 348; 168, 249, 357. 

iy) Stellt man aber die Wendepunkte durch die Doppelelemente der folgenden Matrix dar: 

00 Ol 02 
10 11 12 
20 21 22, 

so erhält man dieselben zwölf Linien, indem man diese Elemente zu je drei zusammenfasst, derart, 
dass sowohl die Summe der drei ersten Zahlen, als auch diejenige der drei zweiten Zahlen durch 
drei theilbar ist (vergl. Clehsch-Lindemann, I, S. 506—507). 

Zusatz (2). Von diesen vier Dreiseiten ist nur eines vollständig reell, und auch in 
diesem hat jede Seite zwei conjugirt complexe Wendepunkte, so dass also nur drei Wendepunkte 
reell sind. Die übrigen Dreiseite haben zusammen nur eine reelle Seite, nämlich die Ver- 
bindungslinie der drei reellen Wendepunkte (vergl. oben I.). 

Zusatz (3). Aus der obigen Gruppirung folgt, dass die Gleichung neunten Grades, 
deren Wurzeln die neun Wendepunkte liefern, zunächst auf eine Gleichung vierten Grades führen 
muss, von welcher die vier Wendepunktsdreiseite abhängen. Die Zerlegung der letzteren in ihre 
drei Seiten hängt dann nur noch von Gleichungen dritten Grades ab. Die Wendepunkte selbst 
erhält man dann durch die Schnittpunkte verschiedener Dreiecke. 

Die Aufstellung dieser Gleichung vierten Grades aus der gegebenen Gleichung dritten 
Grades, mit Hilfe ihrer Hesse'schen Determinante, findet man bei Clehsch-Lindemann (I, S. 505). 
Vergl. oben Vorbemerkung (1). 

4. Construirt man zu den neun Wendepunkten die neun „harmonischen Polaren", so gehen 
dieselben zu je drei durch die zwölf Ecken der vier Wendepunktsdreis'eite, und zwar gehören die 
drei durch eine Ecke gehenden den drei Wendepunkten an, welche auf der gegenüberliegenden 
Seite liegen. Da durch jeden Wendepunkt vier Dreiseite gehen, so liegen auf jeder harmonischen 
Polare vier Ecken {Uesse, Grelles J. Bd. 38, 1849, S. 257—261). 

Zusatz (1). Die neun „harmonischen Polaren" der neun Wendepunkte bilden in Bezug 
auf ihre Gruppirung ein den Wendepunkten dualistisch entsprechendes System. Sie sind 
in der That die Rückkehrpunktstangenten einer Curve dritter Klasse, der Cayley'schen Curve der 
Grundcurve, indem sie diese Curv^e in den neun Spitzen berühren {Cremma, Einleitung, no. 141 c). 

Entsprechend den Wendepunkten sind also von den neun harmonischen Polaren sechs 
imaginär. 
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Zusatz (2). Die dualistische Uebertragung einer Reihe von Sätzen über Cun^en 
dritter Ordnung und dritter Klasse findet man in Cremonas Einleitung (no. 141, d), in Clcbsch- 
Lindetmnn's Vorlesungen (I, S. 513 ff.) und in Schröters Theorie d. e. C. IE. 0. (§ 6—8). 

5. Die Verbindungslinie eines beliebigen Curvenpunktes mit den neun Wendepunkten 
schneidet die Curve in neun Punkten, welche eine sogenannte Inflexionsgruppe bilden. Je 
drei dieser Punkte, welche dreien in gerader Linie liegenden Wendepunkten angehören, bilden 
ein sogenanntes Inflexionstripel. 

Zusatz (1). Eine Inflexionsgruppe ist also die Projektion der neun Wendepunkte von 
irgend einem Curvenpunkte als Projektionsmittelpunkte aus auf die Curve selbst. 

Zusatz (2). Den zwölf Seiten der vier Wendepunktsdreiseite entsprechen in jeder 
Inflexionsgruppe zwölf Tripel. Jeder Punkt der Gruppe, also auch jeder Curvenpunkt, gehört 
vier verschiedenen Tripeln an, von denen aber nur eines reell ist. 

Zusatz (3). Die neun Punkte einer Inflexionsgruppe sind die neun Osculationspunkte 
zwischen der Curve dritter Ordnung und neun Kegelschnitten, welche derart mit einander 
zusammenhängen, dass sie die Curve dritter Ordnung in denselben drei Punkten schneiden. 

Von diesen neun zusammengehörigen osculirenden Kegelschnitten sind aber höchstens 
drei reell. 

6. Zieht man von jedem Punkte einer Inflexionsgruppe Strahlen durch die neun Wende- 
punkte, so schneiden diese 81 Strahlen die Curve dritter Ordnung (ausser den genannten) nur in 
neun Punkten, welche wieder eine Inflexionsgruppe bilden. 

Zwei solche Gruppen, von denen jede die Projektion der anderen ist, und zwar von 
irgend einem ihrer neun Punkte als Projektionsmittelpunkt aus, heissen verbundene In- 
flexionsgruppen. 

In demselben Sinne giebt es auch immer je zwei verbundene Inflexionstripel fttr je 
drei Wendepunkte, das heisst, jedes Tripel besitzt drei mit ihm verbundene Tripel, und zwar sind 
die neun Punkte dieser letzten drei Tripel die verbundene Inflexionsgruppe derjenigen Gruppe, 
welcher das erste Tripel angehört. 

Zusatz (l). Polglich gehört jeder Curvenpunkt einer und nur einer Inflexionsgruppe an, 
das heisst, eine Gruppe ist durch einen einzigen ihrer Punkte bestimmt. 

Zusatz (2). Es kann also jedes Tripel einer Inflexionsgruppe von jedem Punkte der 
verbundenen Gruppe als Projektionsmittelpunkt aus erzeugt werden. 

Zusatz (3). Wenn drei Punkte einer Curve dritter Ordnung so liegen, dass der Tan- 
gentialpunkt je eines derselben auf der Verbindungslinie der beiden anderen liegt, so bilden 
sowohl diese drei Punkte als auch ihre drei Tangentialpunkte ein Inflexionstripel. 

Zusatz (4). Je zwei Inflexionstripel verbundener Gruppen liegen auf einem Kegel- 
schnitte, und umgekehrt. 



VI. Hauptstflck. 

Mittelpunkte und Durchmesser. 

Vorbemerkung (l). Mittelpunkte und Durchmesser im weiteren Sinne sind oben 
(S. 183—185) besprochen worden. Nach Nexcton (Enumeratio II, 1.) ist nämlich ein Durchmesser 
(in der jetzt gebräuchlichen Ausdrucksweise) die gerade Polare eines unendlich fernen Poles, und 
ein Mittelpunkt der Durchschnitt irgend zweier Durchmesser. Diese Mittelpunkte liegen bei 
Cui-ven dritter Ordnung auf einem Kegelschnitte (oben S. 184). 
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Vorbemerkung (2). Ausserdem gibt es aber noch Mittelpunkte und Durchmesser im 
engeren Sinne, die sich bei Curven dritter und höherer Ordnung nur ausnahmsweise finden. 

Ein Durchmesser im engeren Sinne ist nämlich die „harmonische Polare" eines Wende- 
punktes, der sammt seiner Tangente im Unendlichen liegt, und ein Mittelpunkt im engeren Sinne 
ist der Wendepunkt einer unendlich fernen „harmonischen Polare" (s. Cayley, Papers, vol. V, p. 362). 

Ein solcher Durchmesser halbirt alle Sehnen parallel mit der Geraden, welche den unendlich 
fernen Wendepunkt mit z\vei anderen Wendepunkten verbindet; ebenso halbirt ein solcher Mittel- 
punkt alle durch ihn gehenden Sehnen. 

Die Gleichungen dieser beiden Gattungen von Curven mit Durchmesser und Mittel- 
punkt im engeren Sinne lassen sich bezüglich darstellen, wie folgt: 

y- nz ax^ -[- i^^ -\- ex -\- d, 
y =^ ax^ + hx^y + cxy^ + dy^. 

Von jeder der beiden Gattungen gibt es fünf Arten, aus welchen sich sämmtliche Curven dritter 
Ordnung durch Projektion ableiten lassen, wie Newton und Chasles gezeigt haben (s. unten IX, 
4., (a) und (b)). 

Vorbemerkung (3). Zwischen den Mittelpunkten im engeren und denen im allgemeinen 
Sinne gibt es aber noch gewisse Punkte, welche von Plüeker (S. A. G. III, § 4) und Cayley (Cambr. 
Trans, vol. 11, P. I, 1866; Papers, vol. V, p. 362—363) als Mittelpunkte vorgeschlagen werden und 
die im Folgenden beschrieben sind. 

A. Mittelpunkte. 

1. Hat die Curve dritter Ordnung drei lineare Asymptoten, so dass ihre Gleichung 
sich schreiben lässt (s. oben IV, I.): 

so schneiden die drei Asymptoten j^r = die Curve auf der Geraden j = 0, von Cayley die 
„begleitende Linie* genannt. 

Werden diese Schnittpunkte mit s^, äj, 53 bezeichnet, so gibt es inmier drei ausgezeichnete 
Punkte, in welchen je drei durch die Punkte Sr gehende Sehnen der Cui've sich gegenseitig halbiren, 
sofern nur ihre Segmente innerhalb des Asymptotendreiecks betrachtet werden. 

Diese drei Punkte bleiben dieselben für den ganzen Curvenbüschel, den man durch 
Aenderung der Constante fi erhält, und werden von Plüeker (no. 228) als Mittelpunkte dieser 
Curven bezeichnet. 

Zusatz (1). Der geometrische Ort für einen Punkt m einer Curve des Büschels von der 
Art, dass Srfn eine Tangente der Cur\'e in diesem Punkte m w^ird, ist eine Hj^perbel. Es gibt 
also für den Büschel drei Hyperbeln, welche sich. in denselben vier Punkten schneiden. Drei 
dieser Schnittpunkte liegen im Endlichen und sind die drei Mittelpunkte, während der vierte im 
Unendlichen liegt. Diese drei Mittelpunkte bilden also den geometrischen Ort der Doppelpunkte 
des Büschels {Plüeker, no. 226 und 229). 

Zusatz (2). Die Construktion dieser drei Mittelpunkte hängt im Allgemeinen von der 
Auflösung einer Gleichung dritten Grades ab, kommt aber in zwei besondem Fällen auf eine 
quadratische Gleichung zurück: nämlich wenn die begleitende Linie q=--0 durch den Schnittpunkt 
zweier der drei Asymptoten geht, oder wenn sich die drei Asymptoten in demselben Punkte 
schneiden. Im letzteren Falle ist dieser Schnittpunkt einer der drei Mittelpunkte. In ihm fallen 
alle drei Mittelpunkte zusammen, wenn die begleitende Linie qz=zO durch denselben hindurchgeht 
(Plüeker, no. 237—239); er ist dann ein Wendepunkt der Curve mit der Geraden 3 = als Tangente. 

Dieses Letztere gilt auch noch, wenn zwei der linearen Asymptoten imaginär sind, also ihr 
reeller Durchschnittspunkt mit dem Schnittpunkte der reellen Asymptote und der Geraden q —0 
zusammenfällt {Plüeker, no. 259). 

82 
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Zusatz (3). Ist die begleitende Linie q — einer der drei Asymptoten parallel, so liegt 
einer der drei Mittelpunkte im Unendlichen. 

Plüclcer gibt die besonderen Lagen der parallelen Geraden an, für welche die beiden übrig 
bleibenden Mittelpunkte reell, imaginär oder zusammenfallend sind, sowohl für den Fall, dass 
alle drei Asymptoten reell (no. 234—235), als auch für den Fall, dass zwei derselben imaginär 
(no. 257) oder durch eine parabolische Asymptote zu ersetzen sind (no. 261). 

Liegt die begleitende Linie j = unendlich weit, so hat die Curve drei osculirende 
Asymptoten und ihre Gleichung kann dargestellt werden wie folgt: 

P1P2P3 +/* = 0. 

In diesem Falle liegen zwei Mittelpunkte unendlich weit und der übrig bleibende fällt in 
den Schwerpunkt des Asymptotendreiecks (no. 236). 

Zusatz (4). Die Ausnahmefälle, welche obige Sätze erleiden, wenn die Curve quadratische 
und cubische Asymptoten hat, werden von Plücker (no. 260 und 265) kurz erwähnt. 

2. Für alle CuiTen dritter Ordnung mit gemeinschaftlichen Asymptoten (für welche 
also die Coefficienten in der linearen Funktion q als willkürliche Parameter aufti^eten) ist der geo- 
metrische Ort, auf welchem je zwei Mittelpunkte zusammenfallen, ein Kegelschnitt, in 
Bezug auf welchen die drei Mittelpunkte irgend einer beliebigen solchen Curve ein conjugirtes 
Dreieck harmonischer Pole bilden. 

Die Verzweigungsknoten aller dieser Curven liegen ausserhalb, die isolirten Punkte 
innerhalb und die Spitzen auf dem Umfange dieses Kegelschnittes. 

Sind die drei linearen Asymptoten reell, so ist dieser Kegelschnitt eine dem Asymptoten- 
dreieck eingeschriebene Ellipse, welche die drei Seiten in ihren Halbirungspunkten berührt. Sind 
aber zwei der Asymptoten conjugirt complex (so dass ihr reeller Schnittpunkt oder „Asymptoten- 
punkt" doch allen Curven gemeinschaftlich bleibt), so ist der Kegelschnitt eine Hyperbel. Sind 
endlich zwei der linearen Asymptoten durch eine parabolische Asymptote ersetzt, so ist der 
Kegelschnitt eine Parabel {Plücker, no. 240—264). 

Zusatz (1). Die genannte Ellipse hat von allen dem Asymptotendreieck eingeschriebenen 
den grössten Inhalt und ihr Mittelpunkt liegt im Schwerpunkte des Dreiecks. 

Zusatz (2). Die genannte Hyperbel zerfällt in ein Linienpaar, wenn der „Asymptoten- 
punkt" auf der reellen Asymptote liegt. 

Zusatz (3). Die genannte Parabel ist der parabolischen Asymptote gleich und hat 
mit ihr dieselbe Axe, öfTnet sich aber nach entgegengesetzter Seite und beillhrt die geradlinige 
Asymptote. 

3. Der in 2. erwähnte Kegelschnitt, als Ort der Rückkehrpunkte der Curven dritter 
Ordnung mit drei gegebenen gemeinschaftlichen Asymptoten, ist nur ein besonderer Fall einer 
Reihe von Kegelschnitten, von denen jeder der Ort selcher Doppelpunkte ist, in welchen die beiden 
Tangenten der Curve sich unter constantem Winkel schneiden. 

Jedem Winkel entspricht ein Kegelschnitt, aber alle diese unendlich vielen Kegelschnitte 
haben eine gemeinschaftliche doppelte Bei-ührung, die indessen imaginär ist. Ihre gemeinschaft- 
liche Berührungssehne ist die Polare jenes Punktes im Asymptotendreieck, in welchem sich 
die drei Höhenperpendikel schneiden {Plücker, no. 288—293). 

Zusatz (1). Diese Berührungssehne selbst ist der Ort solcher Doppelpunkte, deren Tangenten 
sich unter rechtem Winkel schneiden. 

Zusatz (2). Diese Kegelschnitte theilen sich in Ellipsen und Hyperbeln, zwischen welchen 
die Parabel den Uebergang bildet. Ist das gemeinschaftliche Asymptotendreieck gleichseitig, so 
sind sie sämmtlich concentrische Kreise. 
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Zusatz (3). Haben die Curven dritter Ordnung eine semicubische Parabel: 

zur gemeinschaftlichen Asymptote, so zerfällt der genannte Kegelschnitt in das System zweier 
Geraden, welche der Geraden Pi = parallel sind. Für den Ort der Rückkehrpunkte fällt eine 
derselben unendlich weit, und für senkrechte Tangenten der Doppelpunkte fallen sie beide 
zusammen. 

4. Diese Untersuchungen PlücJcers sind von Cayley (s. oben Vorbemerkung (2)) verall- 
gemeinert worden. 

(a) Statt eines Curvenbtischels mit drei gemeinschaftlichen Asymptoten (und gemein- 
schaftlicher begleitenden Linie) betrachtet er einen solchen mit drei gemeinschaftlichen Tangenten. 
Seine Gleichung lautet: 

xy^ + k(x + y + js;)^{Xx + fiy + vz) = 0. 

k ist der Parameter des Büschels, x = 0, y = 0, z = sind die Gleichungen der gemeinschaft- 
lichen Tangenten (entsprechend den Plücker sehen p), x + y + z = Oist die Gleichung der „primären 
Geraden", auf welcher die drei Berührungspunkte der drei Tangenten mit der Curv^e liegen, und 
Xx + fiy + vz = ist die Gleichung der „begleitenden Geraden", auf welcher die drei Schnitt- 
punkte der drei Tangenten mit der Curve liegen (entsprechend dem Plücker sehen q). 

(b) Auch für diesen Büschel gibt es drei ausgezeichnete Punkte, welche von Cayley 
die „kritischen Mittelpunkte des Büschels" genannt werden. 

Es gibt nämlich drei „kritische Werthe" von A, für welche die entsprechenden Curven 
des Büschels Doppelpunkte haben, und die Orte dieser drei Doppelpunkte heissen nach ihm 
die kritischen Mittelpunkte des Büschels. 

(c) Für alle Curven dritter Ordnung mit drei gemeinschaftlichen Tangenten (für 
welche also die Coefficienten A, fi, v als willkürliche Parameter auftreten) ist der geometrische 
Ort, auf welchem je zwei kritische Mittelpunkte (eine Spitze bildend) zusammenfallen, ein 
Kegelschnitt, in Bezug auf welchen die drei kritischen Mittelpunkte irgend einer solchen Curve 
ein conjugirtes Dreieck harmonischer Pole bilden. 

Zusatz. Ersetzt man die „primäre Gerade" x-^y-^-z^O durch die unendlich ferne 
Gerade d! = 0, so werden die drei gemeinschaftlichen Tangenten des Büschels zu Asymptoten, 
und die drei kritischen Mittelpunkte sind die von Plücker betrachteten Mittelpunkte der Curven 
mit gemeinschaftlichen Asymptoten. 

B. Durchmesser. 

Vorbemerkung. Die Definition von Durchmessern bei Curven höherer Ordnung wurde 
von Newton nnA Eider gegeben (s. oben: Die ebenen Curven, IV, A.). Für Curven dritter Ordnung 
wurden die Durchmesser von Plücker (S. A. G. no. 266—275) eingehend untersucht. 

5. Wenn eine beliebige Sehne einer Cun-e dritter Ordnung parallel mit sich verschoben 
wird, so beschreibt der Schwerpunkt ihrer drei Durchschnittspunkte mit der Curve eine Gerade, 
einen sogenannten Durchmesser der Curve. Auf jeder dieser Sehnen haben also die drei 
Ordinaten (ordinatim applicatae, wie sie bei Newton genannt werden), gezählt vom Durchmesser 
bis zur Curve die Summe: y + y' + /' — 0. 

Ein solcher Durchmesser ist die gerade Polare des auf der Sehnenrichtung unendlich 
fernen Poles. 

Zusatz (1). Dieselbe Gerade erhält man, wenn man die drei Schnittpunkte der Trans- 
versale mit den Asymptoten betrachtet (Enumeratio, II, 2.). 

Zusatz (2). Die Durchmesser der Curven dritter Ordnung sind aber nicht, wie bei den 
Jiegelschnitten, einander paiirweise conjugirt (Plücker, no. 274—275). 

82* 
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6. Droht sich die Richtung der Sehne, so umhüllen die zugehörigen Durchmesser 
den oben in 2. beschriebenen Kegelschnitt (Plücker, no. 267—269). 

Zusatz (1). Schneiden sich die Asymptoten in einem Punkte, so artet dieser Kegelschnitt 
in einen Punkt aus; sind zwei der Asymptoten einander parallel, so artet er in eine Gerade aus, 
in der Mitte zwischen den beiden parallelen Asymptoten. In beiden Fällen schneiden sich alle 
Durchmesser in einem Punkte, dem Neuion^ohen „centrum generale" (Enumeratio, H, 1.). 

7. In folgenden drei Fällen sind alle Durchmesser einer gemeinschaftlichen Richtung 
{ß^ = 0) parallel: 

(a) Wenn die Asymptoten in der semicubischen Parabel bestehen: 

(b) wenn die Curve eine Newton ^ohe Dreizackcurve ist mit den Asymptoten: 

^^ = und p\ + ^i>2 = 0; 

(c) wenn die Asymptoten in der cubischen Parabel bestehen: 

Zusatz. Für diese letzte Curve fallen alle Durchmesser zusammen {Plücker, no. 271—273). 



VII. Hauptstück. 

Folareigenschaften. 

Vorbemerkung. Die bis jetzt entwickelten Polareigenschaften der Curven dritten Grades 
sind fast sämmtlich in der allgemeinen Theorie (Die ebenen Curven, VI) enthalten und können 
daher in diesem Abschnitte kurz behandelt werden. 



A. Allgemeine Begriffe. 

1. Eine Curve dritter Ordnung hat zwei Arten von Polaren: Gerade Linien und Kegel- 
schnitte. 

(a) Die erste Polare eines Punktes x = [x^, x^, x^) in Bezug auf eine Curve dritter Ordnung 
u — ist die conische Polare: 

wobei die Bezeichnung dieselbe ist, wie in der allgemeinen Theorie, indem die Zeiger 1, 2, 3 von 
u Ableitungen von n bezüglich nach x^, x^, oc^ bedeuten. 

(b) Die zweite Polare desselben Punktes x ist die gerade Polare: 

(c) Die gemischte gerade Polare zweier Punkte ist die (gerade) Polare des einen in 
Bezug auf die conische Polare des andern. 

Nach der allgemeinen Theorie (Die ebenen Curven, VI, 2,, fllr r = 5 = 1) ist dies nämlich 
in beiden Fällen dieselbe Gerade. Auf ihr liegen also auch die vier Beillhrungspunkte der 
Tangenten von je einem Pole an die conische Polare des andern (vergl. Cremona, Einleitung, no. 130b)* 
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Zusatz. Ausser den hier genannten Polaren gibt es bei Curven dritter Ordnung noch 
Linien, welche ebenfalls zuweilen Polaren genannt werden und mit den obigen nicht zu ver- 
wechseln sind. 

(a) Die „harmonische Polare" eines Wendepunktes, so genannt von Maduurin, ist nicht 
seine gerade Polare, sondern der Theil seiner conischen Polare, welcher von der Tangente ver- 
schieden ist (s. oben V, 2.). 

(ß) Eine Erweiterung dieser harmonischen Polare ist die „harmonische Polarcurve" 
eines ausserhalb der Grundcurve dritter Ordnung gelegenen Punktes P, nämlich eine Curve dritter 
Ordnung als Ort sämmtlicher Punkte, welche durch je zwei Punkte der Grundcurve von dem 
Punkte P harmonisch getrennt sind. Diese „Polarcurve" geht auch durch die Berührungspunkte 
der Tangenten, welche von P an die Grundcurve gezogen werden können, und wird von diesen 
Tangenten gleichfalls berührt. 

Der Name dieser Curve wurde von Milinowshi {OreUe^ J. Bd. 89, 1880, S. 137) vor- 
geschlagen und ihre Eigenschaften einem Satze Reye'% (G. d. L. II, S. 203) über Flächen dritter 
Ordnung entnommen. 

2, Bei der Bewegung des Pols beschreiben seine Polaren gewisse Gebilde, über welche 
man aus der allgemeinen Theorie (Die ebenen Curven, VI, 4. und 9.) die folgenden Sätze hat: 

(a) Durchläuft der Pol eine Gerade, so beschreibt seine conische Polare einen Kegel- 
schnittbüschel, während seine gerade Polare einen Kegelschnitt einhüllt. 

Dieser letztere Kegelschnitt heisst die „conische Polare der Geraden". Beide Gebilde, 
Kegelschnitt und Gerade, entsprechen sich dualistisch und werden deshalb auch „reciproke 
Polaren" genannt. Mehrere Eigenschaften derselben werden von Salmon (H. P. C. art. 184—188) 
aufgezählt. 

(b) Durchläuft der Pol die unendliche Ebene, so beschreibt seine conische Polare ein 
Kegelschnittnetz, dessen Hesse ^ohe „Tripelcurve" (s. unten VIII) mit der Hesse ^chen Curve U[u) 
der Grundcurve zusammenfällt. 



B. Die JHe««6'sche und Cayley^nehe Curve. 

3. Die Hesse' sehe Curve einer Grundcurve dritter Ordnung u wird mit H{u) bezeichnet. 
Die folgenden sind ihre hauptsächlichsten Eigenschaften: 

(a) Sie ist der geometrische Ort aller Pole x, deren conische Polaren aus zwei 
Geraden bestehen, und zugleich auch der geometrische Ort der Schnittpunkte y jedes dieser 
polaren Geradenpaare (s. oben: Die ebenen Curven, VI, 6. (b) Zusatz (2)). 

Diese Eigenschaft der Punkte x und ij ist reciprok, die Curven von Hesse und Steimr 
fallen zusammen und sind, wie die Grundcurve, von der dritten Ordnung und von der 
sechsten Klasse. 

Zusatz (1). Als Ort der Schnittpunkte y oder der Doppelpunkte der zerfallenden Kegel- 
schnitte in dem Netze der conischen Polaren kann die Hesse ^ohe Curve auch als JaeöbV^Qhe Curve 
betrachtet werden (vergl. den Abschnitt: Die ebenen Cunen, VI, 8.). 

Auf ganz ähnliche Weise kann man auch die Cayleij sehe Curve als Einhüllende der Geraden 
betrachten, in welche diese Kegelschnitte des Netzes zerfallen (s. unten 4.). Von dieser Seite 
betrachtet wird sie auch als Hermitesehe Curve bezeichnet [Hermite, Crelle's J., Bd. 57, 1860, S. 371; 
Bosanes, Math. Ann. Bd. 6, 1873, S. 264; Gundelfinger, Crelles J. Bd. 80, 1875, S. 73). 

Zusatz (2). Die Grundcurve hat also mit ihrer Hessesehen Curve 3x3 gemeinschaftliche 
Schnittpunkte und 6X6 gemeinschaftliche Tangenten. Von den letzteren fallen aber 18 mit den 
9 Wendepunktstangenten zusammen, so dass nur 27 gemeinschaftliche Tangenten verschieden sind 
(vergl. unten 4. Zusatz (0)). 

(b) Alle Doppelpunkte der Grundcurve u liegen auch auf der Hesse'sehen H{u). 
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(e) Die Hesse sehe Curve II {u) ist der geometrische Ort aller jener Punkte, welche in Bezug 
auf das in 2. (b) erwähnte Kegelschnittnetz conjugirte Pole haben, das heisst, deren (gerade) 
Polaren sich in einem Punkte schneiden, und zugleich der Ort dieser conjugirten Pole selbst. 

Die nicht auf der ire^^e'schen Curve liegenden Punkte haben in Bezug auf das Netz keine 
conjugirten Pole, es sei denn, dass letzteres in einen Büschel ausarte. 

(d) Je zwei Punkte der Ilesse'schen Curve gehören demnach so zusammen, dass in 
Bezug auf die Grundcurve dritter Ordnung die aus dem Geradenpaare bestehende conische Polare 
des einen in dem andern ihren Doppelpunkt (Schnittpunkt) hat, und dass in Bezug auf das Kegel- 
schnittnetz (oben 2. (b)) der eine der conjugirte Pol des andern ist. Solche Punkte heissen deshalb 
conjugirte Pole der Hesse'schen Curve (vergl. unten 10, Zusatz). 

Zusatz (1). In den Doppelpunkten der Grundcurve u fallen also je zwei conjugirte 
Pole der Hesse' sehen Curve n{u) zusammen. 

Zusatz (2). Je zwei conjugirte Pole der Hesse'schen Curve sind correspondirende 
Punkte, haben also einen gemeinschaftlichen Tangentialpunkt, und dieser ist ebenfalls conjugirter 
Pol zu dem Punkte, in welchem die Hesse'sche Curve von der Verbindungslinie der erstgenannten 
Pole getroffen wird. 

Zwei Paare conjugirter Pole sind correspondirende Punktepaare, bilden also ein Qua- 
drupel (oben DI, 3.). 

Zusatz (3). Wird die Hessesche Curve von einer beliebigen Graden geschnitten, so bilden 
die drei Schnittpunkte mit ihren conjugirten Polen ein vollständiges Vierseit von der Art, dass 
je zwei conjugirte Pole auf einer Diagonale liegen (Creniona, Einleitung, no. 134). Hält man also 
einen der sechs Scheitelpunkte fest, während die andern sich ändern, so beschreiben die beiden 
durch ihn gehenden Seiten eine quadratische Involution (Cayley in Liouvilles J. t. 9, 1844, p. 290). 

4. Die Cayley sehe Curve einer Grundcurve dritter Ordnung erhält man, indem man einen 
Pol der letzteren die Hesse'sehe Curve beschreiben lässt. Während nämlich seine gerade Polare 
dieselbe Hesse'sehe Curve einhüllt, als Tangente im conjugirten Pole, hüllt seine conische Polare 
(das polare Geradenpaar) eine Curve sechster Ordnung und dritter Klasse ein. 

Diese Curve wurde von Cayley [LiouviUes S, t. 9, 1844, p. 285 ss., Papers, vol. I, p. 183 
und 586; und Phil. Trans, vol. 147, 1857, Papers, vol. ET, p. 381 ss.) untersucht und durch P 
(= „Pippian") bezeichnet, von Cremona (Einleitung, no. 133, b) jedoch die Cayley sehe Curve der 
Grundcurve genannt. 

Zusatz (1). In der zweiten dieser Abhandlungen (Papers, vol. n, p. 416) gibt Cayley 
neun geometrische Definitionen oder Erzeugungsweisen seiner Curve. 

Bei derselben Gelegenheit fand Cayley noch eine zweite Curve dritter Klasse, für die er 
aber noch keine befriedigende geometrische Definition zu geben vermochte. Er bezeichnete sie 
deshalb vorläufig mit Q (= „Quippian"). 

Zusatz (2). Eine Gerade hat in Bezug auf eine Grundcurve dritter Ordnung vier ver- 
bundene Pole, nämlich die vier Grundpunkte der conischen Polaren ihrer unendlich vielen 
Punkte (oben 2. (a)). 

Bildet man aus den vier Grundpunkten ein vollständiges Vierseit, so erscheint die Hesse sehe 
Curve als der Ort der (drei) „Diagonalpunkte", und die Cayley sehe Curve als die Einhüllende 
der (vier) Seiten (Cremona, Einleitung, no. 133, d). 

Beschreibt die erwähnte Gerade einen Strahlenbüschel, so beschreiben die vier Grund- 
punkte die conische Polare seines Mittelpunktes (Trägers). 

Ist die genannte Gerade Tangente der Hesse' sehen Curve, so fallen zwei ihrer ver- 
bundenen Pole zusammen, bilden also einen Doppelpol. Ist sie aber Wendepunktstangente der 
Hesse sehen Curve, so fallen drei ihrer verbundenen Pole zusammen und bilden einen drei- 
fachen Pol. 
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Dieser vielfache Pol liegt wieder auf der Hesseschen Curve und bildet den conjugirten 
Pol des Berührungspunktes der Tangente. Die zwei einfachen Pole der Tangente aber liegen auf 
der Caylcy'schen Curve und sind die Berilhrungspunkte ihres erzeugenden polaren Geradenpaares. 

Zusatz (3). Verbindet man diese beiden Berührungspunkte auf der Cayley' sehen Curve 
durch eine Gerade, so ist dieselbe wieder Tangente an die Cayley sehe Curve. Man nennt deswegen 
dieses polare Geradenpaar correspondirende Tangenten der Cayley sehen Curve. 

Zusatz (4). Die Verbindungslinie zweier conjugirten Pole der Hesse'schen Curve 
ist ein Theil einer conischen Polare und als solcher Tangente der Cayley'sehen Curve, und zugleich 
die gemischte gerade Polare je eines der conjugirten Pole mit ihrem gemeinschaftlichen Tan- 
gentialpunkte. 

Sie wird durch den Berührungspunkt auf der Cayley sehen Curve und den dritten Schnitt- 
punkt mit der Hesse'schen Curve harmonisch getheilt. 

Zusatz (5). Ist aber einer der beiden conjugirten Pole der Hesse'sehen Curve (also auch 
der Grundcurve) ein Wendepunkt, so ist die Verbindungslinie derselben, in dem zum Wende- 
punkte conjugirten Pole, gemeinschaftliche Tangente an die J/e^^e'sche und Ga^fe^sche Curve. 
Die letzteren berühren sich also in den neun zu den Wendepunkten der Hesse sehen Curv^e con- 
jugirten Polen und haben ausser diesen keinen gemeinschaftlichen Punkt. 

Die neun Wendepunkte der Grundcurv^e haben also die Eigenschaft, dass ihre Tangenten 
identisch sind mit den neun gemeinschaftlichen Tangenten der Hesse sehen und Cayley sehen Curve, 
und dass ihre „harmonischen Polaren" identisch sind mit den neun Rückkehrpunkts tangenten der 
Cayley sehen Curve (vergl. oben V, 2.). 

Zusatz (6). Nach 3. (a) Zusatz (2) hat die Grundcurve ausser diesen neun Wendepunkts- 
tangenten mit der Hesse sehen Curve noch 18 Tangenten gemeinschaftlich, und zwar sind deren 
Berührungspunkte die 18 Schnittpunkte der Grundcurve mit ihrer Cayley sehen Curve. 

5. Der begleitende Kegelschnitt. Nach der allgemeinen Theorie (Die ebenen 
Curven VI, 7.) sind die Berührungspunkte der sechs von einem beliebigen Punkte x an die Curve 
dritter Ordnung gelegten Tangenten die sechs Durchschnitte der conischen Polaren des Punktes x 
mit der Curve. Diesen sechs Berührungspunkten entsprechen sechs „Tangentialpunkte" (oben IE, 1.), 
welche auf einem zweiten Kegelschnitte liegen, dem sogenannten begleitenden Kegelschnitte 
{Cremona, Einleitung, no. 138). 

Zusatz (1). Liegen drei dieser Bei-ührungspunkte auf einer Geraden, so liegen auch ihre 
drei Tangentialpunkte auf einer Geraden, der sogenannten begleitenden Geraden, während der 
Schnittpunkt dieser beiden Geraden der begleitende Punkt heisst. 

In diesem Falle besteht die conische Polare aus einem Geradenpaar und der begleitende 
Kegelschnitt aus den zwei begleitenden Geraden. Der Punkt x liegt auf der Hesse'sehen Curve, 
und sein conjugirter Pol ist der gemeinschaftliche Durchschnittspunkt sowohl des polaren als 
auch des begleitenden Geradenpaares, also auch der gemeinschaftliche begleitende Punkt des 
polaren Geradenpaares. 

Während also das polare Geradenpaar (die conische Polare) die Cayley sehe Curve einhüllt, 
beschreibt sein gemeinschaftlicher begleitender Punkt die Hesse sehe Curve. 

Zusatz (2). Liegt überdies der Punkt x auf der Grundcurve, so ist er 6in Wendepunkt, 
und die Gerade, welche die Berührungspunkte der drei von ihm aus gezogenen Tangenten ver- 
bindet, ist seine harmonische Polare (s. oben V, 2.). 

Zusatz (3). Die conische Polare eines Punktes x und der begleitende Kegelschnitt 
verhalten sich ähnlich zu einander, wie die Hesse sehe und die Cayley' sehe Curve, indem sie sich 
nicht schneiden, sondern berühren (s. oben 4. Zusatz (5)), und zwar an zwei Stellen. 

Ihre Berührungssehne hat die Eigenschaft, in dreifachem Sinne die gerade Polare 
des Punktes x zu sein, erstlich in Bezug auf die Grundcurve, dann in Bezug auf die conische 
Polare von Xy und endlich in Bezug auf den begleitenden Kegelschnitt. 
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6. Jede Curve dritter Ordnung kann als Hessesche Curve betrachtet werden, und zwar 
im Allgemeinen in Bezug auf drei verschiedene (syzygetische, s. unten VTII, 2.) Grundcurven 
(vergl. Hesse, Grelles J. Bd. 28, 1844, S. 89). 

Ihre conjugirten Pole und folglich auch die zugehörige Cayley sehe Curve sind aber für die 
drei Grundcurven verschieden. 

Zusatz (1). Jeder dieser drei Grundcurven entspricht (nach 2. (b)) ein Netz von 
conischen Polaren, so dass jede Curve dritter Ordnung die gemeinschaftliche Hesse'sche Curve 
dreier Kegelschnittnetze ist, und also (nach 3.) auf drei verschiedene Weisen der geometrische 
Ort conjugirter Pole mit gemeinschaftlichem Tangentialpunkte {Hesse, Grelles J. Bd. 36, 1848, 
S. 148—152). 

Zusatz (2). lieber diejenigen Kegelschnitte der drei Netze, welche mit der gegebenen 
Curve dritter Ordnung eine mehrpunktige Berührung eingehen, sehe man Gremona (Einleitung, no. 150). 

C. Polkegelschiiitte von Geraden. 

Vorbemerkung. Die Polkegelschnitte findet man hei Greniom (Einleitung, no. 136 ff.) unter 
dem Namen Poloconiken behandelt. 

7. Gremo^m unterscheidet zwischen dem gemischten Polkegelschnitt zweier Geraden 
und dem reinen (oder gemeinen) Polkegelschnitt einer Geraden. 

(a) Beschreibt ein Pol einer Curve dritter Ordnung u eine Gerade G, so beschreibt seine 
conische Polare einen Kegelschnittbtischel. Zugleich beschreibt der Pol einer zweiten Geraden G' 
in Bezug auf diesen Büschel einen Kegelschnitt, den sogenannten gemischten Polkegelschnitt 
der beiden Geraden. 

Zusatz (1). Sind die Gleichungen der beiden Geraden: 

G =a^y, +«2^2 + «3^3=^0, 
G' = a[y^ +«2^2 + «3^3 = 0, 
so ist die Gleichung ihres gemischten Polkegelschnittes: 



a, a^ % 

a[ w,, w,2 f/,3 

«2 ^21 <*22 ^h^ 

% ^h\ **32 **33 



= 0, 



wo die Zeiger von w, wie- oben in 1., Ableitungen nach den homogenen Veränderlichen bedeuten. 

Zusatz (2). Der Polkegelschnitt ändert sich nicht, wenn man G mit G' vertauscht. Die 
Eigenschaften dieser beiden Geraden sind also reciprok. 

(b) Fallen aber beide Geraden in eine zusanmien (so dass a' =^a), so ist dieser Kegel- 
schnitt der reine Polkegelschnitt dieser Geraden. 

Zusatz (l). Der Name soll andeuten, dass der Kegelschnitt alle Pole der Geraden in Bezug 
auf den Kegelschnittbüschel enthält. 

Zusatz (2). Berührt die Gerade G die Grundcurve, so berührt sie auch ihren reinen 
Polkegelschnitt in demselben Berührungspunkte. 

Zusatz (3). Die Tangenten, welche den reinen Polkegelschnitt der Gerden G einhüllen, 
sind für die Punkte dieser Geraden sowohl die zweiten Polaren in Bezug auf die Grundcurve, als 
auch die (ersten) Polaren in Bezug auf den erwähnten Kegelschnittbüschel (s. oben S. 199, 2. (b) 
für r =:^ 5 = 1). 

8. Die beiden reinen Polkegelschnitte zweier Geraden werden also von der geraden 
Polare des Durchschnittspunktes der beiden Geraden zugleich berührt, und der gemischte Pol- 
kegelschnitt derselben zwei Geraden geht durch die beiden Berührungspunkte dieser gemein- 
schaftlichen Tangente. 
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9. Wählt man auf dem gemischten Polkegelschnitte zweier Geraden einen beliebigen 
Punkt m und construirt in Bezug auf die Grundcurve seine conische Polare 5«, so sind die beiden 
Geraden in Bezug auf diesen letztern Kegelschnitt conjugirte Gerade, das heisst, jede geht durch 
den Pol der andern. Der Satz gilt auch umgekehrt: Sind die beiden Geraden in Bezug auf Sm 
conjugirt, so liegt der Pol m der conischen Polare Sm auf ihrem gemischten Polkegelschnitt. 

Zusatz (1). Fallen beide Gerade in eine zusammen, so berührt dieselbe den Kegel- 
schnitt Sm. 

Zusatz (2). Wählt man den Punkt m ganz beliebig, so sind die beiden von m aus an 
den reinen Polkegelschnitt der Geraden G gezogenen Tangenten die geraden Polaren der beiden 
Punkte, in welchen die conische Polare Sm von der Geraden G geschnitten wird. 

Zusatz (3). Liegt also m auf dem reinen Polkegelschnitt, so fallen sowohl die beiden 
Tangenten, als auch die beiden Schnittpunkte zusammen, das heisst, Sm wird von G berührt, und 
dieser Berührungspunkt ist der Pol der Tangente in m (vergl. oben Zusatz (1)). 

10. Besteht der reine Polkegelschnitt der Geraden G aus dem System zweier 
Geraden, die sich in m schneiden, so geht die conische Polare 5« von m (nach S. 199, 2. (c)) 
durch alle Punkte der Geraden G, besteht also aus dieser Geraden und noch einer andern. Um- 
gekehrt: besteht die conische Polare eines Punktes m aus zwei Geraden, so zerfallen die reinen 
Polkegelschnitte dieser beiden Geraden in zwei Geradenpaare, die in w ihren gemeinschaftlichen 
Schnittpunkt haben. 

Zusatz. Während demnach die Cayley sehe Curve die Einhüllende aller jener Geraden ist, 
deren Polkegelschnitte aus Geradenpaaren bestehen, ist die Hesse'sehe Curve die Einhüllende dieser 
Polkegelschnitte selbst und zugleich der Ort ihrer Doppelpunkte. 

11. Die Hessesehe Cui've wird wie von der Cayley'sehen, so auch von den reinen Pol- 
kegelschnitten beliebiger Geraden nicht geschnitten, sondern berührt, und zwar in den drei 
Polen, welche den drei Schnittpunkten der Geraden mit der Hesse'sehen Curve conjugirt sind. 

Diese drei Berührungspunkte liegen zugleich auf allen gemischten Polkegelschnitten 
dieser und irgend einer andern Geraden. Die sechs conjugirten Pole der sechs Schnittpunkte 
zweier Geraden (oder auch eines Kegelschnittes) mit der Hesse'sehen Curve liegen also auf einem 
und demselben Kegelschnitte (Cremona, no. 137). 

Zusatz (1). Nur wenn der Polkegelschnitt aus zwei Geraden besteht, das heisst, aus den 
Tangenten zweier conjugirten Pole, ist einer der drei Punkte nicht Berührungspunkt, sondern 
gemeinschaftlicher Schnittpunkt (Tangentialpunkt) dieser Tangenten. 

Zusatz (2). Da jede Curve dritter Ordnung als Hesse'sehe Curve betrachtet werden kann, 
und zwar in Bezug auf drei verschiedene Grundcurven, so theilen sich alle Kegelschnitte, welche 
eine Curve dritter Ordnung in drei (verschiedenen) Punkten berühren, in drei Klassen, das heisst, 
sie bilden drei Systeme von (reinen und gemischten) Polkegelschnitten beliebiger Geraden, ent- 
sprechend den drei Grundcurven. In jedem Systeme befinden sich die Polkegelschnitte aller 
Geraden, aber in den verschiedenen Systemen ordnen sie sich verschiedenen Geraden zu. 

Zusatz (3). Wird eine der Geraden einfache Tangente oder Wendepunktstangente 
an die Hesse'sehe Curve, so hat ihr Polkegelschnitt bezüglich eine vierpunktige oder sechs- 
punktige Berührung mit der Hesse'sehen Curv^e. Der ersteren gibt es unendlich viele, der letzteren 
aber in jedem der drei Systeme nur neun. Diese letzteren 27 Punkte sind zugleich die Berührungs- 
punkte der aus den neun Wendepunkten der Hesse sehen Curve an diese gelegten Tangenten (vergl. 
oben m, 6. (e)). 
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VIII. Hauptstflck. 

Büschel und Netze cubischer Curven. 

1. Ein Büschel oder ein Netz von Curven dritter Ordnung ist (nach I, 1.) bezüglich durch 
acht oder sieben Punkte bestimmt. Ebenso ist eine Schaar oder ein Gewebe von Curven 
dritter Klasse bezüglich durch acht oder sieben Tangenten bestimnit. 

Zusatz (1). Die Curven eines Büschels dritter Ordnung haben höchstens zwölf Doppel- 
punkte. Diese Doppelpunkte haben in Bezug auf den ganzen Büschel dieselbe gerade Polare, 
und heissen nach Salmon (H. P. C. art. 190-194) die „kritischen Mittelpunkte des Büschels" (vergl. 
oben VI, 4.). 

Zusatz (2). Die Curven eines Netzes dritter Ordnung haben unendlich viele Doppel- 
punkte. Der Ort derselben ist eine Curve sechster Ordnung, nämlich die Hesse' sehe Curv^e des 
Netzes, in Steiners Vorlesungen auch Tripelcurve genannt (s. oben: Die ebenen Curven, VI, 8.). 

Diese Tripelcurve enthält auch alle Gruppen von je sieben Punkten, welche das Netz 
bestimmen. In jeder Gruppe von je sieben Bestimmungspunkten hat sie selbst sieben Doppel- 
punkte und gemeinschaftliche Tangenten mit allen jenen Curven, welche daselbst ebenfalls Doppel- 
punkte haben. 

Sind die sieben Bestimmungspunkte des Netzes die Schnittpunkte einer Cur\^e dritter Ordnung 
mit drei Geraden, welche von einem ihrer Wendepunkte aus gezogen sind, so ist dieser Wende- 
punkt zugleich Wendepunkt des ganzen Netzes. 

Polglich hat jede Curve dritter Ordnung, welche durch alle neun Wendepunkte einer 
andern Curve dritter Ordnung geht, diese neun Wendepunkte selbst zu Wendepunkten 
{Salmon, H. P. C. art. 172—173). 

2. Die neun Wendepunkte einer Curve dritter Ordnung sind nicht von einander un- 
abhängig, indem eine zweite Curve dritter Ordnung, welche durch acht derselben geht, auch durch 
den neunten gehen muss. Nach 1., Zusatz (2), haben beide Curven dieselben neun Wendepunkte. 

Ein Büschel solcher Curven mit gemeinschaftlichen Wendepunkten als Träger 
heisst nach Cayley syzygetisch und kann dargestellt werden durch die Gleichung: 

u + XU(u) = 0, 

in welcher u irgend eine Curve dritter Ordnung und H[u) ihre HessescYie Curve bedeutet. 

Zusatz (1). Zu den Curven dieses Büschels gehören auch die vier Wendepunkts- 
dreiseite, die sogenannten dreiseitigen Curven des Büschels (Cremana, Einleitung, no. 140). Da 
dieselben zusammen zwölf Doppelpunkte haben, so hat (nach 1., Zusatz (D) keine der übrigen 
Curven eines solchen Büschels einen Doppelpunkt. 

Zusatz (2). In dem syzygetischen Büschel sind auch die Hesse'schen Curven aller seiner 
Curven enthalten, das heisst, man kann immer die Umwandlung bewirken: 

II[u + JiH{u)] = u + iiHiu). 

Es kann demnach im Allgemeinen jede Curve des Büschels als Hesse'sche Curve dreier 
verschiedener Curven des Büschels betrachtet werden (s. oben VII, 6.). 

Ausgenommen sind die vier Wendepunktsdreiseite, welche nur je einer Gnindcurv'e 
entsprechen. Je drei Wendepunktstangenten dieser einen Grundcurve schneiden sich in der Ecke 
des betreffenden Dreiseits, welche der die drei Wendepunkte enthaltenden Seite gegenüber liegt. 

Die diesen Wendepunktsdreiseiten entsprechenden vier Grundcurv^en bilden ein äqui- 
anharmonisches System. 

Ausserdem gibt es in dem syzygetischen Büschel noch ein System von sechs harmonischen 
Cur\'en, deren jede die Hesse sehe Curve ihrer eigenen Hesse' sehen Curve ist (Cremona, Einleitung, 
no. 144—145, wo auch auf Salmons H. P. C. verwiesen ist). 
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Zusatz (3). Alle Curven eines syzygetischen Büschels haben für denselben Wendepunkt 
auch dieselbe „harmonische Polare". Die drei harmonischen Polaren dreier auf einer Geraden 
liegenden Wendepunkte schneiden sich in der gegenüber liegenden Ecke des Wendepunktsdreiseits, 
welchem jene Gerade angehört. Die Gerade ist zugleich die gerade Polare der gegenüber 
liegenden Ecke für alle Curven des Büschels. 

Zusatz (4). Ueber involutorische Punkt- und Strahlensysteme, die sich in Bezug auf 
die Wendepunkte bilden lassen, vergleiche man Cretnonas Einleitung (no. 139 und 142-144). 

3. Dem Curvenbüschel dritter Ordnung mit gemeinschaftlichen Wendepunkten als Trägern 
entspricht dualistisch eine Curvenschaar dritter Klasse mit gemeinschaftlichen Rückkehr- 
punktstangenten als Trägern (vergl. Clebsch-Lindemann, I, S. 515). 

Zusatz (1). Ist ti = die Gleichung einer Curve dritter Ordnung, und t;=:0 die Gleichung 

ihrer Cayley^chen Curve dritter Klasse, so entspricht dem Curvenbüschel mit gemeinschaftlichen 

Wendepunkten : 

u + XH{u) = 

die Curvenschaar mit gemeinschaftlichen Rückkehrpunktstangenten: 

V + XH(v) := 0, 

als die Gesammtheit der Cayky sehen Curven jenes Büschels. 

Den vier „dreiseitigen" Curven des Büschels entsprechen vier „dreipunktige" Curven der 
Schaar, bestehend aus den Eckpunkten jener Dreiseite. 

Zusatz (2). Wie aber in dem Curvenbüschel die Wendepunktstangenten verschieden 
sind, so sind in der Curvenschaar die Rückkehrpunkte verschieden. 



IX. Hauptstück. 

Eintheilung der Curven dritter Ordnung. 

Vorbemerkung (1). Die Eintheilung der Curven dritter Ordnung ist versucht worden 
von Newton (Enumeratio, zuerst erschienen 1704), Huler (Introductio, 1748, 11, cap. 9), Flücker 
(S. A. G.. 1835, III, § 5), 3röhius (Werke, Bd. H, S. 91 ff. und 173 ff.), Sdmon (H. P. C. art. 195 ss.) 
und Cayley (Cambr. Trans, vol. 11, P. I, 1866; Papers, vol. V, p. 354). 

Diese Eintheilungen sind sehr verschieden ausgefallen, weH sie ganz oder theilweise von 
verschiedenen Gesichtspunkten aus gemacht wurden. 

Vorbemerkung (2). Ein Eintheilungsprincip wird für um so besser gehalten, je mehr 
es die Gattungen und Arten der Curven auf eine übersichtliche Anzahl beschränkt und je weniger 
Willkürlichkeiten es bei der Aufstellung derselben zulässt. 

Newton scheint eine eigentliche Eintheilung nicht angestrebt, sondern sich mit einer blossen 
„Aufzählung" verschiedener Curvengestalten begnügt zu haben. Sein Eintheilungsprincip wird von 
Eulcr (§ 236) nicht gebilligt, da es zu viele Arten zulasse und Willkürlichkeiten nicht ausschliesse. 

Plücker (no. 210) hingegen meint: „Das Euler sehe Eintheilungsprincip scheint keineswegs 
so absolut bestimmt, als am angeführten Orte § 236 behauptet wird." 

Clebseh hinwiederum sagt (z. G. an J. Plücker, S. 22): „Es scheint, dass das von Plücker 
gewählte Eintheilungsi)rincii) kein glückliches war, in so fern dabei die Zahl der zu untersuchenden 
Gestalten sehr gross wird und dieselben sich nicht übersichtlich gruppiren." 
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Nach Cayley (a. a. 0.) sollte überhaupt die Betrachtung der unendlichen Curvenzweige 
nicht das Haupteintheilungsprincip bilden, wie bei Newton, Etder und PUicker, sondern nur ein neben- 
sächliches. Nach ihm ist die richtige Eintheilung auf die Centralprojektion zu bauen, wodurch 
der Unterschied der Curven nach ihren Singularitäten mehr zur Geltung kommt. 

Dieser Weg war allerdings schon von Newton angebahnt und später gleichzeitig (1852) von 
MÖbius und Salmon betreten worden. Er wurde von Cayley weiter ausgebildet, ist aber noch 
keineswegs zur Vollendung gelangt. 

Vorbemerkung (3). Eine Eintheilung der Curven dritter Klasse scheint noch nicht 
versucht worden zu sein. 



A. Die Eintheilung nacli den unendliclien Curvenzweigen. 

L Newton suchte die Eintheilung wie bei den Kegelschnitten zu bewirken, indem er die 

allgemeine Gleichung dritten Grades auf gewisse Hauptfälle (casus) zurückführte. Er fand 
die folgenden vier: 

(I) xy^ -\- ey = ax^ + hx^ -\- ex i- d, 

(II) xy = ax^ + bx^ -}- ex + d, 

(DI) y^ = ax^ + bx^ + ex + d, 

(IV) y = ax^ -{- bx^ + ex + d. 

Aus diesen vier Fällen bildete Newton 14 Abtheilungen, von welchen 11 auf den ersten und je 
eine auf die übrigen kommen. 

Diese 14 Abtheilungen endlich wurden von Neivton in 72 Arten (species) getheilt, denen 
bpäter noch vier hinzugefügt wurden von Stirling (Illustratio, 1717) und zwei weitere von Gramer 
und Murdoch (vergl. Cayley, a. a. 0.), so dass man nach dem Newtonschen Eintheilungsprincip 
78 Arten hat. 

Zusatz (1). Newton erhält seine 72 Arten, indem er die Gleichungen nach y auflöst und 
die verschiedenen Fälle untersucht, welche hinsichtlich der Wurzeln des Radikanden in dieser 
Auflösung möglich sind. Er richtet bei der Aufzählung sein Augenmerk besonders auf die Anzahl 
der Asymptoten und Durchmesser. 

Zusatz (2). Der Fall (I) hat die drei Asymptoten: 

a; = 0, y = xVä-] 7=, y= — xVä 



2V^' ^ 2Vä' 

Newton bezeichnet die Curven dieses Falles (mit Rücksicht auf ihre Asymptoten) als Hyperbeln, 
und zwar als überschüssige oder mangelhafte oder parabolische, je nachdem a>0 oder 
<I0 oder = ist, das heisst, je nachdem die Curve lauter reelle Asymptoten hat, oder zwei 
imaginäre oder endlich zwei im Unendlichen zusammenfallende. 

Den besonderen Fall: a = 0, 6 = 0, mit der Curvengleichung: 

^y* + ey =: ex -\- d 

bezeichnet iVi?M^^on als „Hyperbolismus" des Kegelschnittes 

y« + ey = cx^ -f dx, 

das heisst als eine Curve, welche aus dem Kegelschnitt hervorgeht, wenn man y durchweg ersetzt 
durch xy. Nach den drei Arten dieses Kegelschnittes heisst auch der Hyperbolismus hyper- 
bolisch, oder elliptisch oder parabolisch, je nachdem c>0 oder <;0, oder = ist. 

Zusatz (3). Der Fall (II) gibt die Neivton sehe „Dreizackcurve" mit zwei hyperbolischen 
und zwei parabolischen Zweigen. Sie wird auch die Deseartes' sehe Parabel genannt. Ihre Gleichung 
kann auf die homogene Form gebracht werden: x^ + pxy + q^ = 0. 

Zusatz (4). Der Fall (10) gibt die fünf divergenten Parabeln: die glockenförmige mit 
Oval, diejenige mit Verzweigungsknoten, diejenige mit isolirtem Punkte, die zugespitzte (auch 
NeiT sehe oder semicubische genannt) und die rein glockenförmige. 
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Zusatz (5). Der Fall (IV) stellt die cubische Parabel dar mit der homogenen 
Gleichung : x^ = p^y, 

Zusatz (6). Eine ausführliche Erklärung der Newton'9>Qhen Eintheilungsweise geben Sdmon 
(H. P. C. art. 210), Cayley (a. a. 0.), Baur (Synthetische Eintheilung, 1888, Anhang und Beilage). 

Cayley (Encycl. Brit., 9th ed. „Curve", p. 723) stellt neben die Newton^ohe Gruppirung 
in 14 Abtheilungen eine andere nach dem Verhalten der Curven zur unendlich fernen Geraden 
in Bezug auf Schnitte und Berührungen in gewöhnlichen oder singulären Punkten. 

2. Eider (Introductio 1748, t. U, cap. 9) geht, wie Newton, von vier Hauptfällen aus, die 
sich dadurch unterscheiden, dass in der allgemeinen Gleichung dritten Grades die Glieder der 
dritten Dimension: ay^ + ßy^ + yV^^ + ^^^ 

(I) Einen reellen und zwei complexe Paktoren, 

(U) Drei reelle verschiedene Paktoren, 

(XU) Zwei reelle gleiche Paktoren, 

(IV) Drei reelle gleiche Paktoren 

haben. Er betrachtet aber, abweichend von Newton, ausschliesslich die Eigenschaften der unend- 
lichen Curvenzweige, ohne Rücksicht auf die Gestalt der Curve im Endlichen, und erhält auf 
diese Weise 16 Gattungen mit ihren zugehörigen Gleichungen. 

Zusatz. Cramer (Introduction, 1750) kommt nach demselben Eintheilungsprincip wieder auf 
14 Gattungen zurück, wie Newton, Plücker (no. 210) hingegen findet nach dem Euler sehen Princip 
19 Gattungen, und zeigt, wie dieselben sich in die Etder sehen zusammenziehen lassen. Endlich 
zeigt Cayley, wie man durch verschiedene Betrachtung der unendlichen Zweige eine Eintheilung 
in 7 oder auch in 13 Hauptarten aufstellen könne. 

3. Plücker (S. A. G. EI, § 5) nimmt, wie Etder, sein Eintheilungsprincip von der ver- 
schiedenen Annäherung der Curve an ihre Asymptoten, stützt sich aber dabei mehr auf die 
analytische Porm der Gleichungen, als auf die geometrische Gestalt der Curven. 

Er legt dabei die sechs verschiedenen PäUe von Asymptoten, die oben (in IV) aufgezählt 
wurden, als Hauptfälle zu Grunde, und theilt sie zusammen erst in 61 Gruppen und dann 
diese wieder in 219 Arten. Die Curven mit geradlinigen Asymptoten zerfallen nämlich in 
158 Arten, die mit parabolischen Asymptoten in 39, diejenigen mit zwei parallelen geradlinigen 
Asymptoten in 7, die mit semicubi-parabolischen Asymptoten in 13, und endlich die Dreizack- 
curve und die cubische Parabel in je eine. 

Zusatz (1). Die Plücker sehe Eintheilung wurde von Cayley (a. a. 0.) von neuem geprüft 
und mit der iS^eM;^on sehen verglichen. 

Zusatz (2). Plücker (no. 324) erwähnt auch eine Eintheilung in sechs Hauptarten, die sich 
auf die Betrachtung der drei reellen Wendepunkte stützt. 



B. Die Eintheilung durcli Projektion. 

4. Die Curven dritter Ordnung lassen sich durch Centralprojektion auf eine Ebene so 
umwandeln, dass beliebige ihrer singulären Curvenpunkte oder Tangenten ins Unendliche fallen. 
Von solchen Projektionen sind die folgenden beiden von Bedeutunng für die Eintheilung der Curven: 

(a) Man kann eine beliebige Curve so projiciren, dass ein Wendepunkt sammt seiner 
Tangente ins Unendliche fällt. Eine solche Cur\'e hat einen parabolischen Zweig und heisst 
nach Newton „divergirende Parabel". Die „harmonische Polare" des unendlich fernen Wende- 
punktes wird ein Durchmesser (im engeren Sinne) für alle Sehnen, welche der Richtung nach 
diesem Wendepunkte parallel sind (vergl. oben VI, Vorbemerkung (2)). Es ist dies der Neivton sehe 
Hauptfall, m, oder Abtheilung 13, mit den fünf Arten 67—71, in seiner Bezeichnung. 
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(b) Man kann die Cui've aber auch so projiciren, dass die „harmonische Polare" eines 
Wendepunktes ins Unendliche fällt. Der zugehörige Wendepunkt einer solchen Curve ist 
ein Mittelpunkt der Curve (im engeren Sinne; vergl. oben VI, Vorbemerkung (2)). Auch dieser 
Fall umfasst fünf Arten, nämlich Neivtons 27, 38, 59, 62 und 72. 

Zusatz (1). Man kann demnach auch umgekehrt alle Curven dritter Ordnung durch 
Centralprojektion der fünf divergirenden Parabeln oder auch der fünf Mittelpunkts- 
curven erhalten. 

Der erstere Theil dieses Satzes ist von Newton in seiner Enumeratio (V, Genesis Curvarura 
per Umbras) ausgesprochen worden (mit einfachem Beweise bei Mobius, Werke, Bd. n, S. 89 ff.), 
der letztere von Chasles (A. H. 1837, p. 146). Weder Newton noch Cliasles haben jedoch von diesen 
Sätzen zur Eintheilung der Curven dritter Ordnung Gebrauch gemacht (s. unten 8«, (a)). 

Zusatz (2). Die Gleichungen dieser beiden Curvengattungen lassen sich in folgender 
Gestalt schreiben (vergl. oben I.): 

Curven mit Durchmesser: y* = ax^ + Ix^ + ex + d, 
Curven mit Mittelpunkt: y = az^ + hx^y -\- cxy^ + dy^. 

5, Bei der projekti vischen Eintheilung der Curven dritter Ordnung erhält man zunächst drei 
Hauptfälle, die sich durch die Singularitäten der Curven unterscheiden. 

Behält man die früheren Bezeichnungen (S. 192—193) bei, so hat man die folgende Tafel 
(vergl. Flücker, A. C. ü, no. 74, und Salmon, H. P. C. art. 147): 
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6. Möhius (Sachs. Abh. Bd. 1, 1852, Werke, Bd. H, S. 91 ff. und 173 ff.) projicirt die Curven dritter 
Ordnung erst auf eine Kugelfläche (vergl. oben S. 77—78). Sein leitender Gedanke ist, alle jene 
Curven in eine Gattung zu bringen, welche einander coUinear sind, so dass jede Gattung durch 
eine einzige Curve auf der Kugelfläche vertreten ist. Eine Eintheilung der Gattungen in Arten 
würde dann dadurch geschehen, dass zu einer Art alle jene Curven gehören, welche zu einander 
affin sind. 

Aus den oben in 5, angeführten drei Hauptfällen leitet er sieben Gattungen ab. Die 
Fälle (11) und (III) liefern jeder eine Gattung, da alle Curven mit einem Knoten (d=l) unter 
sich coUinear sind, ebenso alle mit einer Spitze (q = 1). Im Falle (I) jedoch sind nur jene Curven 
unter sich coUinear, welche dieselbe „Charakteristik" haben, das heisst, eine gewisse Funktion 
ff von X, y, js;, welche sich von einer Curve zur andern ändert. 

Dieser erste Hauptfall zerfiele also nach dem Princip der CoUineation in unendlich viele 
Gattungen, was jeder Eintheilung widerstritte. Mohitis zerlegt daher diesen Fall nach den Grenzen, 
in welche die Charakteristik eingeschlossen ist, in fünf Gattungen: 

oc>r7>l; ff=U 1>^>0; 0>(7>-oc; g=±oc. 

Zusatz (1). Die Eintheilung ist jedoch von Mobius nicht weiter verfolgt worden. Namentlich 
fehlt bei ihm die Unterabtheilung in Arten. Die Untersuchung wurde später ergänzt von JBaur in 
seiner Schrift: Synthetische Eintheilung (Stuttgart, 1888). 

Zusatz (2). Baur (a. a. 0. § 3) geht aus von 5 „Hauptformen" von sphärischen Curven. 
aus welchen man die 5 „divergenten Parabeln" Newtons (oben !• Zusatz (4)) ableiten kann, indem 
man jede sphärische Curve derart vom Kugelmittelpunkte aus projicirt, dass die Projektionsebene 
parallel ist der Ebene des grössten Kreises, welcher die sphärische Curve in einem Paare von 
Wendepunkten berührt. 
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Seine dritte Hauptform, welche der Newton sehen „rein glockenförmigen Parabel" entspricht, 
theilt er in drei Fälle ein, so dass er wie Mobius 7 Gattungen erhält. Dieselben werden dann 
(§ 7—11) in 96 Arten getheilt, begleitet von ebenso vielen Zeichnungen, und mit den Newton^ sehen 
Arten verglichen (§ 12). 

Zusatz (3). Das Eintheilungsprincip der Collineation versagt aber auch hier theilweise, 
wie bei den Möhiussohen Gattungen, indem nur vier der sieben Gattungen aus lauter coUinearen 
Curven bestehen. 

7. Salmon (H. P. C. art. 195—209) geht ebenfalls von den drei Hauptfällen aus, die oben 
in 5, erwähnt wurden. 

(a) Den ersten Fall theilt er in zwei Arten, je nachdem die vier Tangenten von einem 
beliebigen Curvenpunkte aus entweder sämmtlich oder nur zur Hälfte reell oder imaginär sind. 
Die eine Art stellt eine zweitheilige Curve dar, mit einem geschlossenen Ovale und einem 
unendlichen Zweige. Die vier Tangenten von jedem Punkte des Ovals sind sämmtlich imaginär, 
und diejenigen von jedem Punkte des unendlichen Zweiges sind sämmtlich reell. Die andere Art 
gibt eine eintheilige Curve, mit zwei reellen und zwei imaginären Tangenten von jedem Curven- 
punkte aus. 

Den zweiten Fall theilt er ebenso in zwei Arten, je nachdem die Tangenten im Doppel- 
punkte reell oder imaginär sind. Im letztern Falle hat die Curve einen unendlichen Zweig mit 
isolirtem Punkte. 

Auf diese Weise erhält Salmon fünf Gattungen von Curven, welche sich auf die fünf 
„divergenten Parabeln" Newtons zurückführen lassen. 

(b) Jede dieser fünf Gattungen wird wieder in vier Hauptarten eingetheilt, je nach der 
Beschaffenheit der drei Schnittpunkte der Curve mit der unendlich fernen Geraden: 

(a) In der ersten Hauptart sind die drei Punkte reell und verschieden. 

Zwei Unterarten kann man hier unterscheiden, je nachdem die drei reellen Schnittpunkte 
zum unendlichen Zweige gehören oder zwei derselben zum Oval oder zur Schleife. 

iß) In der zweiten Hauptart ist ein Schnittpunkt reell, die beiden anderen sind imaginär. 

{/) In der dritten Hauptart ist ein Schnittpunkt reell und die beiden anderen fallen 
zusammen. 

Zwei Unterarten erhält man wieder, je nachdem die beiden zusammenfallenden Punkte 
einer Tangente oder einem Doppelpunkte angehören. Auch die Unterarten in (a) finden hier ihre 
Anwendung. 

(J) In der vierten Hauptart fallen alle drei Schnittpunkte zusammen. 

Zwei Unterarten hat man, je nachdem die drei Punkte einem Wendepunkt angehören oder 
einer einfachen Tangente im Doppelpunkt. 

Auf diese Weise führt Salmon die Arten der Curven dritter Ordnung auf dreissig zurück. 

Zusatz. Salmon (art. 203—209) gibt eine Beschreibung seiner einzelnen Arten mit 
begleitenden Zeichnungen und widmet einen eigenen Abschnitt (art. 212—216) den Cur\'en der 
zwei letzten Hauptfälle, das heisst vom Geschlechte Null, mit Verweisung auf Bosenow (Breslau, 
• 1873), Haase und Igel in den Math. Ann. (Bd. 2, 1870, S. 515, und Bd. 6, 1873, S. 633). 

8, Cayletj (a. a. 0.) schliesst sich im Wesentlichen der Mobius'schen Behandlungsweise an, 
indem er die CuiTen durch Kegel auf concentrische Kugeln projicirt. 

(a) Als Haupttypen wählt er die fünf „divergenten Parabeln" Newtons, betrachtet aber 
nicht so sehr diese Curven selbst, als vielmehr die fünf Kegel, welche durch dieselben gelegt 
werden können. Er bemerkt nämlich, wie alle Curven zweiter Ordnung Schnitte eines einzigen 
Kegels zweiter Ordnung seien, so seien alle Curven dritter Ordnung Schnitte von fünf ver- 
schiedenen Kegeln dritter Ordnung. 

Zusatz. Aus denselben fünf Kegeln kann man sowohl die fünf divergenten Parabeln als 
auch die fünf Mittelpunktscurven ableiten, je nach der Art und Weise des Schnittes (s. oben 4,). 
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(b) Cayky bezeichnet die fünf Kegel nach den Namen der fünf divergenten Parabeln 
(oben I. Zusatz (4)). Zum ersten Hauptfalle (I) oben in 5. gehören die zwei „glockenförmigen 
Parabeln" Newtons ohne Singularitäten, die eine ohne, die andere mit Oval. Ihre Kegel heissen 
nach Cayley simplex und comp lex. Die beiden anderen Hauptfälle (H) und (EI) liefern die drei 
übrigen Parabeln, die von Newton nach ihren Singularitäten punctata, nodata und cuspidata 
genannt werden und deren Namen sich unmittelbar auf ihre zugehörigen Kegel übertragen lassen. 

Die erste Art Kegel (simplex) wird von Cayley, nach dem Vorgange MurdocJis (Newton! 
Genesis curvarum per umbras, Londini, 1746), in drei Unterarten getheilt und als trilateral, 
neutral und quadrilateral unterschieden, je nach der Art und Weise, wie die Berührungs- 
ebenen in den drei reellen Inflexionslinien des einfachen Kegels den Raum abtheilen. 

Zusatz (1). Die Kegel dritter Ordnung lassen sich leicht diesen fünf Hauptgattungen 
unterordnen. 

Besteht nämlich ein Kegel aus einem einfachen Fächer (der eine concentrische Kugel 
in einer einzigen geschlossenen Curve schneidet), so gehört er im Allgemeinen zur ersten Gattung 
(simplex). Besteht der Kegel aus einem einfachen und einem Doppelfächer (welch letzterer 
eine concentrische Kugel in einer Zwillingscurve schneidet), so gehört er zur zweiten Gattung 
(complex). 

Die übrigen drei Gattungen sind singulär und bestehen in Ausartungen der zweiten 
Gattung. Artet nämlich der Doppelfächer in eine gerade Linie aus, so hat man den Kegel, 
welcher der Netvtonscheu punctata entspricht. Vereinigt sich der Doppelfächer mit dem ein- 
fachen, so entspricht der Kegel der Newton sehen nodata. Treten aber die genannte Ausartung 
und Vereinigung zugleich auf, so entspricht der Kegel der Newton sehen cuspidata.*) 

Zusatz (2). Cayley (no. 2—5) zählt im Einzelnen auf, wie sich sowohl die neun Inflexions- 
linien, als auch die vier Berührungsebenen durch eine erzeugende Gerade für die fünf Gattungen 
von Kegeln verhalten. Sind diese Fälle einmal erkannt, so lehrt ein Blick auf die Figuren (bei 
Newton, Flücher, Baur etc.), welcher Kegelgattung eine gegebene Curve angehört. 

(c) Eine weitere Unterabtheilung der fünf Kegel gibt Cayley (no. 12—33), gestützt auf 
die Flacker sehe Gleichung (oben IV, I.): 

X)qr -f jii5 = 0, 

und liefert damit den Stoff für eine künftige Eintheilung der Curven dritter Ordnung nach 
seinem Gesichtspunkte. 



*) Cayley nonnt diese drei letzteren Gattungen von Kegeln bezüglich acnodal, crunodal, cuspidal. Vergl. die 
Anmerkung S. 187. 



IX. -A^bsclmitt. 

Die ebenen Curven vierten Grades. 

(Plücker's A. C; Salmms H. P. C; Hesse', Cayley] Zeuthen.) 



Vorbemerkung (1). Die Ueberschrift dieses Abschnittes soll andeuten, dass derselbe seiner 
Anlage nach die Curven vierter Ordnung und vierter Klasse umfassen sollte. Doch findet man 
über die letzteren noch kaum irgend welche Andeutungen. 

Vorbemerkung (2). Auch die Untersuchungen über die Curven vierter Ordnung sind 
noch sehr spärlich und beschränken sich hauptsächlich auf die Doppelpunkte und Doppel- 
tangenten. 

L Hauptstück. 

Allgemeine Eigenschaften. 

1. Die Gleichung einer Curve vierter Ordnung {n = 4t) ist im Allgemeinen durch 
^(w + 3) = 14 unabhängige Bedingungen vollständig bestimmt. 

In der symbolischen Gestalt von Aronhdd und Clehsch (Synopsis, Bd. I, S. 230) lautet dieselbe: 

f(^v ^r ^3) = (^1^1 + «2^2 + h^^y = al = 0. 

Zusatz (1). Die Anzahl der Constanten vermindert sich bezüglich auf 13, 12, 11, wenn 
die Curve 1, 2, 3 Doppelpunkte hat. 

Zusatz (2). Die Curve vierter Ordnung hat drei Ausartungen, für welche das Gleichungs- 
polynom in zwei, drei oder vier rationale Paktoren zerfällt. Sie kann nämlich in zwei Kegel- 
schnitte zerfallen oder in eine cubische Curve und eine Gerade oder endlich in das System 
von vier Geraden. 

Zusatz (3). Ueber Curvenbüschel vierter Ordnung scheinen noch keine besonderen 
Untersuchungen angestellt zu sein, ebenso wenig über kanonische Gleichungsformen dieser Curven. 

2. Eine (nicht zerfallende) Curv^e vierter Ordnung ist höchstens viertheilig, wenn sie 
keinen Doppelpunkt hat. Hat sie einen, zwei oder drei Doppelpunkte, so ist sie bezüglich höchstens 
dreitheilig, zweitheilig oder eintheilig, das heisst einfach. 

Zusatz (1). Aus der unten (11, !•) folgenden Tafel ersieht man, dass die grösste Anzahl 
reeller Zweige, welche eine Curve haben kann, um Eins grösser ist als ihr Geschlecht (Sdmon, 
H. P. C. art. 248). Dabei sind aber als Doppelpunkte nicht die Schnittpunkte getrennter Zweige, 
sondern ein und desselben Zweiges anzusehen. 

Zusatz (2). Eine Curve vierter Ordnung hat höchstens vier auseinander liegende oder 
zwei ineinander liegende Zweige. 

84 
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Caylcy (Phil. Mag. vol. 29, 1865; Papors, vol. V, p. 468) stellt nämlich den Satz auf, dass 
jede Curve vierter Ordnung ohne Doppel- und Rückkehrpunkte entweder eine endliche Curve 
oder wenigstens die Projektion einer solchen sei, und zwar von einer der folgenden fünf Arten 
(vergl. den folgenden Zusatz): 

(a) Ein einzelnes Oval, 

(ß) Zwei Ovale, die ausserhalb einander liegen, 

(y) Zwei Ovale, die innerhalb einander liegen, 

(rf) Drei Ovale, die ausserhalb einander liegen, 

(f) Vier Ovale, die ausserhalb einander liegen, 

wobei der letzte Fall wieder in zwei Fälle unterschieden werden kann, je nachdem die vier Ovale 
so liegen, dass sie von ein und derselben Ellipse zugleich geschnitten werden können oder nicht. 

Zusatz (3). Die Curvenzweige sind entweder paar oder unpaar, je nachdem sie von 
einer geraden Linie in einer geraden Anzahl von Punkten getroffen werden oder in einer ungeraden. 

Die paaren Zweige, gleichviel ob endlich oder unendlich, werden von Caylcy und Salmon 
allgemein Ovale genannt, ein Ausdruck, der von ZeutJien in einem etwas engeren Sinne gebraucht 
wurde (vergl. unten Zusatz (5)). 

Zusatz (4). Zeuthen (Math. Ann. Bd. 7, S. 410 ff.) betrachtet insbesondere Curven ohne 
vielfache Punkte und bezeichnet als vollständigen Curvenzweig einen solchen, welcher von 
einem Punkte ohne Unterbrechung so durchlaufen werden kann, dass er jede Stelle nur einmal 
betritt und ^'zum Anfangspunkte zurückkehrt, wobei aber der Durchgang durch das Unendliche 
nicht als Unterbrechung gerechnet ist. 

Solche vollständige Zweige können paar oder unpaar sein. Ein paarer Zweig theilt die 
unendliche Ebene in einen inneren und einen äusseren Theil. 

Zusatz (5). Ferner nennt ZeutJien einen paaren Zweig mit r Doppeltangenten der ersten 
Art (s. unten IV, 4.) r-blättrig, und einen nullblättrigen Zweig Oval (s. oben Zusatz (3)). 

3. Ueber Schnitte und Berührungen der Curven vierter Ordnung mit geraden Linien 
hat man einige Sätze aus der allgemeinen Theorie der Curven. Besondere Untersuchungen scheinen 
darüber noch nicht angestellt zu sein. 

(a) Eine Curve vierter Ordnung wird von einer Geraden viermal einpunktig ge- 
schnitten, so wie auch eine Curve vierter Klasse von einem Punkte aus viermal geradlinig 
berührt wird. 

Zusatz. Eine Curve vierter Ordnung wird demnach von einer Tangente in zwei „Tan- 
gentialpunkten" geschnitten, so wie auch eine Curve vierter Klasse von einem Curvenpunkte aus 
(ausser der Tangente dieses Punktes) noch zweimal geradlinig berührt werden kann. 

(b) Eine Cui've vierter Ordnung ist im Allgemeinen von der zwölften Klasse, indem 
man von einem Punkte aus 

4.3 — (2(^ + 3?) 

Tangenten an dieselbe legen kann. Je nach der Anzahl Doppel- und Rückkehrpunkte kann aber 
die Klassenzahl bis auf drei herabsinken (s. unten 11, L). 

Zusatz. Von einem Curvenpunkte aus kann man also im Allgemeinen noch zehn 
Tangenten an die Curve legen, von einem Wendepunkte neun, wenn man die Tangente im Punkte 
selbst nicht mitzählt. 

i. Wie für Curven dritter Ordnung, gibt Steiner (Liaiwilles J. t. 11, 1846, p. 470; Werke, 
Bd. n, S. 373) auch für Curven vierter Ordnung ein Schliessungsproblem: 

„Hat eine Curve vierter Ordnung zwei Doppelpunkte P und Q, so lassen sich ihr in 
gleicher Weise Polygone ABCDE1\ . . einschreiben, deren Seiten abwechselnd durch jene festen 
Punkte P und Q gehen, und es findet dasselbe Gesetz statt: dass, wenn das Polygon sich schliesst. 
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es sich dann immer schliesst und dabei stets die nämliche gerade Seitenzahl 2h hat, man mag 
die erste Ecke A desselben in der Curve annehmen, wo man will." 

5, lieber die Erzeugung der Curven vierter Ordnung sind bis jetzt nur wenige Sätze 
bekannt. 

(a) Clmsles (Compt. Rend. t. 37, 1853, p. 272 ss.) gibt eine projektivische Erzeugung 
aus zwei homographischen Kegelschnittbüscheln: 

Durch Elimination von X erhält man nämlich die Curve vierter Ordnung: 

welche durch die acht Grundpunkte der beiden Büschel geht. 

Zusatz (1). Diese Gleichung hat 4 • 5 unabhängige Constanten, also 6 überzählige. 
Setzt man 5^^^ Z7, so erhält man die Salmonsche Darstellung der Curve mit 15 Constanten, 
die sich bei der Untersuchung der Doppelpunkte empfiehlt (s. unten in, Vorbem. (4)). 

Zusatz (2). ClujLsles zieht aus dem allgemeinen Satze den folgenden, indem er die Kegel- 
schnitte der beiden homographischen Büschel in Kreise übergehen lässt (a. a. 0. p. 437 ss.): 

Es seien zwei Gerade ab und a'V nach Lage und Grösse gegeben. Dann ist der Ort eines 

Punktes, von welchem aus die beiden Geraden unter den Winkeln ö und ö' erscheinen, die in der 

Beziehung stehen: 

atgötgd' + /Jtgö f rtgö' + (J=.0, 

eine Curve vierter Ordnung, welche durch die vier Punkte a, i, a\ V geht und zwei imaginäre 
Doppelpunkte im Unendlichen hat. 

Zusatz (3). Jonquüres (Paris. M^m. t. 16, 1862, p. 159 ss.) hat Cliasles Untersuchungen 
erweitert, indem er erst die Erzeugung der Curv^en vierter Ordnung mit Doppelpunkten behandelte 
und dann die allgemeine Curve vierter Ordnung aus 14 gegebenen Punkten. 

(b) Eine projektivische Erzeugung aus zwei homographischen Büscheln von bezüglich 
erster und dritter Ordnung erhält man aus der obigen (a), wenn man die S von der ersten 
und die U von der dritten Ordnung voraussetzt. Die erzeugte Curve vierter Ordnung geht wieder 
durch die Träger der beiden Büschel hindurch (Milinowski in SchlömiMis Zeitschrift, Bd. 23, 
1878, S. 211). 

Zusatz. An der angeführten Stelle findet man auch eine Reihe von Sätzen über die 
Polareigenschaften der Cur\^en vierter Ordnung, abgeleitet aus ihrer projektivischen Erzeugung. 

(c) Die erste Erzeugung der Curven vierter Ordnung mit Doppelpunkten stammt von 
Newton (Enumeratio VI, Theor. III). Lässt man zwei Winkel von gegebener Grösse sich um ihre 
festliegenden Scheitel drehen, so dass zwei ihrer Schenkel sich fortwährend auf einer Direktrix 
zweiter Ordnung schneiden, so schneiden sich die beiden anderen Schenkel im Allgemeinen auf 
einer Curve vierter Ordnung. Geht aber die Direktrix durch einen der beiden Scheitel, so ist die 
erzeugte Curve nur von der dritten Ordnung. 

Zusatz. Dieser Satz ist von Maclaurin (Geom. Org. P. II, proj). 1—3) verallgemeinert 
worden: Ist die Direktrix von der Ordnung n, so ist die beschriebene Curve im Allgemeinen von 
der Ordnung 2n, 

Madaurin gibt in dem angeführten Werke noch mehrere ähnliche Construktionen. 

6. Sdnion (H. P. C. art. 292—297) bespricht auch einige Invarianten und Covarianten 
der Curven vierter Ordnung. 

Er gibt eine Invariante A dritten Grades in den Coefficienten (mit ihrer Evektante er 
zweiten Grades) und eine andere li vom sechsten Grade» in don Coefficienten, vollständig 
entwickelt. 
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Höhere Invarianten und Covarianten sind nach ihm (art. 298) noch nicht berechnet. Dafür 
gibt er mehrere der höheren Formen für die ganz besondere Gestalt der Gleichung vierten Grades: 

nämlich Invarianten neunten und zwölften Grades und Covarianten vierter und sechster Ordnung. 



IL Hauptstück. 

Eintheilung der Curven vierter Ordnung. 

Vorbemerkung (1). Die erste Eintheilung der Curven vierter Ordnung findet sich bei 
Euler (Introd. 1748, t. 11, c. 11) und Cramer (Introd. 1750, § 157). Euler theilt diese Curven in 
acht „Fälle", Cramer in neun „Klassen". 

„Doch trägt diese Aufzählung den Charakter der Unsicherheit an sich, weil er {Euler) nur 
vermuthen kann, dass die meisten der von ihm namhaft gemachten Arten wirklich existiren" 
{PlücJcer, A. C. no. 163). 

Plücker folgt indessen Euler in der Aufstellung von acht Hauptfällen. Während aber 
Euhr im Ganzen 146 Gattungen aufzählt, gibt Plücker in seiner ersten Arbeit {LioutnUe's J. t. 1, 
1836, p. 229) 135, in der späteren (A. C. 1839) hingegen 152. 

Vorbemerkung (2). Plücker hatte in seiner ersten Arbeit (1836) die Curven vierter Ord- 
nung nach der Natur ihrer unendlichen Aeste eingetheilt. In der zweiten (1839) gab er eine 
Eintheilung nach den Singularitäten, die später von Salmon und ZeutJien vervollkommnet wurde 
und die nach Clebsch (z. Ged. an J, Plücker, S. 23) „für die heute vorherrschende Auffassung 
wichtiger ist". 

I. Salmon (H. P. C. art. 243) gibt folgende Eintheilung der Curven vierter Ordnung in 
zehn Hauptgruppen nach der Anzahl Doppel- und Rückkehrpunkte, indem er die 
Plücker'sche Tafel (A. C. E, no. 74), welche bis n = m = 10 geht (durch den Fall in no. 115), 
ergänzt und die Geschlecbtszahl p hinzufügt. Unter Beibehaltung der Bezeichnungen S. 192 hat 
man dann: 



n 



m 



P 



I. 


4 


12 








28 


24 


3 


n. 


4 


10 


1 





16 


18 


2 


m. 


4 


9 





1 


10 


16 




IV. 


4 


8 


2 





8 


12 


1 


V. 


4 


7 


1 


1 


4 


10 


1 


VI. 


4 


6 





2 


1 


8 


1 


vn. 


4 


6 


3 





4 


6 





VUI. 


4 


5 


9 


1 


2 


4 





IX. 


4 


4 


1 


2 


1 


2 





X. 


4 


3 





3 


1 









Zusatz (1). Diese zehn Fälle lassen sich auch auf vier zurückfuhren, je nachdem 
J + p = 0, 1, 2, 3 ist. 

Zusatz (2). Salmon hat vermuthet und Zeuthcn bewiesen, dass von den 24 Wende- 
punkten höchstens acht reell sind. 
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Zusatz (3). Wie bei den Curven dritter Ordnung, schlagt Salmm (H. P. C. art. 249) eine 
Unterabtheilung vor je nach der Beschaffenheit der vier Schnittpunkte der Curve vierter Ord- 
nung mit der unendlich fernen Geraden, das heisst, je nachdem dieselben reell oder imaginär, 
getrennt oder zusammenfallend sind, bemerkt aber (art. 243), dass die vollständige Aufzählung 
aller Arten ihrer übermässigen Anzahl wegen nicht thunlich sei. 

Zusatz (4). Eine weitere Unterabtheilung dieser Fälle hat man, je nachdem die angegebenen 
Doppelpunkte oder Doppeltangenten alle getrennt sind oder theilweise oder sämmtlich zusammenfallen. 

2. Zeuthen (Math. Ann. Bd. 7, 1874, S. 417 ff.) theilt die erste dieser zehn Hauptgruppen 
zunächst in drei Klassen je nach der Lage der Curve in Bezug auf die drei Vierecke und 
vier Dreiecke, welche von den vier Doppeltangenten der ersten Art gebildet werden (vergl. 
unten IV, 4.): 

(I) Ringförmige Curven mit zwei in einander liegenden Zweigen. Sie sind immer in 
einem einzigen Dreieck oder Viereck eingeschlossen. 

(II) Vierseitige Curven mit höchstens drei Zweigen vertheilt in die drei Vierecke. 
(EI) Dreiseitige Curven mit höchstens vier Zweigen vertheilt in die vier Dreiecke. 

Zusatz (1). Diese drei Klassen von Curven werden weiter in dreizehn Arten eingetheilt 
je nach der verschiedenen Lage des Kegelschnittes, welcher durch die acht Berührungspunkte 
der vier Doppeltangenten geht, in Beziehung auf die genannten Dreiecke und Vierecke. 

Diese 13 Arten theilen sich wieder in Unterarten von je 2 oder 3, im Ganzen 36 Formen. 

Zusatz (2). Wie sich diese Eintheilung und die Gestalt der Curven im Falle von vor- 
handenen Doppelpunkten gestalten, wird von Zeuthen durch Grenzbetrachtungen angedeutet. 



in. Hauptstück. 

Doppelpunkte. 

Vorbemerkung (1). Von den singulären Punkten der Curven vierter Ordnung sind bis 
jetzt nur die Doppelpunkte im engeren Sinne eingehender untersucht worden. Nach der Tafel 
in n, 1. hat eine Curve vierter Ordnung höchstens drei Doppelpunkte oder Rückkehrpunkte. 
Dieselben können nur paarweise imaginär auftreten. 

Die verschiedenen Arten der Doppelpunkte nach ZeutJien siehe unten 5, 

Vorbemerkung (2). Plücker untersucht die Doppelpunkte mit Zugrundelegung zweier ver- 
schiedenen Curvengleichungen. Er stellt nämlich die Curve dar durch (A. C. n, no. 20—21): 

S, +2, + 2^+2^ = 0, 

worin 2r eine homogene Punktion rten Grades zweier linearen Punktionen ^^ und p^ ist, wählt 
diese letzteren aber so, dass die beiden Geraden p^z=0, P2 = sich auf der Curve schneiden. 
Da diese Gleichung 17 Constanten hat (indem vier auf die zwei Punktionen p konunen und eine 
durch Division aus der Gleichung fortgeschafft werden kann), so kann man die drei Überzähligen 
benutzen, um die p besonderen Bedingungen zu unterwerfen. 

Es bedeutet dann 2\ = eine Tangente im Schnittpunkte p^ = 0, i?2 = 0, femer 2^ + ^2 == 
einen dreipunktig osculirenden Kegelschnitt, endlich 2^+22 + 2^=^0 eine vierpunktig osculirende 
Curve dritter Ordnung. 
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Vorbemerkung (3). Eine zweite Curvengleichung gibt Plücher (A. C. H, no. 94—98) in 
folgender Gestalt (vergl. unten IV, 1.): 

worin die p wieder lineare Punktionen und ß eine quadratische Punktion ist. Die Gleichung hat 
gerade die nothwendige und hinreichende Anzahl Constanten, nämlich 14. 

Die vier Geraden p = haben 6 Schnittpunkte mit einander. Liegen 1, 2, 3 derselben auf 
dem Kegelschnitte i2 — 0, so hat die Curve bezüglich 1, 2, 3 Doppelpunkte. Liegen 4 derselben 
auf dem Kegelschnitte, so zerfällt die Curve vierter Ordnung in das System zweier Kegelschnitte. 

Flacker gibt noch andere Gestalten von Gleichungen, worin die Pormen p, 2 vermischt 
auftreten, wie unten erhellen wird. 

Vorbemerkung (4). Salmon drückt die Curvengleichung durch drei Kegelschnitte aus, 
die 15 Constanten, also eine überzählige, einführen. Bezeichnet man diese Kegelschnitte mit 
w = 0, v = 0, tv =zO, so kann man demnach die Curven vierter Ordnung auf unendlich viele Arten 
darstellen durch: 

Diese Darstellung hat den Vortheil, dass jeder Punkt, welcher allen drei Kegelschnitten gemein ist, 
ein Doppelpunkt der Curve vierter Ordnung ist. 

1. Die Curve habe einen Doppelpunkt. Plücker (A. C. n, no. 25— -34) stellt die Gleichung 
so dar, dass die beiden Geraden p^ =z 0, P2=^0 sich im Doppelpunkte schneiden: 

Es ist hier ^2 = die Gleichung des Tangentenpaares im Doppelpunkte. Da die 
Gleichung 15 Constanten hat, also zwei überzählige (vergl. oben I, 1. Zusatz (D), so kann man die 
Geraden Pi=0, P2 = in die Tangenten des Doppelpunktes legen, so dass die Gleichung mit 
13 Constanten die Gestalt hat: 

PiP, + -S'a + -^4 -^ 0. 

Zusatz (1). Der besondere Pall: i>* 4- ^3 +-^4 = entspräche einer Curve mit einer Spitze, 
deren Tangente jj; = ist. 

Zusatz (2). Ist der Doppelpunkt ein isolirter Punkt, so lassen sich die beiden Geraden 
nicht in seine Tangenten legen. In diesem Palle nimmt die Curvengleichung die Gestalt an: 

■ P\+Pl + 2,+'2, = 0. ^' 

Zusatz (3). Auf ganz ähnliche Weise wird eine Curve mit dreifachem Punkte dar- 
gestellt durch 

und ^3 = ist die Gleichung der drei Tangenten in diesem Punkte. Sind dieselben reell und 
wählt man zwei derselben für p^ —0, p^ — 0, so lautet die Cun^engleichung: 

PiPÄPi + ccp^) + 2*4 = 0, 

also, wenn zwei Tangenten zusammenfallen: p\p^ + 2^ = 0, und wenn alle drei zusammenfallen: 

Zusatz (4). Dieselben Untersuchungen wurden später von PlücJccr (no. 104—107) wieder- 
holt mit Zugrundelegung der Curvengleichung: 

PiP2P:sP4, ff*ß2=:0, 

und Grenzbetrachtungen für Punkte, in welchen ß unendlich klein von verschiedenen Ord- 
nungen wird. 

Zusatz (5). Dieser erste Pall von Curven vierter Ordnung mit einem Doppelpunkte 
wurde untersucht von Brioschi und üremom (Math. Ann. Bd. 4, 1871, S. 95 und 99) und Brill 
(CrcUeB J. Bd. 05, 18(55, S. 280 und Math. Ann. Bd. 6, 1873, S. 66) mit besonderer Rücksicht auf 
die Doppeltangenten. 
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2. Die Curve habe zwei Doppelpunkte. PlücJcer (A. C. 11, no. 38—43) stellt die Gleichung 
durch vier lineare Punktionen Pi, p^, p^, p^ dar, und wählt dieselben so, dass i>i = eine 
Tangente in dem einen Doppelpunkte ist, ebenso ^2 — eine Tangente in dem anderen und 
^3 — die. Verbindungslinie der beiden Doppelpunkte. Er findet, dass die folgende Gestalt der 
Gleichung gerade die nothwendige und hinreichende Anzahl Constanten hat, nämlich 12: 

P,{P, + l^P^P^i{p^ + yp^ + PlißP^P^ + ^PxP^ = 0. 

Die ersten vier Paktoren dieses Ausdmcks stellen die vier Tangenten in den beiden 
Doppelpunkten dar. Die Tangenten des ersteren Doppelpunktes fallen zusammen wenn ju = 0, die 
des letzteren, wenn r — ist. 

Zusatz (1). PlücJccr untersucht die Pälle, wo die vier Tangenten in den beiden Doppel- 
punkten stationär (osculirend) werden, und setzt zu diesem Zwecke: 

ßp^ = Xp^ + Qp^ + ri?3, 

was immer möglich ist. Pur A = ist dann p^ = Wendepunktstangente, für A — c = sind es 
i^i — und p^ + ju^3 = 0, für A = § == sind es 2^1 = und p^ = 0, für A = ^ — c = sind endlich 
alle vier Tangenten stationär. 

Flücher untersucht eingehend die Pälle, wo die Tangenten in den beiden Doppelpunkten 
zusammenfallen oder imaginär werden, und theilt die Curven vierter Ordnung mit zwei Doppel- 
punkten dadurch in vier Arten. 

Später (no. 99—101) wiederholt er dieselbe Untersuchung mit Zugrundelegung der Gleichung: 

PlP,P2+t*^'-' = ^' 

Dieselbe hat, wie die obige, die hinreichende und nothwendige Anzahl von 12 Constanten Die 
Gerade i?3 = verbindet die beiden Doppelpunkte, wie oben, und schneidet den Kegelschnitt 
i2 — in diesen beiden Punkten. 

Zusatz (2). Salmm (H. F. C. art. 272—276) untersucht die Cur\'en mit zwei Doppelpunkten 
unter der Porm (vergl. oben I, 5.): 

wo t/ = 0, v = 0, w = Kegelschnitte bedeuten, aber in diesem Palle sämmtlich durch die 
zwei Doppelpunkte hindurchgehen. Er betrachtet dabei namentlich das Verhalten der e/acoW'schen 
Curve der drei Kegelschnitte. 

Zusatz (3). Die Singularitäten der Curve mit zwei Poppelpunkten sind hauptsächlich 
in dem Palle untersucht worden, wo die Doppelpunkte in die zwei unendlich fernen Kreis- 
punkte fallen. Die Curve heisst in diesem Palle nach Casey (R. Irish Trans, vol. 24, 1871, p. 457) 
bicircular. 

Die Eigenschaften dieser Curve, namentlich in Bezug auf ihre Brennpunkte, lassen sich 
mit Vortheil untersuchen, indem man die Cur\"e nach der Methode der reciproken Radien als die 
Unikehrung der De^car^^/schen Curve betrachtet (s. unten Zusatz (4)). So fand Hart, dass die 
Bicircularcur\'e 16 Brennpunkte auf vier Kreisen hat, je vier auf einem Kreise {Salmon, H. F. C. 
art. 271 und 281). 

Zusatz (4). Sind insbesondere die beiden Doppelpunkte, welche in die unendlich fernen 
Kreispunkte fallen, Rückkehrpunkte, so ist die Curve ein Descartes sches Oval. Ihre Gleichung 
kann nach Caijley auf die Gestalt gebracht werden: 

[x^ + y^ — a2)2+ \QA(x — m) — 0\ 
oder in Salmon s abgekürzter Darstellung (H. F. C. art. 280): 

wo die Gerade L — eine Doppeltangente der Curve ist; oder endlich in Folarcoordinaten: 

r^ (m -J- n cos (f)r -\- p^ = 0. 
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Die Cun^e hat im Allgemeinen drei Brennpunkte von der Beschaffenheit, dass fllr die 
Entfernungen eines jeden Curvenpunktes von den drei Brennpunkten die Beziehung besteht: 

ar + br^ + er" = 0. 

Sind alle drei Brennpunkte reell, so ist die Curve das gewöhnliche Dc^car^' sehe Oval. 
Descartcs betrachtete dasselbe als den Ort eines Punktes, dessen Entfernungen von zwei festen 
Brennpunkten ausgedrückt ist durch eine Gleichung von der Gestalt: ar ± hr' ^=^ c, Dass diese 
Curve aber noch einen dritten Brennpunkt derselben Art, in gerader Linie mit den beiden anderen, 
habe, wurde von CMdes nachgewiesen. 

Ist in obiger Polargleichung p = 0, also die Gleichung: 

r =: m + n cos y, 

so geht das Descartes' sehe Oval über in das PascaT sehe „Lima9on", und wenn überdies m = n, in 
die Cardioide (vergl. Cliasles, A. H. p. 350, und Cayky, LiouviUes J. t. 15, 1850, p. 354 ss.), 

8. Die Curve habe drei Doppelpunkte. Plücker (A. C. n, no. 44) drückt ihre Gleichung 
durch vier lineare Punktionen p aus, mit der nothwendigen und hinreichenden Anzahl von 
Constanten: 

P\P\ + ^P\P\ + l^P\p\ + vp^p^p^p^ = 0.. 

Bei dieser Darstellung schneiden sich die drei Geraden p^, p^, jh paarweise in den drei 
Doppelpunkten der Curve. 

Zusatz (1). Die Tangenten in diesen Doppelpunkten haben sämmtlich Gleichungen von 
der Gestalt : p^ + ap^ = 0. 

Plücker (no. 45) untersucht 10 verschiedene Fälle, wo einige oder alle dieser Tangenten 
reell, imaginär oder zusammenfallend sind, und schliesslich (no. 47) die Fälle, wo dieselben zu 
stationären Tangenten werden. 

Zusatz (2). Die Curven vierter Ordnung mit drei Doppelpunkten sind im Allgemeinen 
eintheilig (s. oben I, 2.), indem isolirte Punkte nicht als getrennte Zweige betrachtet werden. 

Solche Curven lassen sich nach Salmon (H. P. C. art. 283) mit Hülfe eines homographischen 
Kegelschnittes untersuchen. Man wähle die drei Doppelpunkte als Ecken des Coordinatendreiecks; 
dann kann man die Curvengleichung in der Gestalt schreiben: 

Denkt man sich nun eine neue Curve, deren Coordinaten x\ yf, / mit den obigen in der 
reciproken Beziehung stehen: 

,11 111 
a:' : y' :/ = -:- : - , 

X y z 

so stellt obige Gleichung in den neuen Coordinaten einen Kegelschnitt dar, der mit der Curve 
vierter Ordnung homographisch ist. Man kann demnach aus den Eigenschaften der einen Curve 
auf diejenigen der andern schliessen. 

Auf diese Weise leitet Salmon (art. 285—288) mehrere Eigenschaften dieser Curven ab, zum 
Beispiel, dass die sechs Tangenten der drei Doppelpunkte ein und denselben Kegelschnitt berühren, 
ferner, dass die acht Berührungspunkte der vier Doppeltangenten auf einem Kegelschnitte liegen, 
und verweist dabei auf eine Arbeit MdefB (R. Irish Trans, vol. 26, 1879, p. 431). 

Salmon zeigt auch (art. 291, a, b), wie die Eigenschaften der eintheiligen Curven vierter 
Ordnung sich nach der Methode von Haase und Igel (Math. Ann. Bd. 2, S. 515, Bd. 6, S. 633; 
1870, 1873) ableiten lassen, indem er die homogenen Coordinaten x, y, z als ganze rationale 
Funktionen vierten Grades eines Parameters X'.i», darstellt: 

a: = a A* -f 4 6 X^^a + . . . , 

y = a'X^ + 46'P/ii + ..., etc. 
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4, Wenn die Doppelpunkte der (einfachen) Curven vierter Ordnung theilweise oder ganz 
zusammenfallen, so ändern sich die Singularitäten nach Plückcr (A. C. II, no. 76) wie folgt: 

(a) Fallen zwei Doppelpunkte zusammen, das heisst, berühren sich zwei Curven- 

zweige, so ist: 

m = 8, * =: 12, r 1^ 6. 

(b) Fallen drei Doppelpunkte zusammen, das heisst osculiren sich zwei Cur\'enzweige 

dreipunktig, so ist: 

m = 6, » == 6, T == 1. 

Zusatz. Hat die Curve eine vierpunktige Osculation, so ist sie nicht mehr einfach, 
sondern zerfällt in das System zweier sich osculirenden Kegelschnitte. 

(c) Flacker (no. 82—83) erwähnt auch den Fall einer gewöhnlichen Spitze zweiter Art 
(c— 1), welche einer „2V2 punktigen Osculation" gleichwerthig ist (vergl. oben S. 197), mit den 
folgenden Singularitäten für n =: 4 und (7=1: 

m—-l, d — 0, q = 0, I = 9, T — 3, oder: 
m = 5, rf = 1, p — 0, 1=3, I == 1, oder: 
aw = 4, d = 0, ß = 1, « = 1, T = 0. 

(d) Hat die Curve einen dreifachen Punkt (aber keinen Doppelpunkt), so hat man die 
Singularitäten {PlücJcer, no. 87): 

mm 6, d — 0, e = 0, 1 = 6, ir:=4. 

Zusatz. Dieselben Untersuchungen finden sich ausführlicher in Salmons H. P. C. (ait. 243 ss.), 
wo sieben besondere Fälle aufgezählt sind. 

5, Nach Zeuthen (Math. Ann. Bd. 7, S. 424) kann man bei Curven vierter Ordnung folgende 
Arten von Doppelpunkten unterscheiden: 

(a) Isolirte Punkte oder unendlich kleine Ovale; 

(b) Verbindungspunkte zweier Zweige, von welchen einer innerhalb eines anderen liegt; 

(c) Verbindungspunkte zweier aus einander liegenden Zweige; 

(d) Schnittpunkte zweier unpaaren Zweige, in welche sich ein paarer Zweig aufgelöst hat; 

(e) Zwei imaginäre Doppelpunkte. 

Zusatz. In den Fällen (a), (b), (d) behält die Curve ihre vier Doppeltangenten der ersten 
Art, in den Fällen (c) und (e) hat sie deren nur noch zwei. 



IV. Hanptstück. 

Doppeltangenten. 

Vorbemerkung (1). Die 28 Doppeltangenten der allgemeinen Curve vierter Ordnung 
wurden von PlücJcer entdeckt (A. C. II, no. 115). Er gibt (a. a. 0. und Fig. 40) ein Beispiel, 
wo die Cur\^e in 4 getrennte Ovale zerfällt, welche je eine Doppeltangente haben, und welche 
6mal zu je 2 combinirt G • 4 Doppeltangenten liefern, also im Ganzen 28. 

Vorbemerkung (2). Die 28 Doppeltangonten wurden von Ricmann (Werke, S. 459 ff.) 
als ^tersche Funktionen dargestellt. Eine kurze Auseinandersetzung dieser Darstellung findet 
man in einer Note Caijletjs zu Sahnons H. P. C. 

85 
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Vorbemerkung (3). Hesse (Crelles J. Bd. 49, 1855, S. 284 fif.) und Geiser (Math. Ann. Bd. 1. 
S. 129) haben die 28 Doppeltangenten mit der Raumgeometrie in Verbindung gebracht, der 
erstere mit quadratischen, der letztere mit cubischen Flächen, insbesondere mit den 27 Geraden 
dieser Flächen. 

Im Anschlüsse hieran hat Zeuthen gezeigt, wie seine Klassifikation der Curv^en vierter 
Ordnung in Bezug auf die Realität der Doppeltangenten auf ScJdäflfs Eintheilung der Flächen 
dritter Ordnung in Bezug auf die Realität ihrer geraden Linien führt. 

Vorbemerkung (4). Aronhdld (Berlin. Monatsber. 1864, S. 499 ff.) hat gezeigt, dass für 
je 7 beliebig gewählte Gerade eine Curve vierter Ordnung gefunden werden kann, welche 
dieselben zu Doppeltangenten hat, und dass ihre übrigen 21 Doppeltangenten linear construirt 
werden können. Er bedient sich dabei einer algebraischen Methode, welche die Cun^engleichung 
(wie bei Hesse, Grelles J. Bd. 49, S. 301) in der Gestalt liefert: 



V^ + VyY + VzZ= 0. 

Vorbemerkung (5). Je m Doppeltangenten lassen sich als zerfallende adjungirte 
Berührungscurve mter Ordnung ansehen (s. oben S. 176). Die Ausführung für die beiden Fälle 
m = 2 und m -~ 3 findet man bei Clehsch-Lhidemann (I, S. 850 ff.). 

1. Plüclcvr (no. 94) stellt die Curvengleichung in folgender Gestalt dar; 

IhP-Ahlh + ^i22= 0, 

wo die p lineare Funktionen sind und ii eine quadratische. Die Anzahl der Constanten ist 
demnach die nothwendige und hinreichende, nämlich 4-2 + 1+5 — 14. 

Da je zwei Gleichungen i> = 0, i2 — die Curvengleichung befriedigen, so stellen die 
vier Geraden i> = Doppeltangenten der Curve dar und ihre acht Berührungspunkte 
liegen sämmtlich auf dem Kegelschnitte i2 = 0. 

Zusatz (1). Je nachdem eine der vier reellen geraden Linien p den Kegelschnitt i2 in 
zwei reellen, imaginären oder zusammenfallenden Punkten schneidet, berührt sie auch die Curve 
vierter Ordnung in zwei reellen, zwei imaginären oder zwei zusammenfallenden Zweigen. 
Im letzteren Falle ist sie eine vierpunktig osculirende Tangente. Diese Eigenschaft kann auch 
allen vier Doppeltangenten gleichzeitig zukommen. 

Die Fälle, wo einer oder beide Berührungspunkte der Doppeltangenten ins Unendliche 
fallen oder die Doppeltangenten selbst ins Unendliche rücken, werden von Plüeker (no. 108 
bis 113) ausführlich behandelt mit Aufstellung der einzelnen Curvengleichungen und Abzahlung 
ihrer Constanten. 

Zusatz (2). Artet der Kegelschnitt in das System zweier Geraden aus, so liegen die 
acht Berührungspunkte zu je vier auf diesen zwei Geraden. Sind also diese beiden Geraden 
imaginär, so sind es auch alle acht Berührungspunkte. Fallen dieselben aber zusammen, so hat 
die Curve 4 vierpunktig osculirende Tangenten und die 4 Osculationspunkte liegen auf dieser 
gemeinschaftlichen Geraden {Plücker, no. 102—103). 

Zusatz (3). Die Anzahl der reellen und imaginären Doppeltangenten wurde von 
Plücker am Schlüsse seines Werkes (A. C. II, no. 116—124) untersucht. Er irrte sich aber in der 
Meinung, die Anzahl der reellen Doppeltangenten sei entweder 28 oder 16 oder 8 oder 4 oder 
(vergl. die Tafel oben II, 1.). 

Zusatz (4). Da die vier Doppeltangenten 2^ = vor den übrigen 24 in keiner Weise aus- 
gezeichnet sind, so muss sich die Gleichung der Cur\'e auf mehrfache Art in obige Gestalt 
bringen lassen. 

In der That gibt es nach Hesse (Grelles J. Bd. 49, 1855, S. 321) 315 Quaternen von Doppel- 
tangenten, welche ihre acht Berührungspunkte auf eben so vielen Kegelschnitten haben, eine Zahl, 
welche von Plücker (no. 114—116) irrthümlich als 819 angegeben wurde (vergl. unten 3.). 
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Betrachtet man überdies /t als veränderlichen Parameter, so erhält man ebenso viele Curven- 
büschel mit je vier gemeinschaftlichen Doppeltangenten (vergl. Zeuthen, Math. Ann. Bd. 7, S. 422). 

Zusatz (5). Die Untersuchung der 16 Doppeltangenten einer Cur\'e vierter Ordnung mit 
einem Doppelpunkte durch Brill siehe in den Math. Ann. (Bd. 6, 1873, S. 66) und die der 
Doppeltangenten einer Curve vom Geschlechte Null durch Clcbsch in Crelles J. (Bd. 64, 1865, 
S. 64—65). 

2. Die Theorie der Doppeltangenten wurde bald nach Plückcrs Arbeiten analytisch behandelt 
von Hesse in CrcWs Journal (Bde. 40, 41, 49, 52, 55; 1850—1858) und geometrisch von Steiner 
(Crelk's J. Bd. 49, 1855; Werke, Bd. II, S. 606). 

(a) Hesse gibt (Bd. 52, S. 97—102) eine von Cayley gerühmte „Transformation der Gleichung 
der Cur\^en 14ten Grades, welche eine gegebene Curve vierten Grades in den Berührungspunkten 
ihrer Doppeltangenten schneiden". Er zeigt, dass die Berühningspunkte der Doppeltangenten die 
Schnittpunkte der gegebenen Curve U=-0 mit einer Curve 14ter Ordnung n=iO sind. 

Zusatz (1). Nach Cayley kann man aber die letztere Gleichung auch ersetzen durch 
17+ MU—0, wo Jf eine beliebige Funktion lOter Ordnung ist. 

Zusatz (2). Hesse hat zwei Formen dieser Gleichung 14ter Ordnung aufgestellt und Sal man 
(H. P. C.) eine dritte, üayky (Phil. Trans, vol. 151, 1801; Papers, vol. IV, p. :}42 ss.) bezeichnet 
diese drei Formen bezüglich mit y/^, Z/^, n^ und beweist ihre Gleichwerthigkeit, indem er den 
Beweis Hessens für die ersten beiden wiederholt. 

Er bemerkt, dass dieselben nur in Folge der Gleichung U=^ einander gleichwerthig sind, 
dass sie sich also durch Vielfache von U von einander unterscheiden. 

(b) Skiner (a. a. 0.) stellt mehrere Sätze auf, von welchen er sagt, dass sie mit den wenigen 
von Anderen über denselben Gegenstand bereits veröffentlichten Versuchen wenig übereinstimmen. 
Er meint wohl diejenigen von Flüeker und Hesse. Mehrere seiner Behauptungen wurden indessen 
später von Clehsch {Crelles J. Bd. 63, 1863, § 10, S. 213 ff.) algebraisch bewiesen. 

Steiner gründet seine Betrachtungen auf die Verbindung der 28 Doppeltangenten zu je 

'^^ = 378 Amben. Die 378 Schnittpunkte dieser Paiire zerfallen in 63 Gruppen zu 

je 6, welche immer auf einem Kegelschnitte liegen, so dass den 63 Gruppen auch 63 Kegel- 
schnitte zugeordnet sind. 

Er verbindet die 28 Doppeltangenten auch in „Gruppen'* zu je 6, und findet 6048 solcher 
Gruppen, deren 12 Berührungspunkte immer auf einer eigentlichen (nicht zeifallenden) Curve dritter 
Ordnung liegen. 

3. Die Untersuchungen Steiners wurden von Cayley (Crelles J. Bd. i)><, 1886, S. 176 ff.) und 
Salmon (H. P. C.) weiter verfolgt. 

(a) Cayley hat die 28 Doppelt^mgenten in Gruppen zu je 1, 2, 3, 4 eingetheilt, und ihre 
geometrischen Eigenschaften auf diese Weise in eine Tafel gebracht, indem er sich dabei des 
Hessesii\wxv Algorithmus (Crelles J. Bd. 41), 18r)5, S. 310 ff.) bedicMite und die 2S Dopi)eltangenten 
durch die 28 Combinationen zweiter Klasse von 8 beliebig gewählten Symbolen ausdrückte. Er 
fand auf diese Weise (vergl. Salmon s H. P. C. art. 2(52): 

^ \ -- 28 Unionen, 



zweien m 



f28' 
•> 



378 Amben, 



'28' 
3 

f2s' 
4, 

35* 



3276 Temen. 



— 20 175 QuaterncMi. 
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Zusatz. Von den 3276 Temen gibt es 1260, und nur so viele, welche ihre 6 Berührungs- 
punkte auf einem Kegelschnitte haben. 

Ebenso gibt es unter den 20475 Quaternen 315, und nur so viele, welche ihre 8 Berührungs- 
punkte auf einem Kegelschnitte haben, wie Hesse {Grelles J. Bd. 49, S. 263) schon früher, abweichend 
von Plückcr (vergl. oben 1. Zusatz (4)), gefunden hatte. 

(b) Diese 315 Quaternen von Doppeltangenten, w^elche ilire 8 Berührungspunkte auf Kegel- 
schnitten haben, werden ausführlich behandelt von Salmon (H. P. C. art. 251 261). 

Er zeigt zuerst allgemein, dass das Kegelschnittnetz (in einem engeren Sinne des Wortes): 

X^u + 2Xv + tv = 

von der Curve vierter Ordnung u - w==v^ eingehüllt wird, so zw^ar, dass jeder Kegelschnitt von 
dieser Curve in 4 Punkten berührt wird und dass jedes Kegelschnittpaar des Netzes seine 
8 Berührungspunkte wieder auf einem Kegelschnitte hat. Jedes derartige Netz enthält 
aber 6 Geradenpaare, das heisst, 6 Amben von Doppeltangenten, und folglich enthalten 63 so 
gebildete Netze alle 378 Amben. 

Salmon zeigt in mehrfacher Weise, wie sich aus den 63 Gruppen von je 6 Amben nur 
63 • 5 == 315 verschiedene Quaternen mit ebenso vielen entsprechenden Kegelschnitten bilden lassen. 

Zusatz (1). In seiner ersten Auflage gibt er eine Tafel aller 315 Kegelschnitte, aus 
welcher sich die geometrischen Beziehungen der 28 Doppeltangenten erkennen lassen. 

Zusatz (2). Er hebt auch (art. 253) mehrere merkwürdige Beziehungen der 12 einem 
Netze angehörigen Doppeltangenten zu der Hesse'schen und Ca^e^' sehen Curve des Netzes hervor, 
zum Beispiele, dass sie sich auf der ersteren schneiden und die letztere berühren. 

4. Zeuthen (Math. Ann. Bd. 7, 1874, S. 410 ff.) unterscheidet Doppeltangenten der ersten 
und zweiten Art. Zur er&ten Art gehören die Doppeltangenten, deren zwei Berührungspunkte 
auf einem einzigen Curvenzweige liegen (oder beide imaginär sind), zur zweiten Art gehören 
jene, deren Berührungspunkte auf zwei verschiedenen Curvenzweigen liegen. 

(a) Die Anzahl der Doppeltangenten der ersten Art einer Curve vierter Ord- 
nung ohne vielfache Punkte ist constant gleich vier. 

(b) Die Schnittpunkte einer Doppeltangente erster Art mit anderen Doppeltangenten 
liegen sämmtlich auf dem nämlichen der beiden Segmente, welche von ihren beiden Berührungs- 
punkten gebildet werden (dabei die nach dem Unendlichen sich erstreckenden beiden Theile als 
ein Segment gerechnet). 

(c) Sämmtliche Berührungspunkte der vier Doppeltangenten liegen auf einem Kegelschnitte. 

Zusatz (1). Unter den 24 Wendepunkten, welche eine allgemeine Curve vierter Ord- 
nung hat (oben S. 193), als Schnittpunkte mit ihrer 7/6'6vve'schen Cur\^e 6ter Ordnung, sind nach 
dem Satze (a) höchstens 8 reell. 

Zusatz (2). Die vier Doppeltangenten der ersten Art bilden (wenn man den Durchgang 
durch das Unendliche nicht als Unterbrechung betrachtet) drei Vierecke und vier Dreiecke. 



. ^Vbsclinitt. 

Die Raumgebilde im Allgemeinen. 

{SalmoU'Ficdler, Anal. Geom. d. R.; Crcmom, Grundzüge.) 



Vorbemerkung (1). Die Theorie der räumlichen Gebilde ist noch nicht so weit fort- 
geschritten, wie diejenige der ebenen Gebilde. Es gibt deshalb nur wenige Lehrbücher, welche 
über die zahlreichen in den Zeitschriften zerstreuten Arbeiten einen zusammenhängenden Ueber- 
blick geben. 

Vorbemerkung (2). Bei Eider (Introd., 1748) wird die Theorie der Flächen nur als 
Anhang behandelt, und auch da werden nur die gegenseitigen Durchschnitte betrachtet. Die 
Eintheilung in algebraische und transcendente Flächen envähnt er in art. 7. 

Vorbemerkung (3). Zu diesen Raumgebilden gehören auch die von Plückcr eingeführten 
Liniencomplexe. Das Wenige, was er in seiner N. G. d. R. über dieselben veröffentlicht hat, 
wurde oben (S. 98 ff.) mitgetheilt, als Beleuchtung der dort angeführten räumlichen Liniencoordinaten. 
Die allgemeine Theorie dieser Gebilde ist noch im Werden begriffen. 

Vorbemerkung (4). Unter den Raumgebilden befinden sich drei besondere, in den letzten 
drei Hauptstücken behandelte Gebilde, welche in enger Verwandtschaft mit einander stehen und 
sich dadurch von allen vorhergehenden unterscheiden, dass sie nur eine einfach unendliche 
Mannigfaltigkeit ihrer Elemente darstellen. Eines davon ist sich selbst reciprok, wie sein 
Element, die Gerade, während die beiden andern sich dualistisch entsprechen, wie dies mit ihren 
Elementen, der Ebene und dem Punkte, der Fall ist. 



I. Hauptstück. 

Gleichungen der Flächen und Flächensysteme. 

A. Ordnung, Klasse, Rang. 

1. Ordnung, Klasse und Rang lassen sich nach Schubert (Math. Ann. Bd. 10, 1870, S. 21, 
und Calc. d. abz. Geom.. 187^), S. 17 — 18) allgemein dahin definiren, dass: 

Ordnung — Gradzahl eines Punktortes. 
Klasse .- - - Ebenenortes. 

Rang ----- ' - Linienortes. 

Dabei bestimmen sich die Gradzahlen dieser drei räumlichen Orte folgendermasson: 
(a) Räumliche Punktorte: 

Grad einer Punktcurve Zahl ihrer Punkte auf einer Ebene, 

Punktfläche := - - - - - Geraden; 
(l)) Räumliche Ebenenorte: 

Grad vuxov Abwickc^lbanMi - Zahl ihrer EbencMi durch einen Punkt, 

Ebenenfläche -. - - - eine Gerade; 
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(c) Räumliehe Linienorte: 

Grad einer Linienfläche = Zahl ihrer Linien durch eine Gerade, 

Congruenz = - • - in einer Ebene, 

= - - - durch einen Punkt, 

eines Complexes = - seiner Linien in einem Büschel. 

Zusatz (1). Die beiden für die Congruenz angegebenen Grade werden von Schubert unter- 
schieden als „Peldgrad" und „Bündelgrad". 

Zusatz (2). Spricht man also allgemein von einem räumlichen Orte «ten Grades, so ist 
darunter ein Ort entweder nter Ordnung oder nter Klasse oder nten Ranges zu verstehen. 

Zusatz (3). Das Wort „Rang" wird zuweilen in der Bedeutung von „Geschlecht" gebraucht 
(s. unten V, 3. Zusatz (4)), was leicht Missverständnisse veranlassen könnte. 

2. Eine algebraische Fläche «ter Ordnung (die also nach 1. n Punkte auf einer Geraden 
hat) lässt sich durch eine algebraische Gleichung nten Grades in Punktcoordinaten darstellen. 

Ebenso lässt sich eine algebraische Fläche wter Klasse (die also nach 1. m Ebenen durch 
eine Gerade hat) durch eine algebraische Gleichung wten Grades in Plancoordinaten darstellen. 

Zusatz (1). Die Eintheilung der Flächen in Ordnungen nach dem Grade ihrer Gleichungen 
findet sich schon bei Eulcr (Introd. App. art. 94), diejenige in Klassen aber erst in den Werken 
von Plüclcer (z. B. in Gergonne^ Ann. t. 19, 1828—29, p. 132) und seiner Zeitgenossen. 

Mobius (Werke, Bd. II, S. 457) gebraucht das Wort Klasse bei Flächen in einem anderen 
Sinne, mit Rücksicht auf die von ihm behandelten elementaren Verwandtschaften. 

Zusatz (2). Kann das Gleichungspolynom in rationale Faktoren zerlegt werden, so 
besteht die Fläche aus getrennten Theilen niedrigeren Grades und heisst zusammengesetzt. 

lieber diese zusammengesetzten Flächen hat man nach Cayley (Phil. Mag. vol. 25. 1863; 
Papers vol. V, p. 98) den Satz: Wenn jeder ebene Schnitt einer Fläche von der Ordnung ni + n 
in zwei Curven bezüglich von den Ordnungen m und n zerfällt, so zerfällt auch die Fläche in zwei 
Flächen von den Ordnungen m und n. 

Zusatz (3). Eine Fläche mit nicht zerfallendem Gleichungspolynom kann aber mehrere 
von einander abhängige Fächer haben. Solcher Fächer gibt es nach v, Staudt (G. d. L. § 12, 
no. 156) zwei Arten, je nachdem sie von einer beliebigen geraden Linie in einer geraden Anzahl 
von Punkten getroffen werden, oder in einer ungeraden. Er nennt sie dann bezüglich von paarer 
oder unpaarer Ordnung. Die Flächen paarer Ordnung sind nach Klein (Math. Ann. Bd. 6, S. 578) 
wieder zu unterscheiden in solche mit und solche ohne unpaare Curven. Beispiele von unpaaren 
Flächen und der beiden Arten von paaren Flächen sind bezüglich die Ebene, das einschalige 
Hyperboloid und das EUipsoid. 

3. Eine nicht homogene Funktion nten Grades von k Veränderlichen besteht aus 

n + k\ //j + n^ 

k ]"\ n 

Gliedern, also besteht das Gleichungspolynom einer Fläche nten Grades aus 

(n + iMn+^Hn + S) ^ ^ ^ 

Gliedern, es hat also N{n) unabhängige Coefficienten, die Fläche ist folglich durch 

N[n) = V6n(n2 + 6n + 11) 
einfache Bedingungen bestimmt. 

Zusatz (1). Das Zeichen N(}i) findet sich in der angegebenen Bedeutung bei Cremona und 

In + k\ 
Heye. Bei Scrrct (Alg. Bd. I, S. 121) hingegen wird der Binomialcoefficient , I mit N{n, k) 

bezeichnet, also die Anzahl der Glieder in der Gleichung der Fläche nten Grades mit N(n, 3). 
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Zusatz (2). Wird die Gleichung homogen gemächt, so stellt sie eine quaternäre Form 
dar, die sich symbolisch schreiben lässt: 

fS^v ^v ^v ^4) = («1^1 + «2^2 + S^3 + ^4^4)" = K- 
Ueber die Invarianten dieses quaternären Gebietes ist jedoch noch sehr wenig bekannt. 



B. Lineare Flächensysteme. 

Vorbemerkung (1). Ein System geometrischer Gebilde überhaupt ist die Gesammtheit 
aller jener Gebilde, die sich aus einem Gebilde ableiten lassen, welches nicht vollständig 
bestimmt ist. 

\lan unterscheidet, je nach der Anzahl dieser mangelnden Bedingungen, Systeme von ver- 
schiedenen Stufen, indem ein System rter Stufe rfach unbestimmt ist. Ein System nullter Stufe 
besteht also aus einer endlichen Anzahl von Elementen, ein System erster Stufe aus einer 
einfach unendlichen Reihe von Elementen, ein System rter Stufe aus einem rfach unend- 
lichen Systeme. 

Jedem Systeme theilt man gewisse Charakteristiken zu, die es von allen anderen unter- 
scheiden, zum Beispiel beim Flächensystem erster Stufe die Anzahl /* der Flächen des Systems, 
welche durch einen gegebenen Punkt gehen, die Anzahl v derjenigen, welche eine gegebene 
Ebene berühren, und die Anzahl ^ derjenigen, welche eine gegebene Gerade berühren. 

Die Bestimmung dieser charakteristischen Zahlen für ein gegebenes System bildet die 
„Abzählende Geometrie", welche von Joiiquicres (Compt. Rend. t. 58, 1864, p. 567), IMphcn (im 
J. de TEc. Pol. cah. 45, 1875) und Schuhert (Math. Ann. Bd. 10, 1876, und Kalkül, 1879) bearbeitet 
worden ist. Man vergleiche Salmon-FiecUers A. G. d. R. (Bd. II, art. 466). 

Vorbemerkung (2). Die einfachsten Flächensysteme sind die linearen, das heisst die- 
jenigen, welche sich analytisch in folgender Gestalt ausdrücken lassen: 

worin die linearen Faktoren X unbestimmte Parameter sind und die m == die Leitflächen oder 
Direktricen darstellen. Diese letzteren sind immer von gleichem Grade vorausgesetzt, können aber 
durch beliebige andere Flächen des Systems ersetzt werden. 

Die Parameter werden von Plücker als Dimensionen bezeichnet, in so fern ihre Anzahl 
die Ordnung der unendlichen Mannigfaltigkeit des Systems oder seine „Stufe" bestimmt, und von 
Fiedler (Darst. Geom. Bd. lU, § 35) als Co Ordinate n, in so fern sie die Lage eines Elementes in 
Bezug auf die Leitflächen bestimmen. 

Vorbemerkung (3). Statt einzelner Flächen kann man auch ganze Flächensysteme zu 
Elementen nehmen. Man kann also ein lineares System rter Stufe als ein solches erster Stufe 
darstellen, wenn mah Gebilde der nächst niedrigeren Mannigfaltigkeit zu Elementen nimmt. 

Vorbemerkung (4). Sämmtliche Elemente eines Systems gehen durch alle Orte, welche 
allen Leitflächen gemeinsam sind, aber nicht alle Systeme haben solche gemeinsame Orte. Diese 
gemeinsamen Orte heissen die Träger des Systems und können einerseits Punkte oder Cur\'en 
sein, andererseits Berührungsebenen oder Abwickelbare, endlich auch Strahlenorte, je nach der 
Art der zu Grunde gelegten Coordinaten. 

4. Ein Flächenbüschel nter Ordnung ist ein System von Flächen nter Ordnung, die sich 
alle in der nämlichen Curve von der Ordnung n*, der Grundcurve oder dem Träger des Büschels 
schneiden. 

Werden irgend zwei Flächen u=^0, v=zO dieses Büschels zu Leitflächen genommen 
und ist X ein unbestimmter Parameter, so ist der ganze Büschel eindeutig definirt durch die 
Gleichung 
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Sind diese beiden Leitfliichen in Plancoordinaten gegeben und von der wten Klasse, so 
heisst das System eine PUlchenschaar mter Klasse, in welcher alle Flächen eine gemeinsame 
Abwickelbare von der Klasse m^ berühren. 

Der Büschel und die Schaar stellen also eine einfach unendliche Mannigfaltigkeit 
dar, ein lineares System erster Stufe. 

Zusatz (1). Aus obiger Gleichung erhellt, dass ein Flächensystem erster Stufe durch zwei 
seiner Flächen und jede seiner Flächen durch eine weitere Bedingung (Flächenpunkt oder Be- 
rührungsebene) vollständig bestimmt ist. 

Zusatz (2). Durch N[n) - 1 beliebige Punkte kann man immer einen Flächenbüschel 
wter Ordnung legen und alle Flächen nter Ordnung, welche durch A^(w) — 1 gemeinschaftliche 
(aber von einander unabhängige) Punkte gehen, bilden einen Flächenbüschel nter Ordnung. 

Ein Flächenbüschel wter Ordnung ist also durch iV(n) — 1 Punkte und ebenso 
eine Flächenschaar nter Klasse durch 3r(n) — 1 Ebenen bestimmt. 

Zusatz (3). Haben also iV(n) — 1 Punkte eine solche besondere Lage, dass zwei Flächen 
nter Ordnung durch sie hindurch gehen, so geht auch ein ganzer Büschel durch dieselben. Haben 
ebenso A^(n) — 1 Ebenen eine solche besondere Lage, dass zwei Flächen nter Klasse von ihnen 
berührt werden, so wird auch eine ganze Schaar von ihnen berührt. 

Zusatz (4). Die Berührungsebenen eines Flächenbüschels in einem Punkte der Grund- 
curve bilden einen Ebenenbüschel mit der Tangente der Grundcurve als Träger. Die beiden 
Büschel sind zu einander homographisch. 

Ein entsprechender Satz gilt für die Berührungspunkte einer Flächenschaar in einer 
Ebene der Abwickelbaren. 

6. Ein Flächennetz nter Ordnung (auch Bündel genannt) ist definirt durch die Gleichung 

M + At; + iiw == 0, 

worin A, /n unbestimmte Parameter und n = 0. v = 0, le? = Leitflächen oder Direktricen nter 
Ordnung sind, welche nicht einem und demselben Flächenbüschel angehören. Die n^ gemeinschaft- 
lichen Punkte der drei Leitflächen heissen Grundpunkte oder Träger des Netzes, oder auch der 
Ort (w, V, w). 

Sind hingegen die Leitflächen von der nten Klasse, so bestehen die Träger ihres Flächen- 
systems aus den n^ gemeinschaftlichen Berührungsebenen. 

Diese n^ gemeinschaftlichen Träger gehören auch jeder Fläche des Systems an. 

Die durch obige Gleichung dargestellten Systeme stellen eine zweifach unendliche 
Mannigfaltigkeit dar oder ein lineares System zweiter Stufe. 

Zusatz (1). Aus der Gleichung erhellt, dass ein Flächensystem zweiter Stufe durch drei 
seiner Flächen und jede seiner Flächen durch zwei weitere Bedingungen (Flächenpunkte oder 
Berührungsebenen) vollständig bestimmt ist. 

Zusatz (2). Von den n^ gemeinschaftlichen Trägern sind nur iV(n) — 2 willkürlich. Durch 
diese letztere Zahl von Trägern kann man immer ein Flächensystem zweiter Stufe legen, und alle 
Flächen nter Ordnung, welche durch A^(n) — 2 Träger gehen, bilden ein System zweiter Stufe. 

Ein Flächensystem zweiter Stufe nter Ordnung oder Klasse ist also bezüglich 
durch A^(n) — 2 Punkte oder A"(w) — 2 Ebenen bestimmt (Plückcr, in Gergohm^ Ann. t. 19., 
1828—29, p. 133). 

6. Ein lineares Flächensystem mter Stufe und nter Ordnung oder Klasse ist definirt 
durch die Gleichung: 

^A,M,=:0, (/ == 0, 1, ... m), 

welche m unbestimmte Parameter / und m + 1 Leitflächen nter Ordnung oder Klasse n = enthält 
(Cremona, Grundzüge, § 42 ff.). 
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Zusatz (1). Ein System mter Stufe ist also durch m + 1 seiner Flächen, die nicht einem 
Systeme niedrigerer Stufe angehören, und jede Fläche desselben durch m weitere Bedingungen 
bestimmt. 

Beispiele solcher Systeme findet man in Fiedlers Darst. Geom. (Bd. HI, § 35). 

Zusatz (2). Das Flächensystem mter Stufe und nter Ordnung oder Klasse kann also nur 
N(n) — tn willkürlichen Bedingungen unterworfen werden. Durch diese letztere Zahl von Trägern 
kann man immer ein lineares Plächensystem wter Stufe legen, und alle Flächen wter Ordnung 
oder Klasse, welche durch N{n) — m Träger gehen, bilden ein lineares System wter Stufe. 

Ein Plächensystem mter Stufe und nter Ordnung oder Klasse ist also bezüglich 
durch N(n) — m Punkte oder N{n) — m Ebenen eindeutig bestimmt. 

Zusatz (3). Ein gemeinschaftlicher Schnittpunkt aller Leitflächen eines Systems 
gegebener Ordnung ist auch gemeinschaftlicher Schnittpunkt des ganzen Systems. 

Ebenso ist eine gemeinschaftliche Berührungsebene aller Leitflächen eines Systems 
gegebener Klasse auch gemeinschaftliche Berührungsebene des ganzen Systems. 

Zusatz (4). Die Flächen eines Systems mter Stufe und wter Ordnung, welche durch 
fi beliebig gegebene Punkte gehen, bilden ein System (m— /i)ter Stufe, welches in dem 
Systeme mter Stufe enthalten ist. Gehen also zwei Systeme von den Stufen (m — /*) und (m — /[*') 
bezüglich durch ji* und fjt' gegebene Punkte, von welchen a Punkte zusammenfallen, so erhält man 
ein drittes System von der Stufe {m — fjt — fjt' + a), welches wieder in jedem der beiden ersten 
enthalten ist, und so fort. 

Die Uebertragung dieses Satzes auf Systeme nter Klasse ergiebt sich ohne weiteres. 

Zusatz (5). Theilt man das Polynom -^ Am in zwei, drei, ... Gruppen und setzt dieselben 
einzeln gleich Null, so erhält man Systeme niedrigerer Stufe, welche sämmtlich dem gegebenen 
Systeme angehören. Wählt man dann aus jedem dieser Systeme eine beliebige Fläche aus und 
vereinigt dieselben mit einander, so bestimmen dieselben bezüglich ein System erster, zweiter, 
. . . Stufe, welche vollständig in dem Systeme mter Stufe enthalten sind. 



IL Hauptstück. 

Schnitte, BertLhmngen, Normalen. 

A. Schnitte einzelner Flächen. 

Vorbemerkung (1). In Salmon -Fiedlers Anal. Geom. d. R. (Bd. II, art. 438-455) werden 
die Schnitte geometrischer Gebilde als gemeinschaftliche Wurzeln algebraischer Formen 
betrachtet und auf rein algebraische Weise behandelt. 

Ein System voiT k Wurzeln, bestimmt durch k Gleichungen, wird als „Punktsystem" 
definirt, ein einfach unendlich unbestimmtes System (wo eine Gleichung weniger als Veränderliche 
gegeben ist) als eine „Curve", und ein zweifach unendlich unbestimmtes System (in welchem zwei 
Gleichungen weniger als Veränderliche gegeben sind) als eine „Fläche". 

Vorbemerkung (2). Die Anzahl der Werthe von k Veränderlichen, die durch k Gleichungen 
bestimmt sind, ist gleich dem Produkte der Grade der einzelnen Gleichungen. Werden noch weitere 
Bedingungsgleichungen aufgestellt, so wird die Anzahl der Werthesysteme mehr und mehr beschränkt. 
Sdpnan nennt solche Werthesysteme „beschränkte Systeme" und die Anzahl von Werthegruppen 
der Veränderlichen die Ordnung des Systems. Es gibt in der That geometrische Gebilde, welche 
sich analytisch nicht anders als durch beschränkte Systeme darstellen lassen. In Salmon-Fiedlers 
Anal. Geom. d. R. (Bd. II, art. 440 -444) finden sich Andeutungen, wie die Ordnung eines beschränkten 
Systems aus den Graden der gegebenen Gleichungen zu berechnen ist. Mau vergleiche auch 
Fiedlers Darst. Geom. (Bd. lU, S. 180). 

86 
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Vorbomorkung (3). Die graphische Darstellung der Durchdringungscurvon 
bildet eine der schwierigsten Aufgaben des Zeichnens. Besondere Fälle dieser Art, namentlich 
in Bezielmng auf Umdrehungsflächen, findet man behandelt in Fiedlers Darst. Geom. (Bd. II, 
§ 74-77). 

Vorbemerkung (4). Nach Rci/e (Math. Ann. Bd. 2, 1870, S. 475) sind Jacobis Sätze über 
die Durchdringungscurvon von zwei oder drei algebraischen Flächen für die Raumlehre noch sehr 
wenig ausgebeutet worden. 

Er gibt in der erwähnten Abhandlung im Anschlüsse an die Jacobf sehen Sätze eine Anzahl 
neuer Sätze über gemeinschaftliche Schnittcurven und Punktgruppen von bezüglich zwei und 
drei Flächen. Er weist dabei auf manche noch zu lösende Aufgabe hin und betont namentlich, 
dass eine Geometrie der Punktgruppen auf drei Flächen noch geschaffen werden sollte. 

Vorbemerkung (5). Einige Literaturangaben über Schnitte von Flächen gibt Cayley (Papei's, 
vol. I, p. 259, Anmerkung). 

1. Schnittcurven zweier Flächen. Zwei Flächen von den Ordnungen n und w' haben 
eine räumliche Schnittcurve von der Ordnung «n' (die also von einer Ebene in nn' Punkten getroffen 
wird). Diese Cun^e ist durch 

N(7i) - N{n — n') — 1 

Punkte oder Bedingungen bestimmt (Jacobi in Grelles J. Bd. 15, 1836, S. 299, und Plücker in 
Bd. 16, 1837). 

Zusatz (1). Hat die Curve d Doppelpunkte und q Spitzen, so erzeugen ihre Tangenten 
eine Abwickelbare von der Ordnung (wo N ohne Klammer nicht mit dem obigen N(n) zu ver- 
wechseln ist): 

N=: MH'(n + n' — 2) — (26 + 3q), 

Ist die Schnittcurve nur von der Ordnung (f<Cnn\ so schneiden sich die beiden Flächen 
noch in einer zweiten (complementären) Curve von der Ordnung y' = w?f' y, welche ein*& zweite 
Abwickelbare erzeugt von der Ordnung: 

N' = {n + w' - 2) {(f — f/)') + N, 

Ist aber die Curve (p zugleich Doppelcurve in der Fläche w, so ist die complementäre 
Schnittcurve nur von der Ordnung <p' = ww' — 2y. In diesem Falle schneiden sich die beiden 
Curven y und y' (nach Salmon) in y • (w + 2n' -4) -2N Punkten. 

Zusatz (2). Also wird eine Fläche nter Ordnung von einer Ebene in einer ebenen Curve 
nter Ordnung geschnitten und von einer Geraden in n Punkten. 

Zusatz (3). Je zwei Berührungsebenen in der Schnittcurve der beiden Flächen schneiden 
sich in den Berührungslinien der Schnittcurve. Daher sind die Doppelpunkte der Schnittcurve 
zugleich' Berührungspunkte beider Flächen, ausgenommen, wenn der Doppelpunkt als solcher einer 
der beiden Flächen angehört. 

Zusatz (4). Wenn die Schnittlinie zweier Flächen nter Ordnung eine Curve von der Ord- 
nung 712) enthält, welche ganz auf einer Fläche pter Ordnung liegt, so liegt der übrige Theil der 
Schnittcun^e n(« -i>)ter Ordnung auf einer Fläche (» — i>)ter Ordnung. Foncelet hat diesen Satz 
in den Jahren 1830—31 aufgestellt (P. P. t. II, no. 296) als Erweiterung des entsprechenden Satzes 
für ebene Cun^en (s. jenen Abschnitt, II, 3.). 

Zusatz (5). Nimmt man auf einer Fläche n'ter Ordnung beliebige N{n) - N(n — n') — 1 
Punkte an (wo n^n' sein soll), so haben alle Flächen nter Ordnung, welche man durch dieselben 
ziehen kann, mit der Fläche n'ter Ordnung dieselbe Schnittcurve (JacoU, S. 300). 

2. Schnittpunkte dreier Flächen. Drei Flächen von den Ordnungen n, n\ n" haben 
n • n' • n" gemeinschaftliche Schnittpunkte, die aber nicht alle von einander unabhängig sind. 



IL Schnitte, Berührungen, Normalen. 283 

(a) Ist nämlich n, als die grösste der Zahlen n, n', n'\ nicht kleiner als die Summe der 
beiden anderen, also n ^ w' + n'\ so sind die n • n' • w" Schnittpunkte durch 

V2n'n"(2n — n' — n" + 4) — 1 
derselben bestimmt. 

(b) Ist aber die grösste Zahl n<Cf^' + w", so hat man in der letzten Formel an Stelle von 
- 1 zu setzen + N{n' + n" — n — 4), wobei N{ ) wieder dieselbe Bedeutung wie oben in I, 3. hat 

(Jacobi in CrcUcs J. Bd. 15, S. 306). 

Zusatz (1). Für den Fall n' = n" erleiden diese Formeln jedoch Aenderungen, die von 
Jacobi (S. 302) zusammengestellt werden. 

Ist insbesondere n = w' = n", so sind die n^ Schnittpunkte durch N(n) — 2 derselben bestimmt 
(vergl. oben I, 5. Zusatz (2)). 

Zusatz (2). Ein gemeinschaftlicher Berührungspunkt der drei Flächen zählt als vier 
Durchschnittspunkte. 

Haben die drei Flächen eine Curve yter Ordnung gemein, deren Tangenten eine Abwickel- 
bare 3rter Ordnung erzeugen, so schneiden sie sich ausser dieser gemeinschaftlichen Curve noch 

in Punkten, deren Zahl ist: 

nn'n'' — y • (w + W + w" - 2) + .V. 

Ist aber die gemeinschaftliche Curve zugleich Doppelcurve in der Fläche w, so ist die 
Zahl der gemeinschaftlichen Schnittpunkte ausser dieser Curve: 

nn'n'' — y • (n + 2w' + 2n" — 4) + 2iV. 

Zusatz (3). Wenn von den n^ Schnittpunkten dreier Flächen nter Ordnung n^^; auf einer 
vierten Fläche von derOrdnungi? liegen, so liegen die übrigen n2(n —i>) Schnittpunkte auf einer 
Fläche (n — i>)ter Ordnung (Poncelct, P. P. t. II, no. 293). Die Verallgemeinerung dieses Satzes für 
Flächen von verschiedener Ordnung, entsprechend dem Satze über ebene Curven (ü, 3.), scheint 
noch nicht gefunden zu sein. 

3. Ersetzt man zwei der drei Schnittflächen durch ihre Schnittcurve, so erhält man den 
folgenden Satz für die Schnittpunkte von Flächen und Raumcurven: 

Eine Fläche nter Ordnung und eine Raumcurve n'ter Ordnung haben nn' gemeinschaftliche 
Punkte. Haben dieselben also mehr als nn' Punkte gemein, so liegt die Curve ganz auf der Fläche. 

Zusatz. So wird zum Beispiel eine Fläche nter Ordnung von einer Geraden in n Punkten 
getroffen. Hat also die Gerade n + 1 Punkte mit der Fläche gemein, so liegt sie ganz auf der 
Fläche. Die Bedingung, dass eine Fläche eine gegebene Gerade enthält, ist also n + i Be- 
dingungen gleichwerthig, und deshalb enthalten auch die Flächen von höherer als der dritten 
Ordnung im Allgemeinen keine Geraden, da eine Gerade im Räume nur vier Bedingungen 
genügen kann (s. oben S. 95). 

B. Schilitte lioiiiographischer Flächeiinysteine. 

Vorbemerkung (1). Die folgenden Sätze sind den „Grundzügen" CrcDionas (no. 113—157) 
entnommen. 
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Vorbemerkung (2). Die Zeichen [Cr^w)] und f6V(m)l bedeuten, wie im I. Bd. (S. 55 ff.), 
die Combinationenrter Klasse, bezüglich ohne und mit Wiederholung, von m Elementen Wj, ... w^, 
wo die n die Ordnungszahlen der Flächen sind. Die eckigen Klammern sollen jedoch hier fort- 
gelassen werden, da keine Missverständnisse zu befürchten sind (a. a. 0. Vorbemerkung (4)). 

• 

4. Schnitte homographischer Flächenbüschel: 

(a) Zwei homographische Flächenbüschel n^ter und w^jter Ordnung seien gegeben. Die 
SchnittcurN'en je zweier entsprechenden Flächen liegen sämmtllch auf einer Fläche von der Ord- 
nung (Wj + w^), welche durch die beiden Träger wjter und w^ter Ordnung der Büschel geht. 

36* 
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(b) Drei homographische Flächenbüschel von den Ordnungen w^, t?^, n^ haben die Schnitt- 
punkte je dreier entsprechenden Flächen auf einer Raumcurve von der Ordnung 

(72(3) = n^fh + Mjjng + n^n^, 

Zusatz. Diese Curve liegt ebenso auf den drei Flächen von den Ordnungen 

K + »2)' K + W3), K + Wi), 

welche von je zweien der Büschel gebildet werden (vergl. (a)). 

(c) Vier homographische Plächenbüschel von den Ordnungen n^, ... w^ seien gegeben. 

Dann gibt es 

(73(4) = n^n^n^ + n^n^n^^ + fhn^^n^ + n^n^n^ 

• 

Punkte, durch welche je vier entsprechende Flächen der vier Büschel hindurchgehen. 

Zusatz. Diese Punkte liegen sowohl auf den sechs Flächen je zweier Büschel (s. oben (a)), 
als auch auf den vier Raumcurven je dreier Büschel (oben (b)). 

5. Schnitte homographischer Flächennetze: 

(a) Zwei homographische Flächennetze von den Ordnungen w^, Wg seien gegeben. Dieselben 
enthalten unendlich viele homographische Flächenbüschel, also auch (nach 4. (a)) unendlich viele 
Flächen (n^ + n^jt^v Ordnung, welche die Durchschnittscurv^en entsprechender Flächen enthalten. 
Diese Flächen bilden ein neues Netz und gehen sämmtlich durch eine gemeinschaftliche Raum- 

curve von der Ordnung C^{2) = (nj + n^ + n^n^. 

Zusatz. Diese Raumcurve ist zugleich der Ort, auf welchem die Träger njter und tijter 
Ordnung je zweier entsprechenden Büschel sich treffen können. 

(b) Drei homographische Flächennetze von den Ordnungen %, n^, n^ haben die Durch- 
schnittspunkte je dreier entsprechenden Flächen auf einer Fläche von der Ordnung (n^ + fh + fh)- 

Zusatz. Diese Fläche geht: 

(a) Durch die nj, n^, n^ Träger der drei Netze; 

(ß) Durch alle Raumcurven {n^n^ + n^n^ + n3ni)ter Ordnung, welche von je drei ent- 
sprechenden Büscheln gebildet werden (oben 4. (b)); 

{/) Durch die in (a) erwähnten Raumcurven je zweier Netze von den Ordnungen 

[n] + nl + n^n^l (w^ + n] + w^w^), (n^ + nj + n^n;). 

(c) Vier homographische Flächennetze von den Ordnungen n^ . . . n4 haben die Durch- 
schnittspunkte von je vier entsprechenden Flächen auf einer Raumcurve von der Ordnung 

C2(4) = WiWg + n^th + n^n^ + n^Wg + n^n^ + n^n^, 

Zusatz. Durch diese Curve gehen auch die vier Flächen, welche durch je drei der vier 
Netze gebildet werden (oben (b)), sowie auch alle in 4. (c) erwähnten Gruppen von Schnittpunkten 
von je vier entsprechenden Büscheln. 

(d) Fünf homographische Flächennetze von den Ordnungen n^ ... % haben 

Schnittpunkte, durch welche je fünf entsprechende Flächen der fünf Netze hindurchgehen. 

Zusatz. Diese Punkte liegen sowohl auf den 10 Flächen je dreier Netze (oben (b)), als 
auch auf den fünf Curven von je vier derselben (oben (c)). 

6. Schnitte homographischer Flächensysteme (^ — l)ter Stufe. 

(a) Sind 11 ~ 2 homographische Flächensysteme (^ — l)ter Stufe von den Ordnungen 
n^ . . . n^i _ 2 gegeben, so gibt es : 
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Cgdti — 2) = nj + . . . + n\n^ + . . . + n^n^n^ + . . . 
Punkte, durch welche je /t* — 2 entsprechende Flächen hindurchgehen. 
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Zusatz. Durch dieselben Punkte geht auch eine unendliche Zahl von je fjt — 2 ent- 
sprechenden Flächenbüscheln der gegebenen Systeme, und daher ist jeder auch gemeinschaftlicher 
Basispunkt von fi - 2 entsprechenden Netzen der gegebenen Systeme. 

(b) Sind fi — 1 horaographische Plächensysteme (^ — l)ter Stufe von den Ordnungen 
n^ ...n„_i gegeben, so enthält jedes derselben eine unendliche Anzahl von Flächenbüscheln, aber 
je /A — 1 entsprechende Büschel schneiden sich in Punkten, welche sämmtlich auf einer Raum- 
curve liegen von der Ordnung: 



w 



C^ifA — 1) = n^ + . . . + n^n^ + . . . 

(c) Sind /Li horaographische Tlächensysteme {ji — l)ter Stufe von den Ordnungen w^ . . . w,» 

gegeben, so liegen die Schnittpunkte von je fi entsprechenden Flächen auf einer Fläche von 

der Ordnung ^ 

Clip) = n^^ + . , , + n«. 

Zusatz. Jedes System (,a — l)ter Stufe ist durch p Flächen vollständig bestimmt, wenn 
dieselben nicht einem Systeme niedrigerer Stufe angehören. Diese fi Flächen bestimmen in jedem 
der übrigen homographischen Systeme ebenso viele entsprechende Flächen, also überhaupt alle 
fjt homographischen Systeme. Man kann daher diese Flächen mit Frs bezeichnen, wo r das System 
und s die Fläche im System bezeichnet. 

(d) Sind fi + 1 homographische Systeme {p — l)ter Stufe von den Ordnungen ni .... w« 4.1 

gegeben, so liegen die Schnittpunkte von je ji* + 1 entsprechenden Flächen auf einer Raumcurve 

von der Ordnung: 

Ca (/i + 1) = ni ng + n^n^ + ... 

(e) Sind p + 2 homographische Systeme {p — l)ter Stufe von den Ordnungen n^, . . ., w,, _^2 

gegeben, so gibt es 

C}(/* + 2) = nifi^ii^ + n^n^n^ + . . . 

Schnittpunkte, durch welche je fi + 2 entsprechende Flächen der p + 2 Systeme hindurchgehen. 

7. Schnitte symmetrischer Complexe. 

Die fjt^ Flächen Frs (wo r ein System und s eine Fläche im System bezeichnet): 

Fll .... F\n 



Fi F 

• I > 

durch welche (nach 6. (c)) /li homographische Flächensysteme (/* - l)ter Stufe bestimmt sind: 

bilden einen symmetrischen Complex, wenn sie erstens alle von derselben Ordnung n sind, 
und wenn zweitens Frs — Fsr- Darnach haben also je zwei Systeme eines symmetrischen Complexes 
eine Fläche Frs = Fsr gemeinschaftlich, welche sich selbst entspricht. 

(a) Die Schnittpunkte von je /u entsprechenden Flächen eines solchen Complexes liegen 
(nach 6. (c)) auf einer Fläche von der Ordnung iin. Die Anzahl ihrer Doppelpunkte ist nach 

Sdmon ('' J ^1 • w^ 

(b) Streicht man in der quadratischen Matrix die durch Frs oder die durch F^r gehende 
Zeile und Columne, so erhält man einen symmetrischen Complex aus p - 1 homographischen 
Systemen (^t — 2)ter Stufe, welche durch die Schnittpunkte von je /a — 1 entsprechenden Flächen 
eine Fläche von der Ordnung (/t - l)n bilden. 

Zusatz (1). Streicht man aber nur die Columne s, also eine Fläche in jedem System, 
so behält man p homographische Systeme (p — 2)ter Stufe, deren entsprechende Schnittpunkte 

(nach 6. (d)) auf einer Raumcurve Ic^ von der Ordnung C^d») — L^U^ liegen. 
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Zusatz (2). Streicht man die Zeile r, also ein ganzes System, so behält man noch 
(/i 1) homographische Systeme (/i l)ter Stufe, deren entsprechende Schnittpunkte (nach 0. (b)) 

auf einer Raumcurve h von der Ordnung C^(ii — 1) = 9 '*^ liegen. 

Zusatz (3). Streicht man die rte und sie Columne, also zwei Flächen in jedem System, so 
behält man /i homographischo Systeme (/i — 3)ter Stufe, welche (nach 0. (e)) (^(/i) = j^jn^ Schnitt- 
punkte (je /t entsprechender Flächen) erzeugen. Diese Punkte liegen gleichzeitig auf den beiden 
erwähnten Raumcurven Je, und Jcr. 

(c) Die beiden in (a) und (b) erwähnten Flächen von den Ordnungen ftn und (fi l)n 
schneiden sich in den genannten zwei Raumcurven (Charakteristiken) k^ und kr von der gleichen 

Ordnung (^U^ 

Zusatz (1). In den gemeinschaftlichen Punkten dieser beiden Raumcurven geht der 
Schnitt der Flächen in eine Berührung über, nämlich in den oben in (b) Zusatz (3) erwähnten 

\o\n^ Punkten, und, wenn 5 = r wird, auf der ganzen Ausdehnung der Curv^e K. 

Zusatz (2). Diese Curven bleiben für alle entsprechenden Flächen dieselben, so lange 
bezüglich die Zeiger s und r dieselben bleiben. 

(d) Streicht man in der quadratischen Matrix sowohl die durch Frs als auch die durch 
F,r gehenden Reihen, oder, was auf dasselbe hinauskommt, die durch Frr und F,, gehenden Zeilen 
und Columnen, so erhält man einen symmetrischen Complex von ji* -2 homographischen Systemen 
{fi -3)ter Stufe, welche durch die Schnittpunkte von je (a — 2 entsprechenden Flächen eine Fläche 
von der Ordnung (^i — 2)n bilden {Cranonas X). 

Zusatz (1). Streicht man aber nur die durch Frs gehenden Reihen und ausserdem noch 
die Columne r oder s, so behält man {ji — 1) homographische Systeme (/* — 3)ter Stufe, deren 
entsprechende Schnittpunkte (nach 6. (d)) bezüglich auf einer Raumcurve k'^ oder k[ von der 

gleichen Ordnung y \n^ liegen. 

Zusatz (2). Streicht man endlich die rte und ^te Zeile, so behält man /t — 2 homo- 



w 
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graphische Systeme {fi — i)ter Stufe, welche (nach «. (a)) C^{ii — 2)= \o\^^ Schnittpunkte (von je 

fi — 2 entsprechenden Flächen) erzeugen. Diese Punkte liegen gleichzeitig auf den beiden 
CuiTen k' und /•;'. / 

Zusatz (3). Die Eigenschaften der beiden Raumcurven k'^ und k'^ sind ganz entsprechend 

denjenigen, welche oben (in (c)) für k, und h angeführt wurden. 

(e) Ein Beispiel eines solchen symmetrischen Complexes hat man in den Polarflächen 
einer Grundfläche. Bezeichnet man nämlich mit Fr und F^ die Polarflächen, einer beliebigen aber 
derselben Ordnung, der beiden Punkte r und s in Bezug auf eine Grundfläche und mit Fr, die 
Polarfläche gleicher Ordnung des Punktes r in Bezug auf die Fläche F^, und gleicherweise mit 
F,r die Polarfläche gleicher Ordnung des Punktes s in Bezug auf Fr, so sind die durch die 
quadratische Matrix 

Fm F.u 

F i F 

I * t 

dargestellten fi linearen Flächensysteme homographisch und bilden einen symmetrischen Complex, 
da Fr, und F,r als gemischte Polarflächen der r und s identisch sind (s. unten IV, 4. (b)). 
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C. Berührungen und Normalen. 

Vorbemerkung (1). lieber die Berührung der Flächen seheinen noch wenige allgemeine 
Untersuchungen angestellt zu sein. 

Plücker {Grelles J. Bd. 4, 1829, S. 349 ff.) behandelte die Berührungen zwischen Flächen 
zweiten Grades, ebenso zwischen Flächen zweiten und dritten Grades. 

Clebsch (Grelle s J. Bd. 63, 1863, § 15—16) betrachtete die Berührungen zwischen Flächen 
und Raumcurven als Anwendung der ^fer sehen Funktionen. 

Spottiswoode und Clifford (Cliffords Math. Papers, p. 287) untersuchten die Berührungen der 
Flächen mit Kegelschnitten und Flächen zweiten Grades. 

Vorbemerkung (2). Die PlücJcersohe Behandlung liefert nach Clebsch (z. Ged. an J, Plüclccr, 
S. 25) „die Grundvorstellungen für den Charakter höherer Berührungen, indem sie die Natur der- 
selben an die Art der singulären Stellung anknüpft, welche der Berührungspunkt in Bezug auf die 
Schnittcurve der Flächen einnimmt." 

8. lieber die Berührung einzelner Flächen mit einander hat man die folgenden Sätze: 

(a) Die grösste Zahl der Punkte, in welchen zwei Flächen wter und n'ter Ordnung sich 
berühren können, ist: 

-nn' [n + n' — 4) + 1. 

(b) Zwei Flächen haben in einem Punkte eine Berührung ^jter Ordnung, wenn ihre Durch- 
schnittscurve daselbst einen (p + 1) fachen Punkt hat. 

Zusatz. Wie bei den ebenen Curven (oben S. 178) ist auch bei Flächen die Berührung 
eine invariante Beziehung. Die Umformungen, für welche die Berührung invariant bleibt, können 
nach Lk (Math. Ann. Bd. 5, 1872, S. 158) in drei Arten getheilt werden: Die erste entspricht der 
PWcfer sehen Reciprocität mit einer aequatio directrix (oben S. 33); die zweite entspricht der von 
Lie untersuchten Reciprocität mit zwei Leitgleichungen (oben S. 35); die dritte umfasst alle Um- 
formungen durch Aenderung des Coordinatensystems, mit drei Bedingungsgleichungen. 

9. Der Berührungskegel einer Fläche nter Ordnung berührt die Fläche in ilirer Schnitt- 
linie mit der ersten Polarfläche des Kegelscheitels (s. unten IV, 2. (c)), also in einer Curve von 
der Ordnung n(n — 1). 

Der Berührungskegel ist also im Allgemeinen von der Ordnung w(n — 1) und von der 
Klasse n(^j — 1)^. Er enthält n(n — l)(n — 2) Inflexions- oder Cuspidalkanten und ^l^n(n — l)(w — 2)(;i — 3) 
Doppelkanten. 

Hat aber die Grundfläche eine Doppelcurve von der Ordnung d und eine Rückkehr- 
curve von der Ordnung p, so ist die Ordnung des einfachen Berührungskegels nur n[ri — 1) (2d + 3p). 
Vergleiche Salmon- Fiedler (Anal. G. d. R. Bd. II, § 491) und unten VI, 13. 

Zusatz (1). Die Gleichung des Berührungskegels erhält man, indem man die Diskrimante 
der Grundgleichung u = nach A gleich Null setzt (s. unten III, 9.), das heisst, die Bedingung für 
die Gleichheit zweier Wurzeln X aufstellt. Ihre Gestalt wurde untersucht von Salmon (s. Salmon- 
Fledler, Anal. G. d. R. Bd. ü, § 486). 

Zusatz (2). Der Berührungskegel ist von besonderer Bedeutung in der darstellenden 
Geometrie, indem er bei der Polarprojektion die Umrisse eines Gebildes auf der Projekt ionsfläche 
gibt, also auch die Schlagschattengrenze für Lichtstrahlen aus einem Punkte in endlicher oder 
unendlicher Entfernung, ebenso die Grenze des Selbstschattens in der Berührungscurve des 
Gebildes. 

Eine Erweiterung dieser Schattentheorie bildet die Beleuchtungstheorie für eine unendlich 
ferne Lichtquelle, indem an Stelle des Berührungskegels eine umschriebene Abwickelbare tritt, 
deren ,, Richtungskegel " (s. unten \^, 1.) ein Umdrehungskegel ist und deren Berührungscurve mit 
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der gegebenen FUiclie eine Linie gleicher Helligkeit bildet {Fiedler, Darst. Geom. Bd. ü, 
§ 56, 71, 74). Die Arbeit Eulers über diesen Gegenstand findet man unten (VI, Vorbem. (1)) 
erwHhnt. 

10. lieber Berührungen mit Flächensystemen hat man folgende Sätze: 

(a) Eine Fläche wter Ordnung wird von einem Flächenbüschel »'ter Ordnung in 
n{n^ + 3 r« + 2nr — 4m - 8r + 6) Punkten berührt. 

(b) Ein Flächennetz nter Ordnung wird in einer beliebigen Fläche vter Ordnung in 
Punkten berührt, welche auf einer Raumcurve von der Ordnung »'(3n + r — 4) liegen. 

Zusatz. Ist v=l, also die Fläche eine Berührungsebene, so wird die Curve eben von 
der Ordnung 3(u -1), und ist die Ile^sc sehe Curve des Netzes (s. oben S. 202), welches aus dem 
Flächennetze durch den ebenen Schnitt der Berührungsebene gebildet wird. 

(c) Ein Flächennetz nter Ordnung wird von einem Flächenbüschel vter Ordnung in 
Punkten beiUhrt, welche auf einer Fläche von der Ordnung (3n -f 2»' — 4) liegen. 

11. lieber die von einem beliebigen Punkte P des Raumes an eine Fläche wter Ordnung 
gehenden Normalen hat man folgende zwei Sätze: 

(a) Die Anzahl der möglichen Normalen PQ ist 

n{n^ — n + 1), 

und die w(n* — n + 1) Fusspunkte Q liegen mit dem gegebenen Punkte P auf einer Raumcur\'e 
von der Ordnung 7i^ - n + 1 (Steiner, Grelles J. Bd. 49; Werke, Bd. 11, S. 633 ff.). 

Zusatz (1). Lässt man den Punkt P sich ändern, so haben alle diese Raumcurven 

(n — 1)3 ^ [n^ — n + 1) 

gemeinschaftliche Punkte. Von diesen sind (n — 1)^ die Pole der unendlich fernen Ebene in 
Bezug auf die gegebene Fläche (vergl. unten IV, 6. (b)), während die übrigen (n* — n + 1) in der 
unendlich fernen Ebene selbst liegen und gleiche Asymptotenrichtungen in allen diesen 
Cui-ven bewirken. 

Zusatz (2). „Die Anzahl aller Normalen einer geschlossenen Fläche, welche sich von 
einem beliebigwo angenommenen Punkte bis zur Fläche ziehen lassen, ist denmach stets eine 
gerade Zahl." [MÖbius, Werke, Bd. 11, S. 463.) 

(b) Die Anzahl der Normalen aus einem Punkte des Raumes an eine Fläche nter Ordnung, 

mter Klasse und rten Ranges ist: 

n -\- r -\- m. 

Zusatz. Dieser Satz wurde von Salmon (Cambr. and Dublin M. J. vol. 3, 1847, p. 47) 
gefunden und von Sturm (Math. Ann. Bd. 7, 1874, S. 567) allgemein bewiesen. 



III. Hauptstück. 

Singularitäten der Flächen. 

Vorbemerkung (1). Die Singularitäten der algebraischen Flächen findet man in den 
beiden Lehrbüchern von Salmon und Cremona an verschiedenen Stellen besprochen. Eine einheit- 
liche und abgeschlossene Darstellung dieser Invarianteneigenschaften ist jedoch zur Zeit noch 
nicht möglich. 

Vorbemerkung (2). Wie bei ebenen Curven, so gibt es auch bei Flächen einfache und 
höhere Singularitäten. Doch sind die letzteren nur theilweise bekannt. Noch viel weniger ist es 
bis jetzt gelungen, wie bei ebenen Curven (oben S. 195) ein Gesetz der Aequivalenz aufzustellen. 
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Vorbemerkung (3). Die Plächensingularitäten lassen sich leichter mit Hilfe von ebenen 
Schnitten und Berührungskegeln betrachten, als unmittelbar in sich selbst. Kennt man nämlich 
die Singularitäten einer Schnittcun^e, deren Ebene verschiedene besondere Lagen annimmt, oder 
diejenigen eines Berührungskegels, dessen Scheitel verschiedene besondere Lagen annimmt, so kann 
man auf die Singularitäten der Flächen schliessen. Beide Anschauungen ergänzen sich dualistisch. 

Aus diesem Grunde kommen auch in den ausgedehnten Tafeln, wo die Plächensingularitäten 
definirt werden, die Bestimmungszahlen der Schnittcurven und Berührungskegel vor (s. unten 14.). 



A. Singulare Curveu und Punkte. Geschlecht. 

Um einen allgemeinen Begriff der Flächensingularitäten zu erhalten, geht Caylei/ (Cambr. 
and Dublin M. J. vol. 7, 1852; Papers, vol. II, p. 28 ss.) von den Curvensingularitäten aus und 
betrachtet ebene Schnitte der Fläche, die bezüglich einer, zwei oder drei Bedingungen unter- 
worfen sind. 

Er findet auf diese Weise drei Arten von singulären Curven und sechs Arten von 
singulären Punkten auf der Fläche. 

1. Ist der ebene Schnitt nur der einen Bedingung unterworfen, dass die Schnittcurve 
einen Verzweigungsknoten habe, so erhält man keine Singularität, denn dieser Knoten ist 
einfach Berührungspunkt zwischen Fläche und Ebene, eine Eigenschaft, welche im Allgemeinen 
jedem Flächenpunkte zukommen kann. 

Zusatz. Die beiden Tangenten im Verzweigungspunkte derCurve heissen Haupttangenten 
oder Inflexionstangenten, weil sie drei zusammenfallende Punkte mit der Fläche gemein haben. 
Je nachdem diese beiden Tangenten reell oder imaginär sind, heisst der Punkt hyperbolisch 
oder elliptisch. Das Gebiet der hyperbolischen Punkte wird von dem der elliptischen durch 
eine singulare Curve getrennt, nämlich durch die Curve der parabolischen Punkte, auf welcher 
die Haupttangenten zusammenfallen (vergl. Salmm-Fiedler, Bd. H, § 7, und unten 2. (b)). 

2. Ist der ebene Schnitt zwei Bedingungen unterworfen, so erhält man drei singulare 
Curven, je nach der Art der beiden Bedingungen: 

(a) Soll der in 1. erwähnte Verzweigungsknoten zugleich Wendepunkt in einem Zweige 
der ebenen Schnittcurve sein oder nach Cayley^ Ausdruck ein Inflexionsknoten (s. oben S. 187), 
so erhält man einen singulären Punkt der Fläche, durch welchen sich eine Gerade ziehen lässt, 
die mit der Fläche vier zusammenfallende Punkte gemein hat. 

Die Gesammtheit dieser singulären Punkte bildet eine singulare Curve, die Inflexions- 
knotencurve oder Wendecurve. Sie ist von Salmon (Cambr. and Dublin M. J. vol. 4, 1849, 
p. 260) untersucht worden und wird aus der Fläche nter Ordnung durch eine Fläche von der 
Ordnung 1 1 n — 24 ausgeschnitten. 

Zusatz (1). Die Haupttangenten in einem Inflexionsknoten heissen die „singulare" und 
die „ordinäre" Inflexionsknotentangente. Die erstere ist die Tangente an die singulare Cui^e. 

Zusatz (2). Diese beiden Haupttangenten erzeugen eine windschiefe Fläche, welche 
hier in zwei Abwickelbare zerfällt. Die „singulären" Tangenten erzeugen nämlich eine Abwickel- 
bare mit der singulären Curve als Gratlinie, und die „ordinären" Tangenten erzeugen eine zweite 
Abwickelbare, die zugleich von den Berührungsebenen der Inflexionsknoten erzeugt wii'd. Diese 
Berührungsebenen werden stationäre Ebenen der zweiten Abwickelbaren in jenen Inflexionsknoten, 
welche zugleich Berührungsknoten (s. S. 187) sind. 

(b) Soll der in 1. erwähnte Verzweigungsknoten in einen Rückkehrpunkt ausarten, so 
bleibt er zwar Berührungspunkt zwischen der Fläche und der schneidenden Ebene, ist aber para- 
bolischer Punkt der Fläche, mit zusammenfallenden Haupttangenten, also singulär. 

87 
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Die Gesammtheit dieser singulären Punkte bildet eine singulare Curve, die Dornknoten- 
curve oder Rückkehrcurve. Sie ist der Durchschnitt der gegebenen Fläche «ter Ordnung mit 
einer Flilche von der Ordnung 4(h — 2), der sogenannten Hesse sehen Fläche. 

Zusatz (1). Die Rückkehrcurve trennt auf der Fläche die Gebiete der hyperbolischen und 
elliptischen Punkte (s. oben (a), Zusatz). 

Zusatz (2). Die zusammenfallenden Haupttangenten dieser Punkte erzeugen eine wind- 
schiefe Fläche, welche hier in zwei zusammenfallende Abwickelbare ausartet und identisch 
ist mit der Abwickelbaren, erzeugt von den Berührungsebenen dieser Punkte. 

(c) Soll die ebene Schnittcurve zwei Doppelpunkte, also ein Knotenpaar haben, so ist 
dieselbe eine Doppeltangentialebene mit jenem Knotenpaar als singulären Berührungspunkten. 

Die Gesammtheit dieser singulären Punkte bildet eine singulare Curve, die Knoten- 
paarcurve oder Doppelcurve. 

Zusatz. Die Berührungsebenen in den Knotenpaaren bilden eine Abwickelbare. Artet 
ein Doppelpunkt eines Paares in einen Rückkchq^unkt aus, so ist seine Berührungsebene stationäre 
Ebene dieser Abwickelbaren. 

(d) Wie die Doppel- und Rückkehrpunkte einer ebenen Cun-e das Geschlecht der letzteren 
bestimmen (s. oben S. 193), so bestimmen auch die Doppel- und Rückkehrcurven einer Fläche 
eine gewisse Zahl, welche von Clcbsch (Compt. Rend. t. 67, 1868, p. 1238 39) als das Geschlecht 
der Fläche bezeichnet wird. Ist nämlich die Fläche von der wten Ordnung, so ist ihr Geschlecht ^^ 
gleich der Anzahl der in einer Fläche (n — 4)ter Ordnung noch unbestimmt bleibenden Coefficienten. 
wenn man diese Fläche durch die Doppel- und Rückkehrcurven der Fläche nter Ordnung hindurch- 
gehen lässt, vorausgesetzt, dass die Fläche nur diese gewöhnlichen Singularitäten habe. 

Das Geschlecht hat für die projektivischen Beziehungen der Flächen eine ähnliche Bedeutung, 
wie bei ebenen Curven (oben S. 43). Lassen sich nämlich zwei Flächen rational in einander 
transformiren, so haben sie dasselbe Geschlecht und werden zu einer Klasse oder Gruppe 
gerechnet. 

Zusatz (1). Dieser von Clebsch ohne Beweis mitgetlieilte Satz wurde analytisch bewiesen 
von XötJwr (Math. Ann. Bd. 2, 1870, S. 293—316), zugleich mit einer Ausdehnung auf höhere 
Mannigfaltigkeiten, und geometrisch von ZeutJicn (Math. Ann. Bd. 4, 1871, S. 21). 

In einer späteren Arbeit (Math. Ann. Bd. 8, S. 495 ff.) hat Nöther dem Flächengeschlechte p 
noch zwei weitere Zahlen p^^) und 2^^-^ zugeordnet, von welchen die erstere das Curvengeschlecht 
der Fläche genannt wird, während die letztere, als linear abhängig von jener, keinen besonderen 
Namen erhielt. Er betrachtet nämlich das eindeutige Entsprechen zweier Flächen f und /i und 
bezeichnet mit yy eine gewisse zu f gehörige Schaar von Funktionen, welche die Eigenschaft haben, 
bei eindeutiger Transformation von f in /i in eine entsprechende Schaar y/^ überzugehen, welche 
dieselbe Definition in Bezug auf /i hat. Dabei geht also auch der bewegliche Schnitt von f mit 
der Schaar yy über in den beweglichen Schnitt von /^ mit der Schaar y/,. 

Nötlier sagt wörtlich (§ 10): „Wir bezeichnen die Anzahl der linear von einander unabhängigen 
Flächen yy als das Flächengeschlecht p der Fläche f, das Geschlecht der beweglichen Schnitt- 
curve (fif) von /' mit einer allgemeinen Fläche gy als das Curvengeschlecht p^^^ von f. Zu diesen 
beiden Zahlen tritt noch eine dritte, ebenfalls für jede eindeutige Transformation invariante Zahl, 
die Anzahl i;^-> der beweglichen Schnitte (fif(f) von f mit zwei allgemeinen Flächen y/.** 

Es müssen also bei dem eindeutigen Entsprechen zweier Flächen diese drei p für beide 
Flächen dieselben sein. 

Zusatz (2). Einfache Formeln für diese Geschlechtszahlen, ähnlich denjenigen bei ebenen 
Curven, lassen sich für Flächen nur in besonders einfachen Fällen aufstellen. 

Hat zum Beispiel die Fläche keine singulären Curven, so ist ihr Flächengeschlechte? = j „ 

Gibt es keine Fläche (n - 4)ter Ordnung der genannten Art, so ist^; — 0. 

Füri/'> stellt Nother (§ 11) eine untere Grenze auf, während die obere Grenze zweifelhaft bleibt. 
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Zusatz (3). Von dem Plächengeschlechte hängt die Darstellung der Coordinaten der 
Flächenpunkte als rationale Funktionen zweier Parameter und einer algebraischen 
Funktion y derselben ab, ähnlich wie dies bei den ebenen Curven (oben S. 194) der Fall ist. 
Die Irrationalität der Funktion (p wird nämlich durch die Geschlechtszahl p bestimmt (vergl. Schwarz, 
Abh. Bd. II, S. 26). 

Zusatz (4). Ausser der Geschlechtszahl hat Clebsch (Math. Ann. Bd. 5, 1872, S. 18) auch 
den Begriff des Flächentypus eingeführt. Flächen haben denselben Typus, wenn sie ohne 
BeiUcksichtigung singulärer Elemente eindeutig auf einander bezogen werden können, wie zum 
Beispiel die Ebene und die Steiner sehe Fläche. 

3. Unterwirft man den ebenen Schnitt drei Bedingungen, so erhält man nicht mehr 
singulare Curven, sondern singulare Punkte, und anstatt der Abwickelbaren einfache Berlihrungs- 
ebenen in endlicher Zahl. 

(a) Die ebene Schnittcurve habe einen Osculationsknoten: 

Die Schnittebene ist einfache Berührungsebene in diesem Punkte. Alle diese Punkte liegen 
auf der Wendecur\^e der Fläche (s. oben 2. (a)). 

(b) Die ebene Schnittcurv^e habe einen Doppelinflexionsknoten: 

Die Schnittebene ist wieder einfache Berührungsebene in diesem Punkte. Diese Punkte 
sind die reellen Doppelpunkte der Wendecurve. 

(c) Die ebene Schnittcurve habe einen Berührungsknoten: 

Die Schnittebene ist wieder einfache Berührungsebene in diesem Punkte. Diese Punkte sind 
Schnittpunkte und Berührungspunkte zugleich der oben erwähnten drei singulären Curven. 

(d) Die ebene Schnittcurve habe einen einfachen Verzweigungsknoten und einen 
Inflexionsknoten: 

Die Schnittebene ist Doppeltangentialebene in diesen beiden Punkten als Berührungspunkten. 
Diese Inflexionsknoten sind Schnittpunkte der Doppelcurve und Wendecurve. 

(e) Die ebene Schnittcurve habe einen einfachen Verzweigungsknoten und einen Rück- 
kehrpunkt: 

Die Schnittebene ist wieder Doppeltangentialebene in diesen beiden Punkten. Diese Rück- 
kehrpunkte sind Schnittpunkte der Doppelcurve und Rückkehrcurve. 

(f) Die ebene Schnittcurve habe drei einfache Verzweigungsknoten oder ein Knotentripel: 
Die Schnittebene ist dreifache Tangentialebene. Diese Punkte sind reelle Doppelpunkte 

der Doppelcurve. 

Fallen insbesondere die drei Verzweigungsknoten in einen dreifachen Punkt der Schnitt- 
curve zusammen, so bildet dieser auf der Fläche eine sich selbst reeiproke Singularität, die von 
Caylci/ (Phil. Mag. vol. 27, 1864; Papers, vol. V, p. 138 „Tritom-Singularität" genannt wird. 

Zusatz. Ueber diese Benennungen der singulären Punkte auf der ebenen Schnittcurve 
vergleiche man oben Seite 187. 

B. Vielfache Punkte und Linien. Eiufaelie Geraden. 

4. Ein Äfacher Punkt einer Fläche hat die Eigenschaft, dass jede Gerade dos Raumes 
die Fläche daselbst in k Punkten trifft. Jeder durch den ifachen Punkt geführte ebene Schnitt 
hat daselbst Je Curvenzweige und die Tangenten aller möglichen ebenen Schnitte bilden einen 
Kegel Äter Ordnung, der auch in Kegel niedrigerer Ordnung oder auch in k verschiedene oder 
zusammenfallende Ebenen ausarten kann. 

Zusatz (1). Ein Doppelpunkt der Fläche bildet also den Scheitel eines Kegels zweiter 
Ordnung und heisst deshalb conischer Punkt. Zerfällt der Kegel in zwei verschiedene oder 
zusammenfallende Ebenen (wie bezüglich bei den Punkten der Doppelcurve und der Gratlinie der 
Abwickelbaren), so heisst der Punkt bezüglich biplanar und unlplanar. 

37* 
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Zusatz (2). Eine Fläche nter Ordnung kann höchstens einen ;ifachen Punkt haben. Sie 
ist dann ein Kegel mit dem ti fachen Punkt als Scheitel. 

Zusatz (3). Ist ein A;facher Punkt einer Fläche zugleich Zfacher Punkt auf einer andern 
Fläche oder Cur\^e, so ist er als klfacher Punkt ihres Schnittes zu betrachten. 

5. Die Doppelpunkte eines linearen Flächensystems bilden einen geometrischen 
Ort, der von Crcmona als Jacohi' scher Ort (Jacobiana) bezeichnet wird. Er bildet entweder eine 
Punktgruppe oder eine Raumcurve oder eine Fläche: 

(a) In einem Flächenbüschel «ter Ordnung gibt es 4{n — 1)^ Flächen, welche einen 
Doppelpunkt haben. 

Zusatz. Dieser Jacobi'sche Ort ist überhaupt der Ort der Punkte, welche in Bezug auf 
den Büschel dieselbe Polarebene haben {Crcmonus Grundzüge, § 135). 

(b) Die Doppelpunkte der Flächen eines Netzes aiter Ordnung liegen auf einer Raum- 
curve von der Ordnung 6(n — 1)^ 

Zusatz. Diese Curv^e ist zugleich der Ort der Berührungspunkte der Flächen des Netzes; 
ferner der Ort der Punkte, deren Polarebenen sich in Bezug auf dieses Netz in einer Geraden 
schneiden {Scdmon -Fiedler, Anal. G. d. R. Bd. I, § 234, und Bd. H, § 457). 

(c) Die Doppelpunkte der Flächen eines linearen Systems nter Ordnung und dritter 
Stufe liegen auf einer Fläche von der Ordnung 4(n ~ 1). 

Zusatz. Diese Fläche ist zugleich der Ort der Berührungspunkte der Flächen des Systems; 
ebenso der Ort der Punkte, deren Polarebenen sich in Bezug auf dieses System in einem Punkte 
schneiden {Salmon-FiecUer, Anal. G. d. R. Bd. I, § 233; und Bd. 11, § 456). 

(d) Die Doppelpunkte der Flächen eines linearen Systems nter Ordnung und vierter 
Stufe liegen auf einer Curve von der Ordnung 10(n — 1)*. 

6. Eine Afache Linie einer Fläche besteht aus lauter Afachen Punkten. In einer 
ifachen Curve schneiden sich also k Fächer der Fläche. Durch jeden Punkt der Curve gehen 
k Berührungsebenen der Fläche, die sich sämmtlich in einer Geraden schneiden, der Tangente 
der Ä fachen Curve. 

Zusatz. Hat eine Fläche nter Ordnung eine (n - 2)fache Linie, so besitzt sie eine endliche 
Anzahl gerader Linien. Ist die (n — 2)fache Linie selbst gerade, so besitzt die Fläche ausser 
dieser vielfachen Geraden noch 2(3n — 4) einfache Geraden. 

7. Nach II, 3. Zusatz, sind n + 1 Bedingungen erfordert, damit eine Gerade ganz auf 
einer Fläche nter Ordnung liege. Gerade Linien sind also (ausser für n^3) singulare 
Linien der Flächen, lieber dieselben gelten folgende Sätze (s. Clebsch in Crelles J. Bd. 58, 1861, 
S. 106, und Salmon-Ficdler, Anal. G. d. R. Bd. 11, § 476): 

(a) Legt man durch eine Gerade einer Fläche nter Ordnung eine beliebige Ebene, so wird 
die Fläche von dieser Ebene noch in einer Curve (n — l)ter Ordnung geschnitten und in 
n 1 Punkten berührt, die sämmtlich auf der Geraden liegen. Dreht man die Ebene um jene 
Gerade, so erhält man (n + 2)(n -2)^ Ebenen von der Art, dass sie die Fläche in einem weiteren 
Punkte ausserhalb der Geraden berühren. 

(b) Jede Gerade der Fläche ist immer auch Tangente der Hesse sehen Fläche, und folglich 
auch der parabolischen Curve, mit denselben 2(n — 2) Berührungspunkten, das heisst sie ist 
2(n-— 2)fache Tangente dieser singulären Curve (vergl. oben 2. (b)). 

(c) Eine Fläche nter Ordnung kann im Allgemeinen nicht mehr als n(lln — 24) Gerade 
enthalten. 
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C. Singulare Bertthrungslinien und Bertthrungsebenen. 

Vorbemerkung. Es seien x^, X2, x^, x^, ebenso y^ etc., homogene Punktcoordinaten, ferner 

x=[x^, x^, 0.3, x^, y= (y^, y^, f/3, y^), ^ — etc. 
gegebene Punkte, und u{xi, x^, x^, x,^ — Q die Gleichung einer Fläche wter Ordnung. Ferner sei 

du d^u 



M, — ^r- y ^ik = 



dxi ' dxidxk ' 

8. Die singulären Berührungslinien können in ähnlicher Weise behandelt werden, wie die 
Singularitäten der ebenen Curven (s. oben S. 189). Es sind nämlich 

Xi + A^i, X^ + Af/g. ^3 + ^!/3. ^4 + hl 

die homogenen Coordinaten eines Punktes auf der Verbindungslinie der beiden Punkte x und y, 
dessen Lage von dem Parameter X abhängt. 

Soll nun dieser Punkt auf der Fläche w = liegen, so muss die Bedingung erfüllt sein: 

u(xi + Ayi, X2 + Xy^, ^3 + ^^3' ^-4 + h\) = 

u + ^^y iu ) + T^-^'(«^ ) + ... + 7-^^Mw ) = 0, 
x' ^ y\ xf ^ 1»2 y^ ^' ^ l...n y^ '^' 

wobei die Bezeichnung derjenigen auf S. 190 ganz entsprechend ist. 

Die n Wurzeln X dieser Gleichung geben die Durchschnitte der Geraden [x, y) mit der 
Fläche u — 0. Indem man nun einige dieser Wui'zeln X einander gleich (am einfachsten A = 0) 
setzt, erhält man die Eigenschaften der Berührungspunkte verschiedener Ordnungen. 

Zusatz (1). Ueber die J gelten dieselben Hülfssätze wie S. 190. 

Zusatz (2). Die Bedingungen yl=:0 oder 2— ^ würden weiter nichts aussagen, als dass 
bezüglich der Punkt x oder der Punkt y selbst auf der Fläche liegt. 

Zusatz (3). Eine Reihe von Aufgaben über singulare Berührungslinien werden von 
Clehsch besprochen (Crelles J. Bd. 58, 1861, S. 94 ff.). 

9. Setzt man zwei Wurzeln einander gleich, am einfachsten gleich Null, so ist: 

^ . / s du , du du ^w ^ 

und die Gerade (x, y) ist Tangente an die Fläche u = im Punkte x. Sie genügt zugleich der 
Gleichung einer Ebene, der Berührungsebene, mit den homogenen Veränderlichen f/i, y^, f/3, y^. 
Zusatz (1). Ist die Gleichung ^—0 identisch erfüllt, also: 

i^_o ^ = — -0 — -0 

ax^ ox^ ox^ dx^ 

SO ist die Tangente unbestimmt und x ein Doppelpunkt der Fläche. Die Eliminationsgleichung 
dieser vier Bedingungen ist vom Grade A{n - \Y in den Coefficienten der ursprünglichen Gleichung 
(Salmon- Fiedlers Anal. G. d. R. Bd. IL § 24). 

Zusatz (2). Von den unendlich vielen Tangenten eines beliebigen Plächenpunktes gibt es 
immer {n + 2)(n — 3), welche die Fläche noch in einem andern Punkte einfach berühren, das heisst 
Doppeltangenten. 

Dreifache Tangenten (mit drei verschiedenen Berührungspunkten) gibt es aber nicht in 
jedem Flächenpunkte, sondern nur auf der Schnittcurve der Grundfläche nter Ordnung mit einer 
andern Fläche von der Ordnung 

V,(n - 2){n 4){n b){n'' + fui f 12). 

Noch beschränkter ist die Anzahl der vierfachen Tangenten mit vier verschiedenen 
Berührungspunkten (s. Salmon 'Fiedlers Anal. G. d. R. Bd. 2, § 480 und 485). 
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10. Setzt man drei Wurzeln X einander gleich, zum Beispiel gleich Null, so hat man 
die drei Bedingungen: 

und die Gerade (x, y) hat drei zusammenfallende Schnittpunkte mit der Fläche, ist also eine 
osculirende oder Inflexionstangente der Fläche. 

Die beiden letzten Bedingungen sind von den Graden eins und zwei; also gibt es in jedem 
Punkte der Fläche zwei Inflexionstangenten, die sogenannten Haupttangenten. Sie sind die 
Tangenten an die beiden Curvenzweige, in welchen die Grundfläche von ihrer Berührungsebene 
geschnitten wird. 

Zusatz (1). Dass diese beiden Tangenten den gemeinschaftlichen Berührungspunkt als 
hyperbolisch, elliptisch oder parabolisch kennzeichnen, je nachdem sie reell, complex oder 
zusammenfallend sind, wurde oben (1. Zusatz) erwähnt. 

Zusatz (2). Soll eine Inflexionstangente die Fläche nter Ordnung noch in einem zweiten 
Punkte einfach berühren, so muss der Inflexionsberührungspunkt auf einer Fläche von der Ord- 
nung (n -- 4)(3n2 + 5n — 24) liegen, und der einfache Berührungspunkt auf einer Fläche von der 
Ordnung [n — 2)(n — 4)(w* + 2w + 12). Die Schnittcurven dieser beiden Flächen mit der Grund- 
fläche geben also die Orte der genannten Berührungspunkte. 

Beschränkter ist die Anzahl derjenigen Inflexionstangenten, welche die Fläche noch in 
zwei anderen Punkten einfach, oder in einem Punkte zweifach berühren [Sdmon -Fiedler s Anal. G. d. R. 
Bd. II, § 478-479 und 485). 

11. Setzt man vier Wurzeln A einander gleich, am einfachsten gleich Null, so hat man 
die vier Bedingungen: 

« z= 0, ^ (m ) r= 0, J^ {U ) r- 0, J^ (m ) = 0, 

X ' y ^ X' y^x' ' y^x' ' 

und die Gerade {x, y) hat vier zusammenfallende Schnittpunkte mit der Fläche, ist also eine 
vierpunktig berührende Tangente der Fläche. 

Die drei letzten dieser vier Bedingungen stellen einen Ort von der Ordnung (11 n —24) dar, 
dessen Durchschnitt mit der gegebenen Fläche w = eine Raumcurve von der Ordnung «(11 w - 24) 
bestimmt als „Ort der vierpunktigen Berührungslinien". Diese Curv^e wurde oben (3. (a)) als 
Inflexionsknotencurv'e oder Wendecurve bezeichnet (Clcbsch in Grelles J. Bd. 58, 1861, S. 93 und 
Salmon-Fkdler, Anal. G. d. R. Bd. II, § 467—476). 

Zusatz (1). Die vierpunktige Berührungslinie ist zugleich Haupttangente in einem der beiden 
Curvenzweige, in welchen die Fläche von der Berührungsebene dieses Punktes geschnitten wird. 

Die Punkte der Fläche, in welchen beide Haupttangenten vierpunktig berühren, sind die 
Doppelpunkte der Wendecurve (vergl. oben 3. (b)). Ihre Anzahl ist nach Schubert (Math. Ann. 
Bd. 11, 1877, S. 378): 5n(7n« — 28w + 30). 

Zusatz (2). In der Wendecurve gibt es überdies noch 

2n(n 4)(h 5) (n + 6) (3m — 5) 

Punkte, deren vieii)unktige Berührungslinien mit der Fläche zugleich noch • in anderen Punkten 
einfache Tangenten der Fläche sind (Scdmon-Ficdler, Anal. G. d. R. Bd. II, § 485). 

Zusatz (3). Die Zahl der Tangenten, welche mit der Fläche nter Ordnung eine fünf- 
punktige Berührung eingehen, für welche also noch die fünfte Bedingung zu erfüllen wäre: 
JHu) = 0, ist nicht mehr unendlich, sondern beschränkt {Clcbsch in Grelles J. Bd. 58, 1861, S. 94 ff.), 

nämlich gleich bn(n 4)(7m - 12) {Scdmon-Fiedlers Anal. G. d. R. Bd. II, § 485). 

Zusatz (4). Zahlenangaben für vielfache Tangenten einer Fläche findet man in Schuberts 
„Kalkül der abzählenden Geometrie" (V. Abschn.). 
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12. Die singulären Berührungsebenen können in ähnlicher Weise behandelt werden, 
wie die singulären Berührungslinien (s. oben 8.). Es sind nämlich 

die homogenen Coordinaten eines Punktes auf der Ebene der drei Punkte x, y, js. 

Soll nun dieser Punkt auf der Fläche u = liegen, so muss die Bedingung erfüllt sein: 

u{xj^ + Ayi + jii^i, a:2 + . . .) = 
w. + {i-^y + fJ^^z){u.) + j-fg i^^y + i^^«)'K) + . . . =^ 0. 

Die beiden Parameter X und /i dieser Gleichung bestimmen die Schnittcurve der Ebene {x, y, z) 
mit der Fläche w == 0. Indem man nun diese Schnittcurve verschiedenen Bedingungen unterwirft, 
kann man die Eigenschaften der verschiedenen singulären BeiUhrungsebenen untersuchen. 

Zusatz. Die analytische Behandlung dieser Fälle mittelst der obigen Gleichung ist aber 
bei weitem nicht so einfach wie bei den singulären Tangenten (oben 9. bis 11.). Man findet nur 
wenige Andeutungen daillber in Salmon-Fiedlers Anal. G. d. R. (Bd. II, § 487—490 und 494). 

13. Die Ebene {x, y, z) ist dann und nur dann Berührungs ebene der Fläche ti = 0, wenn 
die Schnittcurve einen Doppelpunkt (im weiteren Sinne) hat: Dieser Doppelpunkt ist zugleich 
der Berührungspunkt. 

Hat also die Schnittcurve k Doppelpunkte, so ist die Ebene eine ifache Berührungsebene; 
hat die Schnittcun^e einen Äfachen Punkt, so ist die Ebene eine Z;punktig berührende Ebene. 

Zusatz (1). Da eine Ebene drei Bedingungen erfüllen kann, so gibt es auf der Fläche 
eine zweifach unendliche Mannigfaltigkeit von einfachen Berührungsebenen. Die letzteren 
haben also nichts Singuläres an sich. 

Unterwirft man aber die Ebene zwei Bedingungen, so erhält man singulare Berührungs- 
ebenen von einfach unendlicher Mannigfaltigkeit, welche jedesmal eine abwickelbare Fläche 
erzeugen. 

Unterwirft man endlich die Schnittebene drei Bedingungen, so erhält man singulare Ebenen 
in endlicher Zahl. 

Zusatz (2). Die verschiedenen zweifachen und dreifachen Bedingungen sind oben (2. und 3.) 
aufgezählt und die daraus entstehenden singulären Curven und Punkte definirt worden. Die 
Benennungen dieser Curven und Punkte können auf die zugehörigen Abwickelbaren und 
Ebenen übertragen werden. Einen Versuch, für die zahlreichen Flächensingularitilten eine kurze 
Nomenclatur aufzustellen, findet man in den beiden Arbeiten Cayleys, die unten (14. (b)) Er- 
wähnung finden. 

D. Beziehungen zwischen den Flächensingularitäten. 

14. Die Beziehungen zwischen den Flächensingularitäten, welche den Plücker sehen 
Formeln für ebene Curven (oben S. 193) entsprechen sollen, wurden von Salmon, CayJey und Zeutlieti 
untersucht. 

Anstatt deren ausgedehnte Tafeln von Definitionen und Formeln hier abzudrucken, möge 
ein Ueberblick über diese Arbeiten genügen. Dieselben bilden nach Clehsch (z. Ged. an J, Pliicker, 
S. 21) „eine Untersuchung, welche bei der Ausdehnung und Schwierigkeit des Gegenstandes und 
bei den täglich sich noch mehrenden Erfahrungen die Geometer wohl noch lange beschäftigen wird." 

(a) Salmon hat seine Untersuchungen in den Trans. R. I. Acad. (vol. 23, 1856, p. 461) 
niedergelegt. Er betrachtet darin die Singularitäten, welche einer durch die allgemeine (Punkt- 
oder Plan-) Gleichung darstellbaren Fläche zukommen und xon Zeuthen als „ordinäre" Singularitäten 
bezeichnet werden. 

Er stellt 28 Grössen auf (einschliesslich Ordnungs- und Klassenzahl) und findet zwischen 
ihnen 21 Beziehungen. 
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Salnwns, Untorsiichungen findet man zusammengofasst in seiner „Analytic Geometry of Three 
Dimensions" und in der deutschen Bearbeitung des Werkes durch Fiedler (Bd. II, art. 502—504). 
An letzterer Stelle sind 2(5 Formeln zwischen 4(3 Grössen aufgestellt. 

(b) CayJcy hat die Arbeiten Salmons erweitert in zwei grösseren Abhandlungen, in den 
Proc. R. I. Acad. (vol. 7, isr>2; Papers, vol. IV, p. 21 ss.) und in den Phil. Trans, (vol. 159, 1809, 
p. 201—2:50, mit einer Ergänzung in vol. ir)2, 1872, p. 83). 

In der ersteren Arbeit stellt Caylcy 20 Grössen auf, welche aus 24 Buchstaben bestehen 
und von welchen die Hälfte (ausgedrückt durch accentuirte Buchstaben) die reciproken Eigen- 
schaften der zwölf anderen bedeuten. Statt der /SoZmon sehen 21 Beziehungen gibt er nur 17. In 
der zweiten Arbeit gibt er eine Recapitulation (p. 224) mit 42 Grössen und 25 Gleichungen. 

Von diesen Grössen sind wieder die Hälfte die Reciproken der übrigen. Dieselben begreifen 
in sich die Ordnungs- und Klassenzahlen und die Singularitäten, nicht nur der Fläche und ihrer Reci- 
proken, sondern auch ihrer ebenen Schnitte und Berührungskegel, ihrer singulären Punkte, Curven 
und Abwickelbaren. Mehrere derselben werden \on ZeutJien als „extraordinär" bezeichnet (s. unten (c)). 

Zusatz. Cayky sucht für die vielen und verwickelten Singularitäten eine abgekürate 
Nomenclatur aufzustellen durch freie Bildung neuer Worte, die in anderen Sprachen kaum wieder- 
zugeben sind (vergl. unten (c)). 

(c) Zeuthen hat ebenfalls zwei längere Abhandlungen veröffentlicht in den Math. Ann. 
(Bd. 4, 1871, S. 1—20, und Bd. 10, 1876, S. 446 ff.). 

In der ersteren behandelt er 38 Grössen, die in einer Tafel definirt werden. In der zweiten 
hat er die Arbeiten Scümon^ und Cayleys geprüft und erw^eitert und eine vollständigere Kenntniss 
der Flächensingularitäten angebahnt. Immerhin ist aber die getroffene Auswahl der Singularitäten, 
wie er bemerkt, einigermassen willkürlich, in so fern man bei weiteren Untersuchungen der Flächen 
auf neue Singularitäten stossen kann, welche in den Formeln noch nicht ausgedrückt sind. Er 
weist in der Tliat auf mehrere Eigenschaften der Flächen hin, die sich noch in Betracht ziehen Hessen. 

Die folgenden von Cayley eingeführten Singularitäten werden von Zeuthen als „extraordinär" 
bezeichnet: 

„binodes, pinch-points, close-points, cnicnodes, off-points" 

und ihre reciproken. Die ersten drei bezeichnet ZeutJien bezüglich mit -B, j\ x, die letzteren beiden 
aber schliesst er von seinen Formeln aus, weil sie nur besondere Fälle von conischen Punkten 
sind. An deren Stelle aber zählt er weitere 25 extraordinäre Singularitäten auf. 

In der zweiten Arbeit gibt Zeuthen eine Tafel mit Definitionen von 65 Grössen, wovon 30 
die reciproken von anderen sind. In einer zweiten Tafel entwickelt er 23 Gleichungen und deutet 
13 weitere an, die sich dualistisch ableiten lassen. Diese Gleichungen sind jedoch nicht sämratlich 
von einander unabhängig. 

Zusatz. Die eine Formel für die Klassenzahl w' einer Fläche nter Ordnung möge als 
Beispiel angeführt werden {Sabnon-Fiedler, art. 507): 

n' = a{a - 1) — (2d + Sx) r=: n(n—l)^ — n{lb + 12c) + .... 

wo noch 13 von n unabhängige Glieder folgen. Dabei bedeuten a, d, x bezüglich die Ordnung 
des Berührungskegels (von einem belie])igen Punkte des Raumes aus) und die Zahl seiner Doppel- 
und Rückkehrkanten, und 6, c die Ordnungen der Doppel- und Rückkehrcurve der Fläche. 
Das erste Glied n{n — If war schon Foncelet (P. P. t. U, no. 93) bekannt. 
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IV. Hauptstück. 

Polareigenschaften. 

Vorbemerkung (1). Die Polareigenschaften der Flächen lassen sich im Allgemeinen aus 
denen der ebenen Curven durch Verallgemeinerung ableiten. Doch sind die Ausführungen dieses 
Gegenstandes auch in den beiden eingangs erwähnten Lehrbüchern noch spärlich. 

So findet man namentlich über Diametralebenen, Mittelpunkte und Brennpunkte nur 
gelegentliche Bemerkungen (über die letzteren z. B. in Salmon- Fiedler s Anal. G. d. R., Bd. I, § 146). 

Vorbemerkung (2). Die Hessesche und Steiner sehe Fläche der Grundfläche u = erhält 
man mit Hilfe der folgenden vier Gleichungen, in denen (wie oben EI, C.) die Zeiger von u Ab- 
leitungen nach den vier homogenen Veränderlichen bedeuten: 



Eliminirt man nämlich aus denselben die Coordinaten x'., so erhält man eine Gleichung von der 

Ordnung 4(n —2) nach Xi, die sogenannte Hesse'sche Fläche oder Determinantenfläche oder Kern- 
fläche H{u) = 0. 

Eliminirt man aber die Coordinaten xu welche in den Uik enthalten sind, so erhält man 
eine Gleichung von der Ordnung 4(n — 2)^ und von der Klasse 4(n -1)^(^—2), die sogenannte 
Steiner sehe Fläche oder conjugirte Kernfläche K{u) == 0. 

1. Es sei eine Grundfläche w — von der Ordnung n gegeben und ein beliebiger Punkt x 
als Pol. Eine durch den Pol gelegte Ebene schneidet die Fläche in einer Curve «ter Ordnung. 
Dann ist die (n — r) Polare des Poles x in Bezug auf die Schnittcurve eine Curve rter Ordnung 
(s. oben S. 198), als geometrischer Ort der harmonischen Centra rten Grades y. Durch Variation 
der Schnittebene beschreibt die (n — r)te Polare eine Fläche rter Ordnung, die (n — r)te Polar- 
fläche des Poles x in Bezug auf die Grundfläche, als Ort der harmonischen Centra rten Grades y. 

Es hat also jeder Pol in Bezug auf eine Grundfläche wter Ordnung n — 1 Polarflächen. 

Zusatz. Wird der Pol ein Punkt der Grundfläche, so gehen seine Polarflächen aller 
Ordnungen durch ihn hindurch und haben daselbst eine gemeinschaftliche Berührungsebene. 
Umgekehrt: Fällt der Pol mit irgend einer seiner Polarflächen zusammen, so liegt er auf der 
Gnindfläche. 

Ist der Pol ein einfacher Punkt der Grundfläche, so ist die gemeinschaftliche Berührungs- 
ebene die Polarebene des Poles. 

2. Der analytische Ausdruck dafür, dass y harmonisches Centrum rten Grades von x 
sei, ist (vergl. oben S. 198): 

J''(u) = 0, oder identisch: J^'-^'iu) —0, 

(a) Für r=: 1 hat man die (n — l)te Polarfläche von x\ 

^ f . du , du , du du ^ 

Sie ist vom ersten Grade nach y und heisst die Polar ebene von x; die Gleichung ist aber auch 
vom (n — l)ten Grade nach x und stellt die erste Polarfläche von y dar. 

Zusatz. Poncelet (P. P. t. IL, art. 309—310) schlägt für diese Ebene, im Falle der Pol x 
im Unendlichen liegt, den Namen Diamentralebene der Fläche vor, conjugirt der Richtung nach 
dem Pole. 
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(b) Für r — 2 hat man die (n - 2)te Polarfläche von x (vergl. oben S. 200): 

Sie ist vom zweiten Grade nach y und heisst die Quadripolarfläche von x\ die Gleichung 
ist aber vom (n — 2)ten Grade nach x und stellt die zweite Polarfläche von y dar; und so fort. 

(c) Für r = n — 1 hat man die erste Polai*fläche von x als eine Fläche (« — l)ten Grades 
nach y. Ihre Schnittlinie mit der Grundfläche ist die Berührungscurv^e des Kegels, der vom Pole x 
an die Fläche gelegt werden kann. 

3. Die (n — r)ten Polarflächen eines Poles in Bezug auf ein lineares Flächensystem 
Mter Ordnung und witer Stufe bilden selbst ein lineares Flächensystem rter Ordnung und von 
derselben Stufe, so dass Büschel wieder Büschel erzeugen, Netze wieder Netze, und so foit, 
und zwar sind diese Flächensysteme dem Grundsysteme homographisch. 

Zusatz (1). Ist das Grundsystem ein Flächenbüschel und ist der Pol zugleich Scheitel 
eines dem Büschel angehörlgen Kegels, so artet jeder der erzeugten Büschel von PolaiHächen in 
eine einzige Fläche aus. 

Zusatz (2). Einige besondere Sätze über Polarebenen und ihre Pole, angewandt auf 
Flächensysteme mit gegebenen „Charakteristiken", findet man in Salmon-FiciJUers Anal. G. d. R. 
(Bd. n, § 460). 

4. Die Identitäten, welche bei Polarcurven stattfinden (oben S. 199) gelten auch für 
Polarflächen (s. Cremoms Grundzüge, no. 83 ff.): 

(a) Die rtc Polarfläche eines Poles in Bezug auf seine sie Polarfläche ist die (r -j- s)te 
Polarfläche desselben Poles bezüglich der Gi'undfläche. 

(b) Die rte Polarfläche eines Poles in Bezug auf die sie Polarfläche eines zweiten Poles 
ist identisch mit der sten Polarfläche des zweiten in Bezug auf die rte des ersten. 

(c) Geht die rte Polarfläche eines Poles x durch den Punkt y, so geht die (n — r)te Polar- 
fläche von y durch x. 

(d) Geht die rte [^te] Polarfläche von x [y] in Bezug auf die sie [rte] Polarfläche von y [x] 
durch z, so geht umgekehrt die (n — r — s)te [rte] Polarfläche von ^ [x\ in Bezug auf die rte 
[(n — s -r) tej Polarfläche von x [z] durch y, 

5. Die gemischten Polarflächen, welche sich auf diese Identitäten stützen, sind entweder 
auf Punkte bezogen oder auf Gerade oder auf Ebenen: 

(a) Die (r + 6')te gemischte Polarfläche zweier Punkte nennt man die rte Polarfläche des 
einen in Bezug auf die sie des andern (s. oben 4. (b)). 

Zusatz (1). Fallen die beiden Pole in einen zusammen, so geht die gemischte PolaiHäche 
über in die (r -f- 5) te einfache (gemeine) Polarfläche dieses Poles. 

Zusatz (2). Für r = s = l erhält man den besonderen Satz: 

Wählt man auf der gemischten Polarfläche zweier Punkte einen beliebigen Punkt und 
construirt in Bezug auf die Grundfläche seine Quadripolarfläche, so sind die beiden ersteren Punkte 
in Bezug auf diese Fläche zweiten Grades in dem Sinne conjugirt, dass jeder in der Polarebene 
des andern liegt. 

(b) Die gemischte Polarfläche zweier Geraden ist der Ort der Polarcurven (n — 2)*ter 
Ordnung der einen Geraden (vergl. unten 6. (a)) in Bezug auf den Büschel der ersten Polarflächen 
der Punkte der andern {Cremma, no. 159). Sie ist von der Ordnung 2(n — 2). 

Zusatz (1). Fallen die beiden Geraden in eine zusammen, so heisst die Fläche die ein- 
fache (gemeine) Polarfläche der Geraden. Sie hat (n — 2)^ Doppelpunkte. 

Zusatz (2). Wählt man auf der gemischten Polarfläche zweier Geraden einen beliebigen 
Punkt, und construirt in Bezug auf die Grundfläche seine Quadripolarfläche, und in Bezug auf diese 
letztere die conjugirten der gegebenen Geraden, so schneidet jede der gegebenen Geraden die 
conjugirte der andern. 
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Fallen die beiden Geraden in eine zusammen, so berührt dieselbe die genannte Quadri- 
polarfläche. 

Zusatz (3). Die einfache Polarfläche einer Geraden ist die Einhüllende der einfachen 
zweiten Polarfläche der Punkte dieser Geraden. 

(c) Die gemischte Polarfläche zweier Ebenen ist der Ort der Pole der einen Ebene in 
Bezug auf das Netz der ersten Polarflächen der Punkte der andern (vergl. unten 6. (b) und 
Cremona, no. 158). 

Zusatz (1). Fallen die beiden Ebenen in eine zusammen, so heisst die Fläche die ein- 
fache (gemeine) Polarfläche der Ebene. Sie hat 4(w — 2)^ Doppelpunkte. 

Zusatz (2). Wählt man auf der gemischten Polarfläche zweier Ebenen einen beliebigen 
Punkt und construirt in Bezug auf die Grundfläche seine Quadripolarfläche, so sind die beiden 
Ebenen in Bezug auf diese Fläche zweiten Grades conjugirt, das heisst, jede geht durch den 
Pol der andern. 

Dieser Satz gilt auch umgekehrt: Sind die beiden Ebenen in Bezug auf die Quadripolar- 
fläche eines Poles conjugirt, so liegt dieser Pol auf der gemischten Polarfläche der beiden Ebenen 
{Cranona, no. 158). 

Fallen die beiden Ebenen in eine zusammen, so berührt dieselbe die genannte Quadri- 
polarfläche. 

Zusatz (3). Die einfache Polarfläche einer Ebene ist die Einhüllende der einfachen 
Polarflächen aller Geraden in dieser Ebene {Cremona, no. 162). 

6. Lässt man einen Pol einer Grundfläche wter Ordnung Räume verschiedener 
Ausdehnung beschreiben, so beschreiben auch seine Polarflächen aller Ordnungen 
Flächensysteme von verschiedener Mannigfaltigkeit (vergl. Cremona, no. 86—88). 

Den von der rten Polarfläche des Pols eingehüllten Ort nennt man die rte Polare des 
vom Pole beschriebenen Ortes. 

(a) Beschreibt nämlich der Pol eine Gerade, so beschreibt seine erste Polarfläche einen 
Plächenbüschel (n — l)ter Ordnung, und seine (n—l) Polarfläche (die Polarebene) eine Ab- 
wickelbare von der Ordnung 2(n — 2) und Klasse (n - 1). 

Zusatz (1). Die Curve (n — l)2ter Ordnung, welche von dem Flächenbüschel eingehüllt 
wird, das heisst den Träger des Büschels, nennt man die „erste Polare der Geraden'' [Bobillier 
in Gergonnes Ann. t. 19, p. 302 ss.) und die von den Polarebenen eingehüllte Abwickelbare die 
„{n l)te Polarfläche der Geraden". 

Zusatz (2). Der zweite Theil des obigen Satzes ist ein besonderer Fall des folgenden: 
Wenn der Pol eine Curve pter Ordnung beschreibt, so beschreibt seine Polarebene eine Abwickel- 
bare j>(n - l)ter Klasse, die sogenannte (n -l)te Polarfläche der Curve. Diese Abwickelbare 
ist zugleich der Ort jener Pole, deren erste Polarflächen die gegebene Curve berühren. 

(b) Beschreibt der Pol eine Ebene, so beschreibt seine erste Polarfläche ein Flächennetz 
(n - l)ter Ordnung {Bobillier, a. a. 0.), und seine (m - l)te Polarfläche (die Polarebene) umliüUt 
eine Fläche von der Ordnung 3(n — 2)^ und Klasse (n — 1)^ die „(« - l)te Polarfläche der Ebene". 

Zusatz (1) Die (n — 1)*^ gemeinschaftlichen Punkte des Netzes bilden die Pole der Ebene 
in Bezug auf die Grundfläche. 

Andererseits hat eine Ebene ihre Pole in Bezug auf ein Flächennetz mter Ordnung auf 
einer Fläche 3(m — l)ter Ordnung. 

Zusatz (2). Der zweite Theil des obigen Satzes ist ein besonderer Fall des folgenden: 
Wenn der Pol eine Fläche p\j^x Ordnung beschreibt, so umhüllt seine Polarebene eine Fläche 
l){n l)2ter Klasse, die sogenannte (n l)te Polarfläche dieser Fläche. Dieselbe ist zugleich 
der Ort jener Pole, deren erste Polarflächen die gegebene Fläche berühren. 

(c) Die ersten Polarflächen aller Punkte im Räume in Bezug auf eine Grundfläche 
wter Ordnung bilden ein lineares Flächensystem (n l)ter Ordnung und dritter Stufe. 
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Zusatz (1). Die Doppelpunkte der Flächen dieses linearen Systems (u ~ l)ter Ordnung 
liegen auf einer Fläche von der Ordnung 4 (u — 2), dem „ Jaco&^schen Orte" der ersten Polarflächen, 
oder der Ilcsseschen Fläche der Grundfläche (s. unten 7.). 

Zusatz (2). Alle diese ersten Polarflächen gehen durch jeden Doppelpunkt der 
Grundfläche. 

7. Die Flächen von Hesse und Steiner, oder die conjugirten Kernflächen einer Grund- 
fläche nter Ordnung, deren Bildung oben (Vorbemerkung (2)) beschrieben ist, haben folgende 
Beziehungen zu einander {Crcmona, no. 158 fl".): 

(a) Wenn ein Pol x einer Grundfläche wter Ordnung die Ilesse'sche Fläche beschreibt, so 
bestehen seine Quadripolarflächen aus Kegeln, deren Scheitel die Steiner sehe Fläche beschreiben 
(vergl. unten 8. (b)). 

Zusatz (1). Je einen Pol auf der Hesse' sehen Fläche und den zugehörigen Kegel- 
scheitel auf der Steinersehen nennt man entsprechende (reciproke) Pole. Ebenso nennt 
man eine stetige Reihenfolge entsprechender Punkte entsprechende Curven, und die beiden 
Flächen selbst entsprechende oder conjugirte Kernflächen {Steiner in Grelles J. Bd. 53, Werke, 
Bd. n, S. 651). 

Zusatz (2). Die Polarebene eines Punktes der Hesse'sehen Fläche ist Berührungs- 
ebene im entsprechenden Punkte der Steiiver sehen Fläche; also sind die Berührungsebenen der 
Grundfläche längs der Curve ihrer parabolischen Punkte zugleich Berührungsebenen der Steiner- 
sehen Fläche. 

(b) Trifl't der Pol x auf einen Doppelpunkt der /fe^e'schen Fläche, so artet sein Quadri- 
polarkegel (in Bezug auf die Grundfläche) in ein Ebenenpaar aus, dessen Schnittlinie ihrer ganzen 
Ausdehnung nach auf der Steiner sehen Fläche liegt. 

Zusatz (1). Die Hesse sehe Fläche hat 10(w — 2)^ Doppelpunkte, also entsprechen den- 
selben 10(n — 2)^ Gerade auf der Steiner sehen Fläche. 

Zusatz (2). Die Polarebenen dieser Doppelpunkte berühren die Steinersehe Fläche in 
der ganzen Ausdehnung dieser Geraden. 

8. Die vielfachen Punkte der Grundfläche und ihrer Polarflächen stehen in folgenden 
Beziehungen zu einander {Cremom, no. 85—91): 

(a) Ist ein Pol x ein .sfacher Punkt der Grundfläche nter Ordnung, so ist er auch ein 
5facher Punkt auf allen seinen eigenen Polarflächen, aber nur ein (5- -r)facher Punkt der rten 
Polarfläche eines beliebigen Poles. 

Alle seine eigenen Polarflächen, von der {n l)ten (der Polarebene) an bis zur (n - s + l)ten 
einschliesslich, werden unbestimmt, aber die {n—s)te Polarfläche ist ein Kegel ster Ordnung, 
dessen Scheitel im Pole liegt und dessen Erzeugende im Scheitel eine {s + 1) punktige Berührung 
mit der Grundfläche eingehen. 

Zusatz (1). Umgekehrt kann man aus dem Unbestimmtwerden von s — 1 Polarflächen 
schliessen, dass der Pol ein ^facher Punkt der Grundfläche ist. 

Zusatz (2). Die erste Polarfläche eines beliebigen Poles geht also durch alle ^fachen 
Punkte und alle ^fachen Curven der Grundfläche, und enthält diese Punkte als (5 — 1) fache. 

Ist also die Grundfläche nicht einfach, sondern aus verschiedenen Flächen zusammen- 
gesetzt, so gehen die ersten Polarflächen aller Pole durch die gemeinschaftlichen Schnittcurven 
dieser Flächen. 

Zusatz (3). Ist ein Pol auf vier beliebigen ersten Polarflächen (deren Pole also nicht in 
einer Ebene liegen) «fach, so ist er auf der Grundfläche {s + l)fach. 

(b) Hat die rte Polarfläche eines Poles x in Bezug auf eine Grundfläche nter Ordnung 
einen «fachen Punkt y, so ist auch x ein «facher Punkt auf der {n -r — 5 -f l)ten Polar- 
fläche von y. 
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Zusatz (1). Setzt man r=rl, 5 = 2, so erhält man den besonderen Satz: Hat die erste 
Polarfläche eines Poles x einen Doppelpunkt y, so ist die Quadripolarfläche dieses Doppel- 
punktes y ein Kegel zweiter Ordnung mit dem Punkte x als Scheitel. Die Doppelpunkte y bilden 
die Hessesche und die Scheitel x die Steiner sehe Fläche (vergl. oben 7. (a)). 

Zusatz (2). Hat also die r'te Polarfläche eines Punktes y in Bezug auf die rte Polarfläche 
eines Poles x einen ^fachen Punkt z, so ist auch x ein ^facher Punkt auf der {n —r — r' —s + l)ten 
Polarfläche von j in Beziehung auf die r'te Polarfläche von y. 



V. Hauptstück. 

Geradlinige Flächen. 

{Cremona's Grundzüge. no. 51—60; Scdmon-Fiedlers Anal. G. d. R, Bd. H, Kap. lU.). 

Vorbemerkung. Die geradlinigen Flächen wurden zuerst von Monge (Geom. descript, 
Paris 1797) eingehend behandelt. Nach seiner Benennung (r^glöes) werden sie vielfach Regel- 
flächen genannt. Plücker (N. G. no. 22) zieht den Namen Linienflächen vor, und zwar insbe- 
sondere Strahlenflächen oder Axenflächen, je nachdem die erzeugende Gerade als Strahl einer 
Punktreihe oder als Axe eines Ebenenbüschels betrachtet wird. Die häufig vorkommende Bezeich- 
nung „Windschiefe Flächen" verwirft er als „trivial". 

1. Eine geradlinige Fläche wird von einer geraden Linie erzeugt, deren Lage von einem 
veränderlichen Parameter abhängt, das heisst, sie ist die Einhüllende eines einfach unend- 
liehen Strahlensystems. 

Zusatz (1). Je zwei auf einanderfolgende Erzeugende werden sich im Allgemeinen nicht 
schneiden, also windschief gegen einander liegen. Der Fall, wo sie in einer Ebene liegen, also 
sich schneiden, bildet eine wesentlich verschiedene Art von Flächen und soll in diesem Haupt- 
stücke ausgeschlossen werden. 

Zusatz (2). Unter Richtungskegel einer geradlinigen Fläche versteht man einen Kegel, 
welcher entsteht, indem man zu allen Erzeugenden der Fläche parallele Linien durch einen be- 
liebigen Punkt des Raumes zieht. 

Zusatz (3). Für die Behandlung der Linienflächen empfehlen sich demnach, ausser den 
Punkt- und Plancoordinaten, insbesondere die Liniencoordinaten. Doch findet man hierüber in 
den Lehrbüchern noch keine allgemeinen Untersuchungen. Andeutungen über die Darstellung 
der erzeugenden Geraden in den sechs Liniencoordinaten gibt Cayley am Schlüsse seiner 
unten (5.) angeführten Abhandlung. Ein Anfang wurde damit gemacht von Lüroth [Crelles J., Bd. 67, 
S. 130) und Voss (Math. Ann., Bd. 8, 1875, S. 54 ff.). 

2. Die Ordnung einer geradlinigen Fläche ist (nach I, 1.) die Zahl ihrer Punkte auf einer 
beliebigen Geraden, und ihr Rang gleich der Anzahl ihrer Erzeugenden durch eine beliebige Gerade. 

Eine geradlinige Fläche nter Ordnung ist nach Cayley (C. a. D. Math. J. vol. 7, 1852) auch 
nter Klasse. 

Zusatz (1). Mit dieser Definition von Rang ist eine andere Anwendung desselben Wortes 
nicht zu verwechseln, welche unten (3. Zusatz (4)) erwähnt ist. 

Zusatz (2). „Projicirt man die sämmtlichen Erzeugenden einer Regelfläche nten Grades 
von einem beliebigen Punkte aus auf eine willkürliche Ebene, so umhüllen die Projektionen eine 
Curve nter Klasse" (Geiser, Math. Ann. Bd. 1, 18GU, S. 133, Anmerkung). 
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Zusatz (3). Der Berührungskegel einer geradlinigen Fläche nter Ordnung ist von der 
Klasse n und von der Ordnung n(n — 1) — 2a;, wo x die Zahl der Doppeltangentialebenen des 
Kegels oder auch die Zahl der Doppelpunkte einer ebenen Schnittcur\^e ist (Cayley, Papers, vol. II, 
p. 33 SS.). 

3. Als Geschlecht einer geradlinigen Fläche betrachtet man das Geschlecht einer ebenen 
Schnittcurve. Es haben nämlich alle ebenen Schnittcurven einer geradlinigen Fläche dasselbe 
Geschlecht, weil zwischen den Geraden der Fläche und den Punkten aller ebenen Schnitte eine 
eindeutige Beziehung besteht. 

Zusatz (1). Die Eintheilung der geradlinigen Flächen nach Geschlechtern wurde von 
Cremona (Bologna Mem. t. 8, 1868) und Schwarz {Crelle's J. Bd. 67, 1867, Abhandl. Bd. II, S. 25 ff.) 
für die Flächen von bezüglich vierter und fünfter Ordnung ausgeführt. 

Zusatz (2). Die einfachsten geradlinigen Flächen sind diejenigen vom Geschlechte Null, 
deren ebene Schnitte also möglichst viele Doppelpunkte haben. Diese Flächen wurden untersucht 
von Cremona (a. a. 0.), Clehsch (Math. Ann. Bd. 5, 1872, S. 1 ff.), Voss (Math. Ann. Bd. 8, 1875, 
S. 54 ff.), Schwarz (Abhandl. Bd. 11, S. 25 ff.) und Anderen. 

Zusatz (3). Nach HI, 2. (d) Zusatz (3) lassen sich die Coordlnaten eines beliebigen Punktes 
einer algebraischen Fläche darstellen als rationale Funktionen zweier veränderlichen Para- 
meter 5, t und einer algebraischen Funktion (f derselben. Bei geradlinigen Flächen ist es 
nach Schwarz (Abh. Bd. 11, S. 26) immer möglich, diese Parameter so zu w^ählen, dass die Ausdrücke 
für die homogenen Coordlnaten x\y\z\w eines beliebigen Flächenpunktes ganze lineare Funktionen 
des einen Parameters s sind, während die algebraische Funktion y nur von t abhängt. Die 
Irrationalität von y (t) hängt in derselben Weise von der Geschlechtszahl p ab, wie dies oben 
(S. 194) für ebene Curven angegeben ist. 

Zusatz (4). Das „Geschlecht" der geradlinigen Flächen und ihrer ebenen Schnittcurv^en 
wird auch zuweilen als „Rang" bezeichnet, so in der eben angeführten Schrift von Schwarz. 

4. Eine geradlinige Fläche hat eine Doppelcurve. Eine Ebene durch eine Erzeugende 
schneidet nämlich die Fläche wter Ordnung noch in einer Curve (n — l)ter Ordnung, und diese 
Curve wird von der Erzeugenden in n — 1 Punkten geschnitten. 

Eine solche Ebene ist immer Berührungsebene der Fläche und der Berührungspunkt 
ist ein ausgezeichneter Punkt unter den n - 1 Schnittpunkten. Umgekehrt geht auch jede Be- 
rührungsebene durch eine Erzeugende, und letztere ist eine der beiden asymptotischen Tangenten 
des Berührungspunktes. 

Lässt man nun diese Berühmngsebene einen Büschel beschreiben, mit der Erzeugenden 
als Träger, so beschreibt der Berührungspunkt eine (dem Büschel projektivische) Punktreihe, 
während die übrigen n — 2 Schnittpunkte unverändert bleiben, also unabhängig sind von der Lage 
der Ebene in dem Büschel. Sie sind in der That Durchschnitte der genannten Erzeugenden mit 
anderen Erzeugenden und zählen als Doppelpunkte der Fläche. 

Caxjhy (Cambr. and Dublin M. J. vol. 7, 1852; Papers, vol. IL p. 33 ss.) schliesst hieraus, 
dass die Doppelcurve einer geradlinigen Fläche nter Ordnung wenigstens von der Ordnung n - 2 

und höchstens von der Ordnung ^(n — l)(n — 2) sein müsse. 

Zusatz (1). Wenn in einem besonderen Falle eine Erzeugende von der nächstfolgenden 
geschnitten wird, so ist sie Tangente an die Doppelcurve. 

Zusatz (2). Cayley schlägt vor, die geradlinigen Flächen nach der Ordnung ihrer 
Doppelcurven in Klassen zu theilen. 

5. Von den geradlinigen Flächen sind bis jetzt nur einzelne Fälle genauer unter- 
sucht worden. 

Da eine Gerade im Räume vier Bedingungen erfüllen kann, so hat man sie drei Be- 
dingungen zu unterwerfen, wenn sie eine einfach unendliche Mannigfaltigkeit, das heisst eine 
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geradlinige Fläche, erzeugen soll. Cayley (Phil. Trans, vol. 153 und 154, 1863—64; Papers, vol. V, 
p. 168 und 201) betrachtet drei verschiedene Fälle solcher Bedingungen und bezeichnet sie mit 
den folgenden Symbolen: 

S{m, n, j>), die Erzeugende trifft die Leitcur\^en w, n, p einfach; 

S{m^, w). - - - Leitcurve m zweimal und n einmal; 

S{m^), ' • - - ' m dreimal; 

wobei m, m, p zugleich die Ordnungszahlen der drei Cur\^en bedeuten. Bezeichnet man ihre 
Klassenzahlen bezüglich mit /u, v, n, so hat man für die Ordnungszahlen der drei Linie n - 
flächen (abgesehen von Ausartungen) die Zahlen: 

S{m, n, 2^) von der Ordnung: 2mnp, 

S{ni^ n) ' ' - ^^M^ ~ 2^^'*' 

S{m^) - - - 2J3|-.^(m-2)|.. 

Zusatz (1). Die Leitcurv'en m, w, p sind vielfache Knotencurven dieser Flächen. So 
ist m eine vpfache Curve, und Aehnliches gilt für die beiden anderen. Cayley betrachtet noch 
weitere Eigenschaften, die er symbolisch bezeichnet durch G, ND, NG, NB, wo G für die 
erzeugende Gerade steht, N für Knoten, D für Leitcurve und R für eine nicht in den vorher- 
gehenden enthaltene Curve. Er gibt ihre numerischen Werthe ausgedrückt durch die Ordnungs- 
uiid Klassenzahlen der Leitcurven, alle zusammengestellt in einer ausführlichen Tafel. 

Zusatz (2). Die angegebenen Ordnungszahlen ändern sich, wenn die Linienfläche in Theile 
zerfällt, von welchen einige abwickelbar sind. Solche Fälle können eintreten, wenn die Leitcurven 
auf einer Abwickelbaren liegen oder wenn sie sich schneiden. Wenn sich zum Beispiel die 
Curven n, p in a Punkten schneiden, m, p in ß Punkten und tw, n in ;' Punkten, so enthält die 
S{m, n, 2^) eine Reihe von Kegeln, nämlich « Kegel von der Ordnung m, ß Kegel von der Ord- 
nung n und ;' Kegel von der Ordnung p. Trennt man diese ausgearteten Theile von der Linien- 
fläche, so ist diese nur noch von der Ordnung 2mnp — {am + ßn + yp). 

Zusatz (3). Setzt man einige oder sämmtliche dieser Leitcurven als Gerade voraus, so erhält 
man besondere Gattungen von Linienflächen. Cayley untersucht insbesondere den Fall 5(1, 1, m) und 

den noch specielleren S{\, 1, m), wo die beiden geraden Leitlinien zusammenfallen. 

Die „technisch wichtigsten" dieser Linienflächen, wie Conoide, Schraubenflächen, Wölb- 
flächen und so weiter, werden von Fiedler (Darst. Geom. Bd. II, § 50—51) besprochen. 



VL Hauptstück. 

Abwickelbare Flächen. 

{Crcmonas Grundzüge, no. 6 14, no. 97—112, Salmon- Fiedler s Anal. G. d. R. Bd. II, Kap. II, 

Schwär/ Abhandl. Bd. 11.) 

Vorbemerkung (1). Die Theorie der abwickelbaren Flächen wurde von Euler begründet 
(N. C. Petrop. t. 16, 1771, p. 3 34). Er erwähnt als vor ihm bekannte Abwickelbare blos Kegel 
und Cylinder zweiten Grades, und löst die allgemeine Aufgabe auf dreierlei Weise: erst analytisch, 
durch Aufstellung von Differentialgleichungen, dann geometrisch durch die Bedingung, dass je 
zwei aufeinanderfolgende gerade Erzeugende sich schneiden, also eine Raumcurve bilden, und 
endlich physikalisch durch die Schattentheorie, indem die Lichtstrahlen, welche einen leuchtenden 
und einen dunkeln Körper berühren, eine Abwickelbare erzeugen. 
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Vorbemerkung (2). Eine Fläche ist auf einer andern „abwickelbar", wenn sie sich durch 
blosse Biegung, also ohne Dehnung oder Zerreissung in dieselbe umformen lässt. In diesem 
Hauptstücke werden nur solche Flächen behandelt, welche auf eine Ebene abwickelbar sind. 

Vorbemerkung (3). Kegel und ihre reciproken Gebilde, die Tangentensysteme ebener 
Curven, sind als uneigentliche oder ausgeartete Abwickelbare zu betrachten {Schwarz, Abh. Bd. II, 
S. 8 ff.) und werden deshalb unten (D.) eigens behandelt. 

A. Allgemeine Sätze. 

1. Eine abwickelbare Fläche wird von einer Ebene erzeugt, deren Lage von einem 
veränderlichen Parameter abhängt, das heisst, sie ist die Einhüllende eines einfach 
unendlichen Ebenensystems. 

Zusatz (1). Die Bewegung der erzeugenden Ebene im Räume hat drei Componenten. 
Die Ebene rotirt um eine Gerade, diese Gerade dreht sich in dieser Ebene und der Drehungspunkt 
bewegt sich auf derselben Geraden. Fehlt eine dieser drei Bewegungen, so artet die Abwickel- 
bare aus, nämlich in eine Ebene, in eine Gerade oder in einen Kegel, je nachdem bezüglich 
die erste, die zweite oder die dritte Bewegung fehlt (vergl. unten VII, 1.). 

Die sich drehende Gerade ist Berührungslinie und der Drehungspunkt ist Curvenpunkt 
der sogenannten Gratlinie oder Rückkehrcurve der Abwickelbaren. Die letztere wird durch diese 
Cui-ve in zwei abwickelbare Mäntel getheilt. Bei Mobius (B. C. § 116) heisst diese Gratlinie 
„Wendungscurve". 

Zusatz (2). Jede Abwickelbare kann als Tangentenfläche der Raumcurve betrachtet 
werden, welche von dem genannten Prehungspunkte („Punkte in zwei Linien"*) erzeugt wird (vergl. 
SalmoH'Fiedler, Bd. 11, art. 80). 

Zusatz (3). Nach Schwarz (Abh. Bd. II, S. 8 ff.) lässt sich die erzeugende Ebene durch 
folgende Gleichung darstellen: 

unter t den unbestimmten Parameter und unter den y vier beliebige algebraische Funktionen 
verstanden. 

Sind demnach u, v, w, r die homogenen Coordinaten der Ebene, so hat man: 

M = yi {t), v = (f^ {t), w = (ps{t). r = ^4 [t). 

Der einfachste Fall, wo diese Coordinaten durch ganze rationale Funktionen des Parameters 
dargestellt sind, liefert die Abwickelbaren, welche von Cayley planar genannt werden, und finden 
unten (8.) eine eigene Behandlung. 

2. Die Ordnung der Abwickelbaren ist die Zahl ihrer Punkte auf einer beliebigen Geraden, 
und die Klasse die Zahl ihrer Ebenen durch einen beliebigen Punkt, in Uebereinstimraung mit 
den oben (I, 1.) gegebenen Definitionen. Als Tangentenfläche betrachtet hat die Abwickelbare einen 
Rang, der nach denselben Definitionen gleich ist der Anzahl ihrer Erzeugenden durch eine be- 
liebige Gerade. Dieses ist auch der Rang der durch dieselben Tangenten erzeugten Gratlinien. 
Salmon spricht deshalb vom „Rang des Systems", indem er die Abwickelbare sammt ihrer Grat- 
linie als ein „System" auffasst (s. Salmon -Fiedler, Bd. 11, art. 88). 

Für jene Abwickelbaren, auf welchen durch jeden Punkt im Allgemeinen nur eine erzeugende 
Gerade geht, ist der Rang des Systems gleich der Ordnung der Fläche. 

Zusatz (1). Nach der Zusammenstellung in I, 1. unterscheiden sich die Abwickelbaren von 
den allgemeinen Ebenenflächen ähnlich wie die räumlichen Punktcurven von den Punktflächen. 
Insbesondere ergibt sich dieselbe dualistische Beziehung zwischen Abwickelbaren und Raumcurven, 
welche zwischen Ebenenflächen und Punktflächen obwaltet, während die Linienflächen sich selbst 
reciprok sind. 
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Zusatz (2). Ein ebener Schnitt einer Abwickelbaren ist demnach im Allgemeinen von 
derselben Ordnung und von derselben Klasse wie die Fläche selbst. 

Zusatz (3). Die Ordnungszahl einer Abwickelbaren betrachtet man nach Cremona als die 
Klassenzahl ihrer Gratlinie (vergl. unten VE, 2.). 

3. lieber ebene Schnitte der Abwickelbaren hat man folgende besondere Fälle. Ist 
N die Ordnung und M die Klasse der Abwickelbaren, und n die Ordnung ihrer Gratlinre, so ist der 
Schnitt mit einer 

(a) „Ebene des Systems" . . von der Ordnung iV 2, von der Klasse 3f — l, mit »? -3 Spitzen, 

(b) Ebene durch eine „Linie 

des Systems" - - - NA,- - - 3/, - n- 2 

(c) Ebene durch zwei „Linien 

des Systems" - - - iV— 2, - - - J/, - w -4 - 

(d) „stationären Ebene ^ . . . - - - iV -3, - - - M -2, - w- -4 

Zusatz (1). Dabei ist in (c) der allgemeine Fall vorausgesetzt, dass die zwei Linien des 
Systems nicht unmittelbar auf einander folgen. Der Ausdmck „System" bedeutet nach Salmon die 
Gesammtheit der erzeugenden Ebenen, und der Punkte und Tangenten der Gratlinie (oben 2. Zusatz (3)). 

Zusatz (2). Eine ausführliche Tafel von ebenen Schnitten der Abwickelbaren und 
projicirenden Kegeln der Raumcur\'en mit ihren Charakteristiken findet man bei Sahnon-Fiedler 
(Bd. II, art. 93), und eine Reihe von Sätzen über abwickelbare Flächen, welche entweder anderen 
Gebilden umschrieben oder von denselben durchdrungen sind, ebendaselbst (art. 458—459). 

4. lieber die Berührung der Abwickelbaren hat man folgende Sätze: 

(a) Eine Berührungsebene längs einer erzeugenden Tangente trifft die Abwickelbare 
JVter Ordnung in dieser Geraden doppelt gerechnet, und ausserdem in einer ebenen Schnittcurve 
(X 2)ter Ordnung. Die erzeugende Tangente berührt diese Schnittcurve (in dem Berührungs- 
punkte der Tangentialebene und auf der Gratlinie) und schneidet sie also ausserdem noch in 
X -i Punkten (Cayley, Quart. J. vol. 6, 1864; Papers, vol. V, p. 267). 

Zusatz, „lieber die Wendungsberührebenen der Raumcurven" hat Clebsch {Crelles J. Bd. 63, 
1863. S. 1 £f.) eine längere Abhandlung verfasst. 

(b) Eine Abwickelbare 3/ter Klasse hat mit einer beliebigen Fläche J/'ter Klasse im All- 
gemeinen MM' gemeinschaftliche Berührungsebenen, so wie eine Raumcurve nter Ordnung mit 
einer beliebigen Fläche w'ter Ordnung im Allgemeinen nn' gemeinschaftliche Durchdringungs- 
punkte hat. 

Zusatz (1). Hat also die Abwickelbare mit der gegebenen Fläche mehr als MM' gemein- 
schaftliche Berührungsebenen, so ist sie derselben umschrieben oder in dersell)en enthalten. 

Zusatz (2). Eine Fläche und eine umschriebene Abwickelbare haben eine Berührungs- 
curve, deren Tangenten mit den entsprechenden erzeugenden Geraden der Abwickelbaren Paare 
conjugirter Tangenten bilden, das heisst solcher Tangenten, welche zu den beiden Haupttangonten 
des BeiUhrungspunktes harmonisch liegen (vergl. Salmon-Ficdler s Anal. G. d. R. Bd. II. ait. 9). 

(c) Der Berührungskegel einer Abwickelbaren JV^ter Ordnung besteht aus X Ebenen, 
mit ^/^X{X 1) Doppelkanten (Salmon-Ficdler, Bd. II, art. 499), hat also keine Rückkehrkanten. 

6. Die Gleichung der Hesse sehen Fläche einer Abwickelbaren u~0 kann in die Gestalt 
gebracht werden: 

H(h) = u . P{u) =z ü, 

wo P(h) nach CmjJeys Ausdruck (Quai-t. J. vol. 6, 1864; Papers, vol. V, p. 267) die ^Prohessescho-^ 
der Al)wickell)aren ist. Sie ist also immer identisch b(*friodigt. sol)ald tt =- ist. 

Diese Bedingung ist für abwickelbare Flächen noth wendig und hinreichend. 

39 
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Zusatz (1). Ist u von der Xten Ordnung, so ist II{u) von der (4.V — 8)ten und folglieh 
P{i() von der {ßN — 8)ten Ordnung. 

Zusatz (2). Die Polareigenschaften erhält man aus der allgemeinen Theorie (oben lA"). 
Einige besondere Polareigenschaften der Abwickelbaren werden von Cremoiia (no. 99 ff.) angeführt. 

B. Singularitäten. 

6. Die folgenden Formeln zwischen den Singularitäten der Abwickelbaren und ihrer 
Gratlinie wurden von Cayley (LiouviUes J. t. 10, 1845; Papers, vol. I, p. 207 ss.) aus den Pliicker sehen 
Formeln (oben S. 193) abgeleitet. Man findet dieselben auch in den Werken von Cremona, Snlmon- 
Fiedler und Cklsch-Lindemann. 

Führt man die Bezeichnungen ein: 

N z=i Ordnung der Abwickelbaren. 31 = Klasse der Abwickelbaren, 

M = - - Gratlinie, m(r= JV) = - - Gratlinie, 

d = Ordnung der Doppelcurve (einschliesslich die Zahl der Doppelerzeugenden = d nach 
Scdmon), 

Q = Zahl der Rückkehrpunkte der Gratlinie (nach Sdmon = Zahl der stationären Punkte 
des Systems), 

* = Zahl der Inflexionsebenen der Fläche, 

ö ~ Zahl der stationären oder Wendepunktstangenten der Gratlinie (sie ist im All- 
gemeinen = 0), 

Y = Zahl der Geraden in einer beliebigen Ebene, durch welche zw^ei Berührungsebenen 
der Fläche gelegt werden können (einschliesslich die Zahl der Doppeltangential- 
ebenen = J nach Sdmon), 

(o = Zahl der Geraden von einem beliebigen Punkte aus, welche die Gratlinie in zwei 
Punkten schneiden (oder Zahl der „Linien in zwei Punkten", das heisst die Zahl 
der scheinbaren und wirklichen Doppelpunkte der Curve, = D nach Sahnon), 

fj = Zahl der Ebenen von einem beliebigen Punkte aus, welche zwei nicht auf einander 
folgende Tangenten der Gratlinie enthalten (einschliesslich die Zahl der Doppel- 
erzeugenden = Klasse der „doppelt berührenden Abwickelbaren" — d nach 
Salman), 

so hat man die folgenden sechs Formeln, von denen aber nur drei unabhängig sind: 

M ^-- N{N— 1) - 2d ^n -f ö). n = m{m - 1) - 2iy — 3(3/ + ö), 
N ^- 31 {M - 1) — 2/ — 3*, m = n{n - 1) — 2« — 3^, 

n + Ö -I — 3(m 31), 31 + -q = 3{N -n). 

Zu diesen sechs Formeln kommt noch die siebente für das Geschlecht, welche sow^ohl 
für Abwickelbare als für Raumcurven gilt: 

p = i/,(m - l)(m - 2) — (n ^d) = y,{m — l)(m —2)—{3I+tj) 
= V2(n - l)(n - 2) - (o, + ^) = ^/,(3I- 1)(M- 2) -{r + i). 

Zusatz (1). Die nicht unmittelbar auf einander folgenden Tangenten, welche sich zu zwei 
und zwei treffen, bilden durch ihre Schnittpunkte die „Doppelcurve" der Fläche und umhüllen 
durch ihre Ebenen die „doppeltberührende Abwickelbare" der Curve. 

Sdmon nennt einen solchen Schnittpunkt einen „Punkt in zwei Linien" und die Ebene 
zweier solchen Tangenten eine „Ebene durch zwei Linien". 

Die Tangenten der Doppelcurve sind die Durchschnittsgoraden der beiden Berührungsebeneu 
in den entsprechenden Punkten der Abwickelbaren und die Ebenen der doppelt berührenden Ab- 
wickelbaren berühren die Abwickelbare längs der Geraden, welche die beiden Berührungspunkte 
der entsprechenden Tangenten verbinden (Cremona, no. 9 und 11). 
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Zusatz (2). Nach dem Princip der Dualität entsprechen sich die Singularitäten der Ab- 
wickelbaren und ihrer Gratlinien folgendermassen : 

n. M\ ly, io\ /d, fi\ Ih q\ Im = N\ Iß] 

Zusatz (3). Einige andere Singularitätenzahlen, die von Cayley (Quart. J. vol. 11, 1871, 
p. 294) und Zeut/wn {Tortolims Ann. t. 3, 1869, p. 175) berechnet wurden, findet man in Cremonas 
Grundzügen (no. 97 ff.) und Salmon- Fiedlers Anal. G. d. R. (Bd. ü, art. 499 ff.) mit Anwendungen 
auf besondere Fälle, lieber die Anzahl Rückkehrpunkte und Rückkehrstrahlen hatte schon v. Staudt 
einige Untersuchungen angestellt, jedoch hauptsächlich nur mit Rücksicht darauf, ob diese Zahl 
gerade oder ungerade sei (G. d. L. § 15). 



C. Plaiiare Abwickelbare. 

Vorbemerkung. Die Definition von Planarität ist oben (1. Zusatz (3)) gegeben. Diese 
Flächen können auch rationale Abwickelbare genannt werden, weil die Coefficienten ihrer 
Punkte durch rationale Punktionen eines Parameters ausdrückbar sind. 

7, Als Kennzeichen der Planarität dient nach Schwarz (Abh. Bd. II, S. 8 ff.) die 
Geschlechtszahl der Abwickelbaren (s. oben 6.; von ihm mit q bezeichnet). 

Ist nämlich i? — 0, so ist die Fläche planar, isti>=l oder =2, so ist sie biplanar, ist 
i^>2, so ist sie multiplanar, und zwar ist die Ordnung der Planarität im Allgemeinen V2CP + 3) 
oder V2b + 2). 

Zusatz. Daselbst wird gezeigt, dass alle „eigentlichen" Abwickelbaren der ersten 
sieben Ordnungen planar sind, das heist diejenigen von den Ordnungen 4, 5, 6, 7, während 
die ersten drei Ordnung „uneigentliche" Abwickelbare darstellen. 

8, Für planare Abwickelbare lässt sich die Gleichung der erzeugenden Ebene (s. oben L 
Zusatz (3)) in folgende Gestalt bringen: 

Aot^ + A,t^-' + A,t^-^ + ... = 0, (-o=<^<+ oc), 

wo /•; eine ganze Zahl und die Coefficienten A lineare ganze Funktionen der Punktcoordinaten 
der erzeugenden Ebene sind. 

Zusatz (1). Wäre k eine gebrochene Zahl, so stellte die Gleichung ein System von 
erzeugenden Ebenen dar und die erzeugte Abwickelbare wäre multiplanar. 

Zusatz (2). Diese einfachste Gattung von Abwickelbaren wurde zuerst von Cayley unter- 
sucht [CreUes J. Bd. 34, 1847, und später im C. and D. Math. J. vol. 5, 1850; Papers, vol. I, p. 352 
und 500). Sie ist die Reciproke einer von Mobius in seinem Baryc. Calcul betrachteten Raum- 
curve, die sich darstellen lässt durch die Gleichung: 

x\y\z:x) — A:B\C\D, 

worin A, B, C, D rationale und ganze Funktionen eines Parameters sind. 

In der letzteren Abhandlung betrachtet Cayley insbesondere den Fall h =. 5. 

9, Die Gleichung der Abwickelbaren erhält man aus derjenigen der erzeugenden 
Ebene, indem man die Diskriminante der letzteren nach t gleich Null setzt. Sie ist also im All- 
gemeinen von der Ordnung 2(i — 1). 

Die Eigenschaften dieser planaren Abwickelbaren, ausgedrückt durch den Exponenten i, 
findet man zusammengestellt bei Salmon -Fiedler (Bd. U, art. 91). Man hat nämlich in der oben 
in 6, festgestellten Bezeichnung: 

N^ m = 2{k ^ 1), M= k, n = 3(i 2), 

Q = 4{k 3), d = 2{k -2)(k 3), # = 0, 

rj = 2(k l){k - 3), r = Val* 1)(* — 2), « = y^{9k^ 53* + 80). 

39* 
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Zusatz. Für h — 2 erhielte man einen Kegel zweiten Grades, also eine „uneigentliche*" 
Abwickelbare. 

10. Nach 7. Zusatz, sind die ^eigentlichen'* Abwickelbaren der ersten sieben Ordnungen 
planar. Deren Gleichungen und Eigenschaften findet man bei Schwarz (Abh. Bd. II, S. 8 IT.): 

(a) Abwickelbare vierter Ordnung. 

Dio Gleichung der erzeugenden Ebenen ist (vergl. oben 8.): 

at^ -f 3&^2 _!_ 3^.^ + d r= 0, 
und die Gleichung der eingehüllten Abwickelbaren: 

[ad — hcY — 4(fc2 _. ac){c^ M) = 0, 

Diese Gleichung stellt die allgemeine Abwickelbare vierter Ordnung dar. 

Zusatz (1). Die Gratlinie ist von der dritten Ordnung. Haben also zwei Flächen zweiter 
Ordnung ein Gerade gemeinschaftlich, so ist ihre eingeschriebene und umschriebene Abwickelbare 
von der vierten Ordnung. 

Zusatz (2). Die Berührungsebene schneidet die Fläche in einem Kegelschnitte. 

(b) Abwickelbare fünfter Ordnung. 

Die Gleichung der erzeugenden Ebene ist: 

und die Gleichung der eingehüllten Abwickelbaren: 

a{ac + 3c2)2 Qc{ac + ^c^){W^ — 4ac) - 3c(3&» Aacf — 0. 

Diese Gleichung stellt die allgemeine Abwickelbare fünfter Ordnung dar. 

Zusatz (1). Die Gratlinie ist von der vierten Ordnung, nämlich der Durchschnitt zweier 
Flächen zweiten Grades (Cayley), „Wenn zwei Flächen zweiter Ordnung eine stationäre Berührung 
haben, so ist ihre eingeschriebene und umschriebene Fläche eine allgemeine Abwickelbare fünfter 
Ordnung" (Schwarz, S. 15). 

Zusatz (2). Die Berührungsebene schneidet die Fläche in einer Curv^e dritter Ordnung. 

Zusatz (3). Cayley (Quart. J. vol. 6, 1864; Papers, val. V, p. 272) wählt die CoefBcienten a. 
&... so, dass ihre Summe gleich Null ist, sowohl in der Gleichung der Ebene, als auch in der- 
jenigen der Abwickelbaren. 

Schwarz gibt noch drei andere besondere Gleichungen, je nachdem die Fläche einen drei- 
fachen Punkt hat oder eine dreifache erzeugende Tangente und einen einfachen Kegelschnitt oder 
einen Doppelkegelschnitt. 

(c) Die Abwickelbaren sechster und siebenter Ordnung sind noch nicht allgemein 
untersucht worden. Einzelne Fälle findet man behandelt bei Cayley (Phil. Mag. vol. 27, 1864; Quart. J. 
vol. VI, 1864 und vol. 7, 1866; Papers, vol. V, p. 135, 279 und 511). 

Schwarz gibt für die Abwickelbaren sechster Ordnung verschiedene Gleichungen, sowohl 
der erzeugenden Ebene als auch der erzeugten Fläche. 

Zusatz (1). Eine Tafel für die Haupteigenschaften der Abwickelbaren der ersten 
sieben Ordnungen, namentlich für Ordnungs- und Klassenzahl, Rückkehr- und Doppelcurve. 
Anzahl Doppelpunkte und Doppeltangenten, findet man bei Schwarz (S. 22). 

Daselbst wird auch der allgemeine Satz aufgestellt, dass in jeder Abwickelbaren ungerader 
Ordnung sowohl die Anzahl Spitzen in der Rückkehrcurve als auch die Anzahl der Inflexions- 
tangentenebenen eine ungerade Zahl ist. 

Zusatz (2). Eine Abwickelbare von ganz besonderer Art, nämlich erzeugt durch Ebenen, 
welche durch die Punkte eines EUipsoids, senkrecht zu den Mittelpunktsradien gehen, wird von 
Cayley besprochen (Tortolhus Ann. t. 2, 1859; Papers, vol. IV, p. 123), 
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D. Kegel. 

Vorbemerkung (1). Der Kegel ist eine ausgeartete Abwickelbare, so wie auch sein 
i'eciprokes Gebilde, die ebene Curve, eine ausgeartete Raumcurve ist. Ist nämlich die erzeugende 
Ebene einer Abwickelbaren an einen festen Punkt gebunden oder der erzeugende Punkt einer 
Raumcur\'e an eine feste Ebene gebunden, so erhält man zwei besondere Gebilde, welche 
auch eine besondere Behandlung zulassen (vergl. oben 1. Zusatz (1) und unten VIT, 1. Zusatz (D). 

Vorbemerkung (2)'. Die Hauptsätze über Kegel findet man kurz zusammengestellt in 
Cremonas Grundztigen (no. 1—5). 

Ueber die gegenseitigen Schnitte von zwei und drei Kegeln findet man einige besondere 
Sätze bei Steiner (Werke, Bd. I, S. 5). 

Vorbemerkung (3). Dass Kegelflächen und ihre reciproken Gebilde sich nicht durch 
Liniencoordinaten darstellen lassen, ist oben (S. 115) erwähnt worden. 

11. Ein Kegel ist die Einhüllende einer Ebene oder der Ort einer Geraden, die sich nach 
einem veränderlicÄn Parameter, zum Beispiel längs einer Raumcurve als „Spur" bewegen, dabei 
aber fortwährend durch einen festen Punkt, den „Scheitel", hindurchgehen. 

Zusatz (1). Hat die Spur des Kegels vielfache Punkte, Rückkehrpunkte und so weiter, so 
heissen auch die erzeugenden Geraden, welche durch dieselben hindurch gehen, bezüglich viel- 
fache Erzeugende, Rückkehrerzeugende und so weiter. 

Hat ebenso die Spur vielfache Tangenten, Stillstandstangenten, und so weiter, so heissen 
auch die einhüllenden Ebenen, welche durch dieselben hindurchgehen, vielfache oder stationäre 
Berührungsebenen, und so weiter. 

Zusatz (2). Ein Kegel nter Ordnung hat also höchstens Vsl'* -1)('^ -) Doppel- und 
Rückkehrerzeugende (s. oben S. 193). 

12. Ein Kegel heisst von der nten Ordnung, wenn er von einer beliebigen durch den 
Scheitel gelegten Ebene in n geraden Erzeugenden geschnitten wird; er heisst von der mten Klasse, 
wenn durch eine beliebige durch den Scheitel gehende Gerade m Berührungsebenen an denselben 
gehen (PlücJccr, N. G. no. 200). 

Zusatz. (1).- Ein Kegel erster Ordnung ist also eine Ebene (Punktebene) und ein Kegel 
erster Klasse ist eine Gerade (Axe eines Ebenenbüschels). 

Ein Kegel zweiter Ordnung ist auch zweiter Klasse. 

Zusatz (2). Ein ebener Schnitt eines Kegels ist von derselben Ordnung und Klasse 
wie der Kegel selbst. Dasselbe gilt auch von einer räumlichen Spur des Kegels, ausser wenn 
sie durch den Scheitel geht, in welchem Falle die Ordnung des Kegels um so viele Einheiten 
geringer ist, als die Spur daselbst Punkte hat. 

Es genügen also ein gegebener Punkt als Scheitel und ^/^nin + 3) weitere Bedingungen, 
um einen Kegel nter Ordnung oder nter Klasse zu bestimmen (s. oben S. 167). 

Zusatz (3). Unter einem Kegelbüschel nter Ordnung (im engeren Sinne) vei"steht man 
ein System von Kegeln ;/ter Ordnung mit gemeinschaftlichem Scheitel und mit n^ gemeinschaft- 
lichen erzeugenden Geraden. 

13. Ueber die Singularitäten der Kegel hat man die folgenden Formeln. Es sei: 

n = Ordnung, ni -- Klasse des Kegels. 

d = Zahl der Doppelerzeugenden, q — Zahl der Rückkehrerzeugenden. 

r = Zahl der I)oppeltangentialel)enen, i = Zahl der stationären Tangentialebenen. 

Dann hat man die PZ/VWarschen Formeln (o])en S. 193): 

m rrr n(ii - 1) (2(f f 3^), )i =- m(m 1) - (2r + 3i), 
I z^'- :]n(n 2) — {i)d + Sq), q r- 3m(/w 2) (Or f Hi). 
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VIT. Hauptstilck. 

Raumcurven. 

Vorbemerkung (1). Einzelne besondere Raiimcurv'en wurden in der griechischen Schule 
behandelt. Nach üluislcs (A. H. p. 6 ss. und p. 138—141) hatten sich schon Arcki/tas (um 400 v. C'hr.) 
und später Geminus und Pappus mit Spiralen befasst, welche Cy lindern und Kegeln auf- 
geschrieben sind. 

Die späteren Versuche bis zum Anfange dieses Jahrhunderts sind sehr spärlich. 

Descartes zeigte, wie man Raumcurven mittelst Projektion auf zwei zu einander senkrechte 
Ebenen durch ebene Curven darstellen könne. 

Die Durchschnittscurven von Kugeln mit Kugeln, Cylindern und Keggin; von Cylindern 
mit Cylindern und Kegeln; endlich von Kegeln mit Kegeln wurden behandelt von Courcier S. J. 
(Opusculum de Sectione etc. Divione, 1663). 

Der Name „doppelt gekrümmte Curven" soll sich zuerst in einem Memoir über cylindrische 
Spiralen von Pilot (1724) finden. 

Eine allgemeinere Behandlung fanden diese doppelt gekrümmten Curven in einer Schrift, 
die von Clairaut im Alter von 17 Jahren geschrieben wurde (Paris, 1731). 

Euler, der Clairaufs Schrift lobend erwähnt, ist noch nicht im Stande, eine Theorie dieser 
Curven zu liefern, sondern gibt in seiner Introductio (1748, App. cap. VI) nur einige Sätze über 
Schnitte von Flächen. 

Eine neue Anregung zur Untersuchung der Raumcurven gab die Entdeckung des Dualitäts- 
princips, wonach diese Curven als reciproke Gebilde der Abwickelbaren erschienen. Doch 
beschränken sich die Arbeiten in der ersten Hälfte dieses Jahrhunderts auf besondere Arten 
von Raumcurven oder auf einzelne ihrer Eigenschaften. Dahin gehören die Untersuchungen 
von Poncekt Quetdet, Seydcwitz (GruneH's Archiv, Bd. 10, 1847. S. 203), Möbius (Bar. Calc. § 95—100), 
Steiner (Werke, Bd. II, S. 163 ff.), v. Staudt (Beiträge), Chaslcs und Anderer, die unten gelegentlich 
Erwähnung finden. 

Die Versuche, eine Theorie der Raumcurven aufzustellen, begannen aber erst in der 
zweiten Hälfte dieses Jahrhunderts mit den Arbeiten von Salmon, Cayley und Ckhsch von 1850 
bis 1863. 

Um das Jahr 1871 erschienen einige Aufsätze und Inauguraldissertationen von BriU, Weyr, 
Korndörfer und Anderen. 

Grössere Arbeiten über Raumcurven wurden aber erst auf Anregung der Berliner Akademie 
unternommen. Dreimal wurde die Preisfrage der Steiner sehen Stiftung über Raumcurven gestellt, 
und obwohl dieselbe ganz allgemein verlangte: „irgend eine auf die Theorie der höheren 
algebraischen Raumcurven sich beziehende Frage von wesentlicher Bedeutung voll- 
ständig zu erledigen", gingen erst im Jahre 1882 zwei Arbeiten ein, welche geki-önt wurden, 
nämlich von Notlier und IMphen. 

Fast gleichzeitig erschienen zwei andere Abhandlungen von Sturm und Valentiner. 

Diese verschiedenen Untersuchungen sind aber noch nicht derart mit einander verarbeitet, 
dass sie in die Lehrbücher Eingang gefunden hätten, oder sich übersichtlich anordnen Hessen. 

Vorbemerkung (2). Aus dieser Zusammenstellung geht hervor, dass die Untersuchungen 
über Riiumcurven mit denjenigen über ebene Curv^en und Flächen nicht gleichen Schritt gehalten 
haben (vergl. Eeye, Math. Ann. Bd. 2, S. 474). 

Nach Cayley liegt der Grund theilweise in dem Mangel einer geeigneten analytischen 
Darstellung (Quart. J. vol. 3, 225; Papers, vol. IV, p. 446 und 490). Der Durchschnitt zweier 
Flächen reicht zur Darstellung der Raumcur\'en nicht aus und führt ein fremdartiges Element 
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ein, während die dualistische Deutung der abwickelbaren Flächen nur mittelbar Aufschluss über 
die Eigenschaften dieser Curven bietet. 

Cayleij war daher bestrebt, für die Darstellung der Raumcurven ein neues Element, die 
Gerade, an Stelle von Punkt und Ebene einzuführen (s. oben S. 95). Er ging von dem Gedanken 
aus, die Raumcurve durch einen ihrer Projektionskegel mittelst der sechs Liniencoordinaten dar- 
zustellen und den Scheitel dieses Kegels sich ändern zu lassen, stiess aber dabei auf Schwierig- 
keiten, die noch nicht überwunden sind. 

IHüclcer macht in seinen Schriften über Liniengeometrie nur wenige Bemerkungen über die 
Darstellung der Raumcurven in Liniencoordinaten. Nach ihm ist der Ort der Doppellinien 
(zweier zusammenfallenden Linien) einer Congmenz (Ün. Ä«) eine Abwickelbare und der Ort der 
Punkte, durch welche dreifache (drei zusammenfallende) Linien gehen, eine Raumcurve (Phil. 
Trans, vol. 155, p. 783). Ferner sagt er: „durch eine continuirlich sich bewegende gerade 
Linie, die in allen ihren Lagen einem gegebenen Complex (ersten Grades) angehört, wird eine 
räumliche Curve umhüllt, während von derselben gleichzeitig eine abwickelbare Fläche beschrieben 
wird" (N. G. no. 50; vergl. oben S. 100). Diese Gedanken scheinen jedoch nicht weiter verfolgt 
worden zu sein. 

Vorbemerkung (3). Die Raumcurven bilden mit den in den beiden vorhergehenden 
Hauptstücken behandelten Linienflächen und Abwickelbaren eine besondere Gruppe von 
räumlichen Gebilden, in so fern sie nur eine einfach unendliche Mannigfaltigkeit ihrer 
Elemente (bezüglich Punkt, Gerade, Ebene) darstellen. Sie theilen aus diesem Grunde auch die 
Eigenschaft, dass sie sich nicht durch eine einzige Gleichung in den betreffenden Elementen 
darstellen lassen. 

Von diesen drei Raumgebilden sind zwei derart einander zugeordnet, dass das eine das 
dualistische Gegenbild des andern ist, während das dritte sein eigenes reciprokes Gebilde 
ist. Wie nämlich Punkt und Ebene sich dualistisch entsprechen, die Gerade im Räume aber sich 
selbst reciprok ist (als Strahl und Axe), so gilt .dasselbe auch von den durch diese Elemente 
mittelst eines veränderlichen Parameters erzeugten Raumgebilden, das heisst, die Raumcurve und 
die Abwickelbare sind sich wechselseitig dualistisch zugeordnet, während die Linienfläche ihr 
eigenes reciprokes Gegenbild ist. 

Diese Beziehung der drei Gebilde tritt noch deutlicher hei'vor in der oben (I, 1.) gegebenen 
Definition der „Gradzahlen" für Punktorte, Ebenenorte und Linienorte. 

Die Dualität zwischen Raumcurven und Abwickelbaren wird, namentlich von Flüchcr 
(X. G. no. 201 ff.), Cayley (Quart. J. vol. 7, 1866; Papers, vol. V, p. 505 ss.) und Cremona (Grund- 
züge no. 6 SS.) betont. Cayley gebraucht die Worte „Abwickelbare" und „Curve" einfachhin als 
reciproke Ausdrücke, wie Ebene und Punkt (s. oben S. 33), und erläutert diese Gegenseitigkeit 
an dem Beispiele einer Abwickelbaren vierter und einer Raumcurve dritter Ordnung. 



A. Allgemeine Eigenschaften. 

1, Eine Raumcurve wird von einem Punkte erzeugt, dessen Lage von einem ver- 
änderlichen Parameter abhängt, das heisst sie ist der Ort eines einfach unendlichen 
Punktsystems. 

Zusatz (1). Die Bewegung des erzeugenden Punktes im Räume hat drei Componenten: 
Der Punkt bewegt sich auf einer Geraden, diese Gerade dreht sich um den Punkt, und die 
Drehungsebene rotirt um dieselbe Gerade. Fehlt eine dieser drei Bewegungen, so artet die 
Riiumcurve aus, nämlich in einen Punkt, in eine Gerade oder in eine ebene Curve, je nach- 
dem bezüglich die erste, die zweite oder die dritte Bewegung fehlt. 

Die sich drehende Gerade ist Berührungslinie und die rotirende Ebene ist Schmiegungs- 
ebene der Raumcurve (vergl. oben VI, 1. Zusatz (D). 
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Zusatz (2). Jede Raumcurve kann als Gratlinie der Abwickelbaren betrachtet werden, 
welche von ihren Schiniegungse])enen („Ebenen in zwei Linien") erzeugt wird. 

Zusatz (3). Die Darstellung der Abwickelbaren durch einen Parameter (s. oben VI, 1.) 
ist von Kontdörfer (Math. Ann. Bd. 3, 1871, S. 415 ff.) auf Raumcurven übertragen worden. 

Es lässt sich nämlich der erzeugende Punkt durch eine Gleichung von der Form 
darstellen : 

u(f,(t) + v(f^(t) + w(f^(t) + r(f^{t) = 0, 

unter t den unbestimmten Parameter und unter <f vier beliebige algebraische Funktionen 
verstanden. 

Sind demnach x, y, z. p die homogenen Coordinaten des Punktes, so hat man: 

Der einfachste Fall, wo diese Coordinaten durch ganze rationale Punktionen des Para- 
meters ausgedrückt sind, stellt eine Gattung von Raumcurv^en dar, welche den planaren oder 
rationalen Abwickelbaren reciprok entsprechen, und demgemäss einpunktige oder rationale 
Curven genannt werden können. 

Für einpunktige Raumcurven ist, ebenso wie für planare Abwickelbare, die Geschlechts- 
zahl p — 0. 

Zusatz (4). Die Gleichung des erzeugenden Punktes lässt sich für einpunktige 
Raumcurven in folgende Gestalt bringen (vergl. oben VI, 8.): 

A,t' + A,t'-' + A,t'-'- + ...=0. (- ^<t<: + cc). 

wo k eine ganze Zahl und die Coefficienten A lineare ganze Funktionen der Plancoordinaten 
des erzeugenden Punktes sind. 

Wäre k eine gebrochene Zahl so stellte die Gleichung ein System von erzeugenden 
Punkten dar, und die erzeugte RaumcuiTe wäre mehrpunktig. 

Diese einfachste Gattung von Raumcun- en wurde von MÖbius in seinem Bar. Calc. (s. oben VI, 
8. Zusatz (2)) behandelt, später von Brill (Math. Ann. Bd. 3, 1871, S. 456 ff.) und Wcyr [CrellesJ. 
Bd. 74, 1871, S. 277 und 279). 

2. Ordnung, Klasse und Rang einer Raumcurve ergeben sich unmittelbar aus den oben 
(I, 1.) gegebenen Definitionen. 

Die Ordnung der Curve ist nämlich die Zahl ihrer Punkte auf einer beliebigen Ebene. 
Die Klasse der Curve ist nach Cremona (Grundzüge, no. 6, 7, 10) gleich der Ordnung ihrer Ab- 
wickelbaren (als ihres reciproken Gebildes). Der Rang der Curve ist die Zahl ihrer Tangenten 
durch eine Gerade, also gleich dem Rang ihrer Abwickelbaren (s. oben VI, 2.). 

Zusatz (1). Eine Raumcurve ;*ter Ordnung wird demnach von einer Fläche i^ter Ordnung 
in ni' Punkten getroffen. 

Diese ny Schnittpunkte sind aber nicht von einander unabhängig, sondern nach Valentiner 
(Acta Math. t. 2, 1883, p. 194) schon durch 

ny -An - l)(n — 2) + h 

derselben bestimmt, wo h die Anzahl der „scheinbaren'* Doppelpunkte der Raumcurve bedeutet, 
und y der Bedingung unterworfen ist: y^n — 2. 

Zusatz (2). Die Klassenzahl einer Raumcui've wird zuweilen auch, abweichend hiervon, 
definirt als die Klassenzahl ihrer Abwickelbaren (z. B. in SclilmiücK^ Handb. 11, S. 370). Cremona 
wählte die oben gegebene Definition, um die Raumcurve als das reciproke Gebilde der Abwickel- 
baren zu kennzeichnen. 

Zusatz (3). Die Singularitäten der Raumcurven sind, so weit sie bis jetzt untersucht 
wurden, oben (VI, 6.) zugleich mit denen der Abwickelbaren gegeben worden. 
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3. Ueber Normalen rationaler Raumcurven gibt Weyr (OrcIIes J. Bd. 74, 1871, S. 277 
und 279) folgende Sätze: 

(a) Durch einen beliebigen Punkt des Raumes gehen 3n — 2 Normalen (also auch Normal- 
ebenen) einer rationalen Raumcurve «ter Ordnung. 

Zusatz. Die Pusspunkte dieser Normalen sind die Berührungspunkte der Curve mit 
Kugeln, welche um den gegebenen Punkt concentrisch liegen. 

(b) Eine rationale Raumcurve wter Ordnung besitzt (n — l)(5n — 7) Doppelnormalen. 
Zusatz. Von diesen Doppelnormalen liegen jedoch V2^('^~-l) i^ unendlicher Entfernung, 

so dass nur ^'^(n — l)(9;r— 14) derselben im Endlichen liegen. 



B. Eintheilung der Baumcurven. 

Vorbemerkung. Die Eintheilung der Raumcurven wurde versucht von Sdmon (C. and D. 
Math. J. vol. 5, 1850, p. 23 ss.) und Cayley (Compt. Rend. t. 54 und 58. 1862, 1864; Papers, vol. V, 
p. 7. 24, 613) und später ausführlicher von Halplicn in seiner Preisschrift (J. de TÖc. Pol. cah. 52, 
1882, p. 1 ss.). 

4. Cayley gründet seine Versuche auf die Betrachtung dreier Kegel U=^ 0, P = 0, (? = 0. 

Ist nämlich die Raumcurve von der Ordnung d und eintieilig (nicht in Curven niedrigerer 
Ordnung zerfallend), so wird der erste Kegel, der durch den Coordinatennrsprung und durch die 
Raumcurve gehen soll, von der Ordnung d angenommen. Die beiden anderen Kegel seien von 
den Ordnungen i -f 1 und i, wo k noch unbestimmt und höchstens gleich d — 2 ist. Aus diesen 
beiden Kegeln w'erde eine Fläche von der Ordnung i + 1 gebildet, die ebenfalls durch die Raum- 
curve gehe und die Gleichung habe: 

Sie heisst nach Cayley Monoid und ist höchstens von der Ordnung d — 1. 

Die Raumcurve ist folglich dargestellt als Durchschnitt eines Kegels und eines 

Monoids, mit den Gleichungen 

P 

oder symbolisch 

Aus den verschiedenen Gattungen der Monoide werden sich nun die verschiedenen 
Gattungen der Raumcurven ergeben. 

Zusatz (1). Das Monoid hat {k + i)k Gerade, nämlich die gemeinschaftlichen Geraden 
der beiden Kegel P und Q, und der Kegel U geht dkmal durch diese Geraden des Monoids. Cayley 
bedient sich einer eigenen Bezeichnung mittelst der Zahlen 2, 1, 0, welche angibt, wie viele der 
(k -\- l)k Geraden des Monoids Doppelgeraden, einfache Geraden oder gar keine Geraden 
des Kegels U sind. So bedeutet 222211, dass von den zehn Geraden des Monoids 4 Doppel- 
geraden und 2 einfache Geraden des Kegels sind. 

Zusatz (2). Eine Schwierigkeit bei der Klassification der Raumcurven liegt darin, dass 
Doppel- und Rückkehrkanten des projicirenden Kegels U nicht nothwendig Doppel- und Rückkehr- 
punkten der Curve entsprechen und dass die Ordnung des Monoids unbestimmt zu sein scheint. 

Hat die Raumcurve h scheinbare Doppelpunkte, so hat der Kegel h Doppelkanten, von 
welchen jede die Curve in zwei nicht zusammenfallenden Punkten trifft. Jeder der beiden Kegel P 
und Q geht durch alle h Doppelkanten und überdies noch durch Erzeugende des Ke^gels U. 

Der vollständige Durchschnitt des Kegels U und der Monoidfläche besteht also in der 
Raumcurve, in den h Doppelkanten, jede zweimal gerechnet, und den 6 genannten Erzeugenden. 

40 
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Die Bedingung, dass die Rauincurve dter Ordnung ein theilw eiser Durchschnitt des Kegels und 
der Monoidfläche sei, ist also: 

[k + l)d = d + 2h + Ö, oder kd = 2h + Ö. 

Zusatz (3). IMphen stellt sich die Aufgabe: „Die verschiedenen Curvenfamilien gleichen 
Grades aufzuzählen, zu definiren und derart von einander zu unterscheiden, dass kQine Familie als 
besonderer Fall in einem andern allgemeineren enthalten sei", schliesst aber dabei die Curven mit 
-Doppel- und Rückkehrpunkten aus, da sie, wie er sagt, nur besondere Fälle der Curven gleichen 
Grades ohne singulare Punkte sind. 

Ilalplien stützt seine Arbeit auf Caylcys Untersuchungen, ist aber bestrebt, die Monoidfläche 
niedrigster Ordnung zu construiren. 

Man hat nämlich für das Monoid die Identität: 

wo M nach Halphen eine ganze rationale Funktion {x, y, jsi)^ vom Grande X = k + n + 1— d ist, wenn 
k der Grad von Q' und n der von Q ist. Man kann also zu jedem gegebenen Kegel Q, dessen 
Grad n der oben gegebenen Bedingung genügt, einen Kegel P finden, um das Monoid (n + l)ter 
Ordnung zu bilden. 

Ist nun n die niedrigste Ordnung eines Kegels, der durch h Doppelkanten des Kegels U 
geht, so heisst n nach Halplwn die Charakteristik. Die Raumcurven w^erden dann durch die 
Symbole unterschieden (d, /*, w). 

Cayley gibt am Schlüsse seines V. Bd. einige kritische Bemerkungen zu Halpficns Ein- 
theilung und hebt hervor, dass die Frage nach der Monoidfläche niedrigster Ordnung als eine 
nebensächliche zu betrachten sei. 

Zusatz (4). Unsere Kenntnisse über Raumcurven beschränken sich fast ausschliesslich 
auf diejenigen dritter und vierter Ordnung, die unten (E. und F.) eigens behandelt werden. 

Ueber Curven fünfter Ordnung [mit den Symbolen 5-1, 2 • 3 - 1, 2-4 — 1 — 1—1, 
3 • 3 — 3 — 1, 3 • 3 — (2 • 3 — 1 — 1)] findet man einige allgemeine Betrachtungen bei Qiyley (Compt. 
Rend. t. 54 und 58, 1862—64; Papers, vol. V, p. 15 ss. und p. 24 ss.), und über Curven sechster 
Ordnung bei Ckbsch [CreUes J. Bd. 63, 1863, S. 237). 

Nother zählt in seiner Arbeit (Berlin, Abh. 1882, Anhang I, mit einem Auszuge in Crelle's J. 
Bd. 93, 1882, S. 271) die Species der Raumcurven bis zur neunten Ordnung auf und die Arten 
bis zur siebenzehnten Ordnung. 



C, Vollständiger Durchschnitt zweier Flächen. 

Vorbemerkung (1). Die Raumcurven wurden als Flächenschnitte behandelt von CfefcscÄ 
(in CreUes J. Bd. 63, 1863, S. 218 ff.) und von Nöther (Berlin. Abh. 1882). Letzterer theilt seine 
ausführliche Abhandlung in die drei Theile: Spezielle Flächenschnitte, Schnitte allgemeiner Flächen, 
und Anwendungen, ülebsch erhält die Gleichung des Flächenschnittes, indem er zwischen zwei 
Ebenenbüscheln die Bedingung einer höheren Projektivität aufstellt. Sind nämlich die Flächen und 
Ebenenbüschel durch die Gleichungen dargestellt: 

n, + xn^ = 0, s>\ + A'x>; = o, 

und eliminirt man aus diesen vier Gleichungen die Punktcoordinaten, so erhält man eine Gleichung 
zwischen den beiden Parametern F(A./') = 0, als Bedingung, dass die entsprechenden Ebenen der 
Büschel sich auf der Curve schneiden. Zerfällt F in rationale Faktoren, so ist jeder Zweig der 
Curve, welcher einem irreduktibeln Faktor entspricht, eine algebraisch definirte einfache 
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Raumcurve. Ihre Ordnung ist die Ordnung von k und A' in dem entsprechenden Faktor. Ist 
aber F selbst irreduktibel, so stellt -F(i,A') = den vollständigen Durchschnitt der Flächen tt = 0, 
v = dar. 

Vorbemerkung (2). Die Raumcurven, welche der vollständige Durchschnitt zweier 
Flächen sind, weisen mancherlei Unterschiede von jenen Curven auf, welche sich nur als theil- 
weise Durchschnitte zweier Flächen darstellen lassen, sowie auch ihre reciproken Gebilde, die 
Abwickelbaren, ein verschiedenes Verhalten zeigen, je nachdem sie die vollständige oder theil- 
weise Umhüllung zweier Flächen bilden. 

Doch scheinen diese Unterschiede nur bei Curven vierter Ordnung (vergl. unten F.) genauer 
untersucht worden zu sein. 

6, Sind die zwei sich schneidenden Flächen von den Ordnungen fi und v, so hat man für 
die Ordnung der vollständigen Schnittcurve und die Zahl ihrer Rückkehr- und Doppelpunkte 
die Formeln (vergl. Salmon- Fiedler, Bd. II, art. 105—109): 

wo D und K bezüglich die Anzahl der einfachen und stationären Berührungspunkte der beiden 
Flächen bedeuten und die übrigen Bezeichnungen dieselben sind wie oben (VI, 6.). 

Aus diesen drei Formeln lassen sich mit Hülfe der Plücker-Cayley sehen Formeln (oben VI, 6.) 
die übrigen Eigenschaften berechnen, wie Klassenzahl und Geschlechtszahl: 

m = fiviiJL + v~2) — {2D + 3 q), 
P = Vai^^O* + y - 4) - (D + ?) + 1. 
Zusatz (1). Die erste dieser Formeln n = fi^ lässt die dualistische Deutung zu, dass die 
Klassenzahl einer Abwickelbaren, welche die vollständige Umhüllung zweier Flächen bildet, 
gleich ist dem Produkte der Klassenzahlen dieser Flächen. 

Die dritte Formel lässt die Deutung zu, dass die Anzahl der bloss scheinbaren (per- 
spektivischen) Doppelpunkte (nach Cayley) gleich ist: 

V2i^^(i^-1)(^-1). 
Die letzte Formel besagt insbesondere, dass rationale Raumcurven vom Geschlechte 2? = 0: 

D ^ q= ^liv(li + ^^ — 4) + 1 

wirkliche Doppel- und Rückkehrpunkte haben. Sie gibt für f* oder v — 1 die Geschlechtszahl fUr 
ebene Curven (s. oben S. 193). 

Zusatz (2). Zerfällt die vollständige Schnittcurve in zwei Zweige von den Ordnungen n 
und «', so dass n + n' :r= fiy, und beziehen sich co, cw' und m, m' mit der früheren Bedeutung auf 
die beiden Zweige, so hat man 

u) —(o' = \/^{n — n'){iA -'l){p — 1) 

m — m' = (n — n') (/i + y — 2). 

Kennt man also die Charakteristiken für den einen Zweig, so kann man sie für den andern 
berechnen. 

Ist aber der eine Zweig nter Ordnung des vollständigen Durchschnittes zugleich Doppel- 
curve in der Fläche i^ter Ordnung, so hat man die letzten beiden Formeln zu ersetzen durch: 

4cw — cw' = \'^{2n — n'){ii — l)(i' — 1) — w(i' — 1), 
4:m—m' = (2n — n'){ii + y — 2) + 2n{y — 2). 



D. Kaiimcurven auf Flächen zweiten Grades. 

Vorbemerkung (1). Der vollständige Durchschnitt einer Fläche zweiter Ordnung mit 
einer Fläche nter Ordnung ist eine Raumcune von der Ordnung 2n. Der theilweise Durchschnitt 
liefert Raumcurven niedrigerer Ordnung. 

40* 
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Vorbemerkung (2). Die Raumcurv^en auf Flächen zweiten Grades wurden behandelt von 
Plücker [Grellen J. Bd. 34, 1847, S. 341) und CayUy (Phil. Mag. vol. 22, 1861; Papers. vol. V, p. 70). 
Letzterer bespricht die Darstellung Plücker s und hebt die grössere Einfachheit der seinigen hervor. 

6. Cayley gibt die Gleichung der Fläche zweiten Grades in der Gestalt xw — yz = und 
setzt dementsprechend: 

x\ y \ 2 : IV — \:h-\ -'.-r- , 

WO die vier Parameter A, /i, v, q die Coordinaten der Curve auf der Fläche zweiten Grades 
genannt werden. Irgend eine Gleichung zwischen diesen vier Coordinaten, die nur in ihren Ver- 
hältnissen auftreten, ist dann eine Gleichung der Curve auf der Fläche zweiten Grades. 

Ist diese Gleichung homogen vom Grade ^ in A und /a und homogen vom Grade q in y 
und Q, so ist die Curve von der Ordnung i> + q und wird bezeichnet durch das Symbol (/>, q). 

Die beiden Curven (p, q) und {p\ q') auf der Fläche zweiten Grades schneiden sich in 
[Pi' +ytf) Punkten. 

Zusatz (1). Die gradlinigen Erzeugenden der Fläche zweiten Grades haben die 
Symbole (1, 0) und (0, 1). Also wird die Curve [p, q) von jeder Geraden der einen Schaar in 
p Punkten getroffen und von jeder der andern Schaar in q Punkten. 

Für räumliche Curven dritter Ordnung auf Flächen zweiten Grades hat man die beiden 
Symbole (2, 1) und (1, 2), welche ebenso wie (1, 0) und (0, 1) zwei Arten derselben Curvengattung 
darstellen. 

Für räumliche Curven vierter Ordnung auf Flächen zweiten Grades hat man die zwei 
Gattungen (1, 3), (3, 1) und (2, 2). Aehnliches gilt für Curven höherer Ordnung. 

Zusatz (2). Ueber die ebene Abbildung dieser Curven sehe man oben S. 46. 

Zusatz (3). Chasles (Compt. Rend. t. 53, 1861, p. 884) betrachtet die Raumcurven auf 
geradlinigen Flächen dritter und vierter Ordnung. 

7. Ist die Fläche zweiten Grades insbesondere eine Kugel, so heissen die auf ihr ver- 
zeichneten Curven sphärisch. Dieselben lassen sich immer darstellen als der (vollständige oder 
theilweise) Durchschnitt der Kugel mit einem concentrischen Kegel. 

Mobius (Werke, Bd. II, S. 1 ff.) hat eine eigene Rechnungsweise der „analytischen 
Sphärik" aufgestellt, in welcher diese Curven auf ein sphärisches Dreieck als Coordinatendreieck 
bezogen werden. Auf diese Weise wird der Grad der Curvengleichungen auf die Hälfte zurück- 
geführt. Ist nämlich der Schnittkegel von der nten Ordnung, so ist die Gleichung der sphärischen 
Curve in diesen sphärischen Dreieckscoordinaten (s. oben S. 76) nicht von der 2nten, sondern 
nur von der wten Ordnung. 

Zusatz. Eine ebene Curve ändert also bei der Centralprojektion auf eine Kugelfläche 
ihre Ordnung nicht, wenn man sich dieser Coordinaten bedient. Ebenso lassen sich die „sphärischen 
Kegelschnitte" als Curven zweiter Ordnung darstellen, während sie in den gewöhnlichen Coordinaten 
von der vierten Ordnung sind (s. unten F.). 

Einleitende Bemerkungen über sphärische Kegelschnitte findet man in Hessen Vorlesungen 
(A. G. d. R., 3. Aufl. S. 51). 

E. Rauiucurven dritter Ordnung. 

Vorbemerkung (1). Die Raumcur\'en dritter Ordnung wurden behandelt von Chüsles 
{LdouiHlles J. t. 2, 1857, p. 397), Schröter (Crelle^ J. Bd. 56, 1859, S. 27), v. Sfaudt (Beiträge IE, 1860), 
Cremona {Crdles J. Bde. 58, 60, 63, 1861 — 1863, und Tortohms Ann. t. 1. 2, 5) und Anderen. 

Vorbemerkung (2). Nach v. Staudt sind diese Raumcurven als „Grundgebilde dritter 
Ordnung" zu betrachten (s. oben S. 13). 
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8, Eine eintheilige (nicht zerfallende) Curve dritter Ordnung ist entweder der vollständige 
ebene Schnitt einer Fläche dritter Ordnung, oder der theilweise Schnitt zweier Flächen 
zweiter Ordnung, die eine gemeinschaftliche Gerade haben {MÖbius, Bar. Calc. 1827, § 132). 
Cayley bezeichnet diese beiden Gattungen durch die Symbole 3 • 1 und 2 • 2 — 1. Nur die letztere 
stellt eine Raumcurve dar. 

Zusatz (1). Es gibt demnach keine eintheiligen Raumcurven von niedrigerer als der dritten 
Ordnung. Sie werden deshalb von Steiner mit den Kegelschnitten verglichen. Wie es nämlich 
keine Curve in der Ebene gibt, niedrigerer als der zweiten Ordnung, die nicht in eine geradlinige 
ausartet, so gibt es auch keine Raumcurve niedrigerer als der dritten Ordnung, die nicht in eine 
ebene Cui've ausartet. Man nennt sie deshalb auch „cubische oder räumliche Kegelschnitte" 
{Seydetvitz, Grunerfs Archiv, Bd. 10, 1847, S. 207). 

Zusatz (2). Als zerfallende Raumcurven dritter Ordnung kann man das System eines 
Kegelschnittes und einer Geraden im Räume betrachten, ebenso das System dreier Geraden im 
Räume, so wie man auch zwei windschiefe Gerade als zerfallende Raumcurve zweiter Ordnung 
ansehen kann. 

Zusatz (3). Eine Raumcurve dritter Ordnung ist demnach durch sechs einfache 
Bedingungen bestimmt. Für solche einfache Bedingungen zählen Curvenpunkte, Berührungslinien, 
Sehnen und Schmiegungsebenen. Es werden aber nicht alle Combinationen dieser Bedingungen zu 
je sechs eine eindeutige Bestimmung der Curv^e liefern {Crcmona, CreUes J. Bd. 60, S. 188). 

Zusatz (4). Eine Curve dritter Ordnung schneidet auf einer Fläche zweiten Grades das 
eine System der asymptotischen Geraden einfach und das andere doppelt. 

Zusatz (5). Eine Curve dritter Ordnung hat als Polarprojektion auf irgend eine Ebene 
wieder eine Cur\^e dritter Ordnung mit einem Doppelpunkte. 

9, Eine Raumcurve dritter Ordnung ist von der vierten Klasse und erzeugt durch ihre 
Schmiegungsebenen eine Abwickelbare vierter Ordnung und dritter Klasse; umgekehrt hat jede 
Abwickelbare dritter Klasse zur Gratlinie eine Curve dritter Ordnung. Zwischen den Eigenschaften 
dieser reciproken Gebilde hat man die folgenden Beziehungen: 

n = M= 3, m = N= 4, 
* = p = 0, ;'=iwr=l, d = fj = 6 =^ 0, 

wo die Bezeichnungen dieselben sind wie oben (VI, 6.). 

Zusatz. Die Raumcurve dritter Ordnung ist hier nach Crctnona zur vierten Klasse 
gerechnet, indem durch eine beliebige Gerade des Raumes vier Tangenten oder Berührungsebenen 
an dieselbe gehen. 

Sie wird aber zuweilen auch zur dritten Klasse gerechnet (z. B. in ScJdämilch's Handb. 11, 
S. 370 und in Eeyes G. d. L. 11, 13ter Vortrag), in so fern durch keinen Punkt des Raumes mehr 
als drei ihrer Schmiegungsebenen gehen (vergl. oben 2. Zusatz (2)). 

10, Raumcurven dritter Ordnung können auf mehrfache Art proj ektivisch erzeugt werden, 
(a) Drei homographische Ebenenbüschel erster Ordnung 

erzeugen zunächst drei Flächen zweiten Grades 



A A' 
B B' 



= 0, 



BB' 

G C 



0, 



€ C 
A A' 



= 0, 



und je zwei dieser drei Flächen haben eine der Büschelaxen gemeinschaftlich, schneiden sich 
also ausserdem noch in einer Curve dritter Ordnung {v. Staudt, Beiträge, no. 470, und Eeye, 
G. d. L. n, 12ter Vortrag). 
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Zusatz (1). Die so erzeugte Rauincurve liegt auch auf allen Flächen des Netzes zweiter 

Ordnung: 

\ AÄ' l 

BB' fi =0. 

C C V 

Je zwei Flächen des Netzes schneiden sich demnach ausserdem noch in einer Geraden. 

Zusatz (2). Die drei Axen der Büschel sind „Linien in zwei Punkten", das heisst Sehnen 
oder Sekanten der Curve, indem sie dieselbe in zwei (reellen oder conjugirt complexen) Punkten 
schneiden. Jede Sehne bildet also mit der Curve dritter Ordnung den vollständigen Durchschnitt 
zweier Flächen zweiter Ordnung. 

Zusatz (3). Durch einen beliebigen Punkt des Raumes geht nur eine Sehne der Cur\^e, 
aber durch einen Punkt der Curve selbst gehen unendlich viele Sehnen und bilden den Projektions- 
kegel zweiter Ordnung. 

Zusatz (4). Sind die obigen drei Gleichungen in Plancoordinaten ausgedrückt, so 
bestimmen sie drei homographische Punktreihen. Die Ebene je dreier entsprechender Punkte 
umhüllt eine Abwickelbare dritter Klasse. Die drei Träger der Punktreihen ' sind „Linien in 
zwei Ebenen" des Systems, indem sie durch zwei Berührungsebenen der Abwickelbaren gehen. 
Jede „Linie in zwei Ebenen" bildet (als Axe eines Ebenenbüschels) mit der Abwickelbaren dritter 
Klasse die vollständige Einhüllende (vierter Klasse) zweier Flächen zweiter Klasse. 

Eine beliebige Ebene des Raumes enthält nur eine „Linie in zwei Ebenen", aber in einer 
Ebene der Abwickelbaren selbst liegen unendlich viele solche „Linien in zwei Ebenen" und bilden 
eine Grenzfläche zweiter Klasse, das heisst, sie umhüllen einen Kegelschnitt. 

(b) Andere projektivische Erzeugungen von Curven dritter Ordnung erhält man durch einen 
Ebenenbüschel zweiter Ordnung, welcher einer Regelschaar oder einem Kegel homographisch 
zugeordnet ist, wobei die Axe des Büschels wieder Sehne der Curv-e ist; ferner als Ort der Pole 
einer festen Ebene in Bezug auf einen Flächenbüschel zweiten Grades, endlich durch zwei 
homographische Strahlen- oder Ebenenbündel, wie oben (S. 13) erwähnt ist. Man vergleiche 
Seijdewitz (Gnwerfs Archiv, Bd. 10, 1847, S. 205), v. Staudfs Beiträge (§ 33 und § 34) und Reyes 
G. d. L. (II, Vorträge 12-15). 

11. Die Eintheilung der Raumcurv^en dritter Ordnung kann nach ihren unendlich fernen 
Punkten geschehen, aus welchen sie durch Cylinderflächen zweiter Ordnung projicirt w^erden: 

(a) Die cubische Hyperbel hat drei reelle Asymptoten im Endlichen. In ihr schneiden 
sich drei hyperbolische Cylinder. 

(b) Die cubische Ellipse hat eine reelle und zwei imaginäre Asymptoten. Durch dieselbe 
kann nur ein einziger Cylinder gelegt werden, nämlich ein elliptischer. 

(c) Die cubische hyperbolische Parabel hat eine unendlich ferne Tangente und eine 
reelle Asymptote. Durch dieselbe kann ein parabolischer und ein hyperbolischer Cylinder 
gelegt werden. 

(d) Die cubische Parabel hat eine unendlich ferne Schmiegungsebene. Durch dieselbe 
kann nur ein einziger Cylinder gelegt werden, nämlich ein parabolischer. 

Zusatz. Ueber die Benennungen dieser Curven vergleiche man oben 8. Zusatz (D). 

F. Raunicurven vierter Ordnung. 

Vorbemerkung (1). Einzelne Curven vierter Ordnung, als Schnitte von je zwei Flächen 
zweiten Grades, wurden behandelt von Ilaclieftc, Poncekt und Quetelet (C/taslcs, A. H. p. 248). Die 
bekanntesten derselben sind die „sphärischen Kegelschnitte" (s. oben 7.). 

„Die Raumcurven vierter Ordnung erster und zweiter Species in ihrem Zusammenhange 
mit den Steiner sehen Schliessungsproblemen bei den ebenen Curven dritter Ordnung" wurden 
behandelt von Eberhard {Sc/dömilcJis Zeitschr., Bd. 32, S. 65). 
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Vorbemerkung (2). Die Raumcurven vierter Ordnung, als Durchdringungscurven von 
Flächen zweiter und dritter Ordnung, besonders von Kegeln, Cylindern und geradlinigen Flächen 
haben eine Bedeutung in der darstellenden Geometrie, worüber man Fiedlers Werk (Bd. II, 
§ 25—26 und § 60) nachsehen kann. 

12. Eine eintheilige Curve vierter Ordnung ist entweder der vollständige ebene Schnitt 
einer Fläche vierter Ordnung: Ebene Curven; oder der vollständige Schnitt zweier Flächen 
zweiter Ordnung: Erste Hauptfamilie; oder endlich der tlieilweise Durchschnitt zweier Flächen 
zweiter und dritter Ordnung: Zweite Hauptfamilie. Cayley bezeichnet diese drei Gattungen 
durch die Symbole: 4*1, 2*2, 2-3 — 1 — 1. Nur die beiden letzteren sind Raumcurven. 

Zusatz (1). Wie die beiden letzteren Gattungen von der ersten oder den ebenen Curven 
sich wesentlich unterscheiden, so weisen sie auch unter sich wesentliche Unterschiede auf 
{Stehler, Werke, Bd. II, S. 6o6). Ein solcher Unterschied zeigt sich zum Beispiel in der ebenen 
Abbildung dieser Curven (s. oben S. 46). Die Bilder der ersten Hauptfamilie sind nämlich ebene 
Curven vierter Ordnung mit zwei Doppelpunkten, diejenigen der zweiten Hauptfamilie solche mit 
einem dreifachen Punkte. Daraus folgt dann ein weiterer wesentlicher Unterschied, nämlich dass 
die Coordinaten der Punkte einer Curve der zweiten Hauptfamilie sich als rationale Funktionen 
eines Parameters darstellen lassen (vergl. oben !• Zusatz (4)). diejenigen der ersten Hauptfamilie 
aber durch elliptische Funktionen. 

Ilarnack (Math. Ann. Bd. 12, 1877, S. 47 ff.) benutzt diese Darstellung der ersten Haupt- 
familie durch doppelt periodische Funktionen zur Untersuchung ihrer geometrischen Eigenschaften 
und entwirft sich dabei ein Bild der Parametervertheilung in den Curvenpunkten. wodurch es 
gelingt, das Reelle und Imaginäre zu unterscheiden. Er stützt seine Untersuchung auf ein System 
von Linienflächen achter Ordnung (.,Quadricuspidalen"), welches den Sekanten der Raumcurve 
zugehört. 

Zusatz (2). Als zerfallende Raumcurven vierter Ordnung kann man das System einer 
Raumcurve dritter Ordnung und einer Geraden oder das System von zwei Kegelschnitten ansehen. 
Einer oder beide dieser Kegelschnitte können wieder in Geradenpaare zerfallen. 

13. Für die erste Hauptfamilie oder den Durchschnitt zweier Flächen zweiten 
Grades lassen sich nach Cayley (C. and D. Math. J. vol. 5, 1850; Papers, vol. I, p. 48ß) die 
folgenden drei Fälle unterscheiden: 

(a) Die beiden Flächen sollen sich nicht berühren. Dann hat man in der früheren 
Bezeichnung (oben VI, 6.) die folgenden Formeln: 

M=:12, N=ni = 8, «i=d=16, iy = 8, ^ = 38, a> = 2, ^ = 0. 

(b) Die beiden Quadriflächen berühren sich einfach: 

JtfrzzG, N=m^6, i=:i4, d=^6, jy = 4, ^ = 6, w =: 3, ^ :r^ 0. 

Zusatz. Die Doppelcurve mit der Ordnungszahl d — ß zerfällt hier in zwei ebene Zweige 
dritter Ordnung. 

(c) Die beiden Quadriflächen berühren sich stationär: 

31 ~ 4, X= m=b, * = 1^ d — 2, fj — 2, y =- 2, w -^ 2, ^ = 1. 

Zusatz. Die Doppelcurve mit der Ordnungszahl 6 = 2 ist eben, also ein Kegelschnitt. 

14. Durch die Raumcurve der ersten Hauptfamilie, welche durch die beiden Flächen zweiter 
Ordnung /=:: 0, y ~ erzeugt wird, gehen auch alle Flächen des Büschels /*+ Ay ;== 0. In diesem 
Büschel gibt es im Allgemeinen vier Kegel, deren Scheitel ein dem ganzen Büschel gemein- 
schaftliches Polartetraeder bilden (Poncelet, P. P. t. I, no. 015 OK)). 

Zusatz (1). Die verschiedenen Fälle, in welche die Schnittcurve vierter Ordnung 
ausarten kann, sind von Sylvester (Phil. Mag. vol. 1. 1801, p. llü) aufgezählt worden. Er gibt 
nämlich ausser dem oben erwähnten allgemeinen Falle noch zwölf besondere, je nachdem die Schnitt- 
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curve einen Doppelpunkt oder Rückkehrpunkt hat oder in getrennte Zweige zerfällt. Diese Fälle 
zerlegen sich weiter, je nachdem die Zweige der Schnittcurve sich theilweise oder sämmtlich 
schneiden, berühren oder zusammenfallen. Ein vierzehnter ganz besonderer Fall besteht darin, 
dass alle Flächen des Büschels in Kegel ausarten, die sich längs einer Geraden berühren. 

Zusatz (2). Schneidet man den Flächenbüschel durch eine beliebige Ebene, so erhält 
man einen Kegelschnittbüschel, der drei Geradenpaare enthält. Die vier Schnittpunkte der 
Grundcurve des Flächenbüschels mit der Ebene bilden die Grundpunkte des Curvenbüschels. Alle 
Curven des letzteren haben ein gemeinschaftliches Polardreieck, dessen Ecken die Scheitel jener 
Geradenpaare sind (vergl. Clehsch' Lindemann, I, S. 135 ff.). 

Zusatz (3). Die dualistische Deutung dieses Satzes führt auf eine Flächenschaar zweiter 
Klasse, welche eine Abwickelbare vierter Klasse erzeugt. Die Ausführung der dreizehn besonderen 
Fälle findet man bei Clebsch- Lindemann (ü, S. 252—266). 

15. Die zweite Hauptfamilie der Curven vierter Ordnung entsteht aus dem Durch- 
schnitte zweier Flächen zweiter und dritter Ordnung. Der vollständige Durchschnitt ist 
von der sechsten Ordnung, besteht also hier aus einer Curve von der Ordnung n = 4 und einer 
ergänzenden Curve von der Ordnung n'=2, und zwar ist (nach 6.): 

ft, — w' = y.(n — n')(fi. - 1)(^ — 1) == 2. 

(a) Besteht also die Ergänzungscurve (n=2) aus einem Kegelschnitte, so ist w' = 0, 
also « = 2, und die Curve vierter Ordnung {n = 4) gehört zu einer der beiden Arten in 13. (a) oder (c). 

(b) Besteht aber die Ergänzungscurv^e.(«' = 2) aus einem Paare windschiefer Geraden, 
so ist «' = 1, also « = 3 und die Curve vierter Ordnung gehört zu der Art in 13. (b) und hat auch 
dieselben numerischen Charakteristiken. 

Zusatz (1). In diesem letzteren Falle schneidet die Curve .vierter Ordnung auf der Quadri- 
fläche das eine System asymptotischer Geraden dreifach, das andere System einfach (vergl. oben 8. 
Zusatz (4)). Daraus erklärt sich, dass die ebene Abbildung dieser Curven einen dreifachen Punkt 
hat (s. oben 12. Zusatz (D). 

Zusatz (2). Die Quadrifläche kann als der Ort aller „Linien durch drei Punkte" der 
Curve vierter Ordnung betrachtet werden, und die Fläche dritter Ordnung kann ein Kegel sein, 
für welchen eine der asymptotischen Linien der Quadrifläche eine Doppelkante ist Man kann 
also (nach CayUy) durch acht Punkte des Raumes immer eine solche Curve vierter Ordnung legen 
und zwar auf vier verschiedene Weisen. 

Zusatz (3). Andere besondere Fälle dieser Curven vierter Ordnung mit einer oder zwei 
stationären Tangenten (ö = 1 oder =r 2) findet man in Salmon-Ficdlcrs A. G. d. R. (Bd. n, art. 114). 



XI. AbscTmitt. 



Die Raumgebilde ersten und zweiten Grades. 

{Salmon- Fiedler, A. G. d. R. Bd. I; Hessens Vorles.; Cremmias Grundzüge; Clehsch-Lindemann) 



Vorbemerkung (1). In diesem Abschnitte sollen die folgenden Abkürzungen 
gewandt werden: 



an- 



(«) 



(ß) 



^ Ax + Bij + Cz + Dp, P^x^ cos a + y cos ß + z cos y — d, 
7^= Au + Bv + Cxc ^ Br, ^ = aw + 6i; + ew + 1, 

J2 = ((P oder U^ oder P oder ($), 

+ 2aioicy + 2a^^xz + 2a23yir + 2a^^xp + 2a2^yp + 2034-8'/), 

F(u, r, «;, r) = 6iiM« + 622«^* + ^33«^* + Ka^'* 

+ 26i2«r -f 26i3WM; + 2623VM? + 26i4Mr + 2624rr + 2b^^tvr. 



ir) 



A = 



«11 «12 «13 «U 

«21 «22 «23 «24 

«31 «32 «33 «34 

«41 «42 «43 «44 



611 


^2 


613 


614 


^21 


622 


i!'23 


hi 


*31 


*32 


^33 


h* 


641 


642 


^43 


644 



flxi=^«ix, 6x;i=6;ix, 



wo -4 und B die Zfc55e sehen Determinanten von f und F sind. 

Vorbemerkung (2). Wie auf Seite 204 können die f und F in die bekannte symbolische 
Gestalt gebracht werden. 



I. Hauptstück. 

Die Raumgebilde erster Ordnung und erster Klasse. 

Vorbemerkung (1). Ebene und Punkt sollen hier als Elemente behandelt werden, die 
sich dualistisch entsprechen. Ueber die geringe Zahl der in diesem Hauptstücke zusammen- 
gestellten Sätze gilt dieselbe Bemerkung, die oben S. 204 für die Gerade und den Punkt in der 
Ebene gemacht wurde. 

Vorbemerkung (2). Die Gerade soll hier nicht als Raumelement behandelt werden, 
weil dies in einem eigenen Abschnitte (oben S. 94) geschehen ist, sondern als Erzeugniss zweier 
Ebenen oder zweier Punkte. 
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A« Ebene und Punkt« 

]• Als Gleichungen der Ebene und des Punktes hat man nach den im Eingange dieses 
Abschnittes gegebenen Abkürzungen: 

Ebene: Punkt: 

(a) = 0, (/>• := 0, 

(b) P=0, Q = 0, 

(c) (/>\=0, '7^, =:=0, U^,=0, 01=0, ö>2 = 0, ö>8 = 0, 

wobei die Coordinatenaxen rechtwinklig vorausgesetzt sind und x, y, z, p Punktcoordinaten und 
w, V, u?, r Plancoordinaten bedeuten. Die Zeiger unter U^ und beziehen sich bezüglich auf drei 
verschiedene Punkte und Ebenen. 

Zusatz (1). Die Gleichungen (b) stellen Ebene und Punkt in der Normalform dar. In 
P bedeuten dOO) den Abstand der Ebene vom Coordinatenursprung und a, ß, y die Neigungen 
desselben gegen die Axen. 

In Q bedeuten a, 6, c die Coordinaten des Punktes, durch welchen alle Ebenen gehen. 

Zusatz (2). Die Gestalt der Formen und U^ zeigt, dass die eine Form 

ux + vy -\- WZ + rp 

für beide ausreichte, wenn man das eine Mal x, y, z, p als Coordinaten aufifasst, das andere Mal 
w, v, w, r (vergl. oben S. 69—70). 

Zusatz (3). Für die Reduktion auf die Normalform setzt man die vierte homogene 
Coordinate p oder r=l, und hat dann bezüglich: 

worin ii das entgegengesetzte Zeichen von D haben muss, damit cf>0 werde. 

Zusatz (4). Nach den Formeln (a) und (c) hat eine Ebene eine Punktgleichung aber 
keine Ebenengleichung, ein Punkt dagegen eine Ebenengleichung aber keine Punktgleichung. 

Die Ebene ist deshalb ein Gebilde erster Ordnung und nullter Klasse, der Punkt 
hingegen ein Gebilde erster Klasse und nullter Ordnung. 

2. Die Coefficienten in der Punktgleichung der Ebene und in der Ebenengleichung des 
Punktes werden durch die Coordinaten je dreier ihrer Elemente bestimmt. Soll nämlich 
eine Ebene durch die drei Punkte 1, 2, 3 gehen, oder ein Punkt auf den drei Ebenen l, 2, 3 liegen, 
so sind ihre Gleichungen bezüglich: 



X y z p 




^i Vi ^i Ih 

x^ y^ ^2 Pi 


-0, 


^3 y^ ^n ih 





u V IV r 

«3 v^ w^ r^ 



-0, 



wo die unteren Zeiger sich auf die drei gegebenen Punkte oder Ebenen beziehen. 

Zusatz. Liegt aber der Punkt (x, y, z, p) nicht auf der Ebene der drei anderen, so stellt 
die erstere dieser beiden Determinanten den sechsfachen Inhalt des Tetraeders dar, dessen Ecken 
die vier Punkte sind, ist also nicht Null. 

Geht ebenso die Ebene (w, v, w, r) nicht durch den Schnittpunkt der drei anderen, so 
bildet sie mit denselben ein Tetraeder und die letztere Determinante ist wieder dem Inhalte dieses 
Tetraeders proportional. 

3. Der Winkel, welchen zwei Ebenen 0^ = 0, 0^ = einschliessen, ist gleich dem Winkel 
ihrer Normalen d^ und d^ und ergibt sich unmittelbar aus der Normalform (oben 1.). Die beiden 
Ebenen sind also: 

parallel, wenn A^ : B^\ 6\ = A^\ B^\ C^, oder u^^ : v^ : Wj^ = u^ : v^ : w^, 
und senkrecht, wenn A^A^ + ^h^i + C^C^-— 0, oder u^u^ + v^v^ + w^w^ = 0. 
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4. Die Entfernung J eines Punktes {x^, ijq. js^q) von der Ebene P oder (w, r, w) sei 
positiv oder negativ, je nachdem dieser Punkt mit dem Coordinatenursprung auf verschiedenen 
oder auf derselben Seite der Ebene liegt. Dann hat man 

J --= P{xo, yo» ^o) oder J= — w f, , =7^" » 

das heisst die Entfernung wird gefunden, indem man in das Gleichungspolynom der Normalform 
die Coordinaten des gegebenen Punktes einsetzt. 

Zusatz. Nimmt man also für (xq. y^, z^) den Coordinatenursprung (0, 0, 0), so geht 
J über in — d. Ist weiter der gegebene Punkt auf der Ebene P = 0, so ist J = 0, 

5. Wenn die drei Ebenen (P^ =0, (P^ — 0, 0^ = oder die drei Punkte U\ = 0, U^2 — 0» 
f//g = der linearen identischen Gleichung gentigen: 

2ki0i = O oder J/:,(/^i=0, (e = l, 2, 3), 

so schneiden sich die drei Ebenen in einer Geraden oder die drei Punkte liegen auf einer Geraden. 
Findet umgekehrt dieses Letztere statt so gibt es immer drei von Null verschiedene Coeffi- 
cienten i, welche obige Gleichungen zu identischen machen. 

Zusatz (1). Legt man den Coefficienten k^ in die Coefficienten von 03 oder U^^ und 
betrachtet das Verhältniss der beiden anderen als unbestimmten Parameter A, so kann man die 
Gleichungen in der Gestalt schreiben: 

wo jetzt S}^ = bezüglich einen Ebenenbüschel oder eine Punktgerade 'bedeutet (oben S. 10). 

Sind die SI in der Normalform gegeben, so ist A das Theilungsverhältniss von -Q3 in 
Bezug auf S2i und i^g (oben S. 16), und die Parameter + A und — A liefern zwei zu 12^ und i^g 
harmonische Elemente (S. 18). 

Zusatz (2). Folglich erhält man aus den Gleichungen: 

u = Ui + Xu^ , t; =r Vj 4- Avg , w =: w^ + Xw^ , r ^=^r^ -{- Ar, 

die homogenen Coordinaten aller durch die Schnittlinie der beiden Ebenen 1, 2 gehenden 
Ebenen; und ebenso aus den Gleichungen: 

x = x^-\-Xx2, y = yi+Xy2, z = Zi+Xz2, P=Pi+Xp2 

die homogenen Coordinaten aller auf der Verbindungslinie der beiden Punkte 1, 2 liegenden Punkte. 

6. Wenn die vier Ebenen 0, == oder die vier Punkte f/A— der linearen identischen 
Gleichung genügen: 

2ki0i = O oder 2kiUu^0, {i=l 2, 3, 4), 

so schneiden sich die vier Ebenen in einem Punkte oder die vier Punkte liegen auf einer Ebene. 
Findet umgekehrt dieses Letztere statt, so gibt es immer vier von Null verschiedene 
Coefficienten, welche obige Gleichungen zu identischen machen. 

Zusatz (1). Sind obige Gleichungen nicht identisch erfüllt, so kann man durch dieselben 
bezüglich jede gegebene Ebene oder jeden gegebenen Punkt darstellen, wenn man die k 
passend wählt. 

Zusatz (2). Aehnlich wie oben (5. Zusatz (1)) kann man diese Gleichungen auch in der 
Gestalt schreiben: 

i2i = j2i + xn,^ + iui23, 

wo jetzt S2^ = einen Ebenenbündel oder ein Punktnetz bedeutet (s. oben S. 10). 
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Zusatz (3). Polglich erhält man aus den vier Gleichungen: 

u =:Ui 4- A Wg + /ti Mg , oder xt=Xj^ + Xoo^ -h iix^ , 

v = v^ -\- Xv^ + lAV^, y = yy + Ayj + f^ys» 

w = w^ -{- Xiv^ + liw^, z = z^ + Xz^ -{- liz^, 

r = r^ + Xr^-\^ lir^, p =Pi + Xp^ + fip^ 

die homogenen Coordinaten aller durch den Schnittpunkt der Ebenen 1, 2, 3 gehenden Ebenen 
und aller auf der Ebene der Punkte 1, 2, 3 liegenden Punkte. 



B. Die Gerade. 

?• Eine Gerade wird dargestellt durch die Gleichungen zweier Ebenen, welche sich in 
derselben schneiden, oder durch die Gleichungen zweier Punkte, welche in derselben liegen, oder 
durch die Gleichungen ihrer Projektionen auf zwei Coordinatenebenen oder durch die Coor- 
dinaten eines ihrer Punkte und ihre Neigungen gegen die Axen: 

Diese vier Darstellungen sind jedoch nicht wesentlich von einander verschieden, indem sie 
sich auf die ersten beiden zurückführen lassen, und auch von diesen beiden ist die eine nur die 
reciproke der andern (vergl. oben S. 95—96). 

(a) Ist die Gerade durch zwei Ebenen 0^=0, <p2=0 dargestellt, so wird sie als deren 
Durchschnitt oder als Axe betrachtet. Ist sie durch zwei Punkte (/>i =0, .(/^i =0 dargestellt, 
so wird sie als deren Verbindungslinie oder als Strahl betrachtet. 

Zusatz .(1). Bezeichnet man diese Funktionen ö> und (/>" ohne Unterschied mit S2, so kann 
man die Gerade (nach 6. Zusatz (D) durch irgend zwei Elemente des Ebenenbüschels oder der 
Punktreihe darstellen: S2^ + Ai^g =: 0. 

Zusatz (2). Sind A, B, C (wie oben im Eingange dieses Abschnittes) die Coefficienten in (P, 
so hat man für die Neigungen der Geraden gegen die Coordinatenaxen die Formeln: 



cos a : cos ß : cos y = 



B,C, 

B,a 



G^ A^ 



AB, 
A,B, 



'2 ^2 

Daraus ergeben sich unmittelbar die Neigungen zweier Geraden gegen einander, und einer Geraden 
gegen eine Ebene, und folglich auch die Bedingungen für gleiche und senkrechte Richtungen. 
Beispiele dieser Art findet man bei Salmon-FiecUer (A. G. d. R. Bd. I, art. 43—52). 

(b) Die Darstellung einer Geraden durch ihre Projektionen auf die Coordinatenebenen 
unterscheidet sich von der allgemeinen Darstellung durch zwei Schnittebenen nur dadurch, dass 
diese Ebenen je einer Coordinatenaxe parallel sind. 

Die einfachste Darstellung ist die folgende: 

x^=az -\- h, y ^=1 a'z -{- 6', 

da man für die Neigungen der Geraden gegen die Axen die einfache Beziehung erhält: 

cos a : cos ß : cos y =^ a\a' \\. 

Eine mehr symmetrische Darstellung erhält man, wenn man die vier Coefficienten der 
beiden Gleichungen durch die Coordinaten zweier beliebigen Punkte der Geraden bestinmit: 



^ — ^i _ y — yx_ z — z, 



1 



x^ ^i 2/2 y\ ^2 z. 



1 



oder, was im Grunde auf dasselbe hinauskommt, durch einen beliebigen ihrer Punkte und ihre 
Neigungen gegen die Axen: 

cos« 0,0^ ß COS;' 



II. Die Flächen zweiten Grades im Allgemoinen. 
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8. Die Entfernung J einer Geraden (x^, j/^, ^i, er, /9, y) von dem Punkte {x^, j/q. -2^0) 
erhält man aus der Formel: 



J^ 



Xq cos a 



2 



+ 



Vi — Vo COS ß 
z^ — Zq cos y 



+ 



-^1 — ^0 cosy 
^1 — ^0 cos a 



Vi — Vo COS ß 
und die Coordinaten des Fusspunktes aus den Formeln: 

^ = Xi + R cos a, 17 = ^1 4- iJ cos ß, ^ = z^ + R cos ;', 
i2 = (^1 — ^o)cosa + {j/i — yo)cosß + (-s'i — ^o) cos ^ • 

9. Die kürzeste Entfernung J zweier Graden r^ und r^ ist, wenn (x^, y^, ^1) und (x^, y^, z^) 
beliebige Punkte bezüglich der beiden Geraden bedeuten, ausgedrückt durch folgende Formel, welche 
das „Moment der zwei Geraden" (Plücker) darstellt: 



J sin (ti , fg) ■= {x^ — Xj) 



cos ßi cos Yi 
cos ß2 cos y^ 



+ iVi — Vi) 



cos Yi cos a^ 
cos ;'2 cos «2 



+ (^2 - -8^1) 



cos «1 cos /Ji 

cos «3 cos /?2 



und ihre Richtungscosinus sind den drei Determinanten proportional. 

Zusatz (1). Das „Moment der beiden Geraden" verschwindet, wenn entweder J = 
oder sin (r^, rj) = ist. Im ersteren Falle schneiden sich die Geraden im Endlichen, im 
lezteren im Unendlichen (vergl. oben S. 97). 

Zusatz (2). Die Bedingung J = drückt auch aus, dass das durch je zwei beliebige 
Punkte auf jeder der beiden Geraden gebildete Tetraeder den Inhalt Null hat und ist folglich mit 
der oben (in 2. Zusatz) gegebenen Bedingung gleichwerthig, dass vier Punkte in einer Ebene liegen. 



IL Hauptstück. 

Die Flächen zweiten Grades im Allgemeinen. 

Vorbemerkung (1). Während die Kenntniss der Kegelschnitte und der einfachsten Flächen, 
wie KugeJ, Kegel und Cylinder, bis in's Alterthum hinaufreichen (s. oben S. 207), geht diejenige 
der allgemeinen Flächen zweiten Grades nur bis Euler zurück. 

Dass es Flächen gebe, welche dieselbe Beziehung zur Kugel haben, wie die Ellipsen zum 
Kreise, hatte allerdings schon Desargues im Jahre 1639 ausgesprochen (Poudra's Ausgabe, t. I, 
p. 214—215), aber eine Eintheilung und Benennung dieser Flächen findet man erst bei Eider 
(Introd. 1748, App. cap. V), während die genauere Untersuchung der Eigenschaften dieser Flächen 
der Schule Mönge's vorbehalten blieb. 

Vorbemerkung (2). Dass die Flächen zweiten Grades als Linienflächen behandelt 
werden können, wurde von Plücker (N. G. no. 148) gezeigt. Die Darstellung derselben durch 
Liniencoordinaten wurde von Voss (Math. Ann. Bd. 10, S. 143 ff.) unternommen, und findet sich 
oben (S. 112—116) angedeutet. Der gegenwärtige Abschnitt beschränkt sich auf die Darstellung 
durch Punkt- und Plancoordinaten. 

Vorbemerkung (3). Eine eigenthümliche Darstellung durch zwei Reihen von Veränder- 
lichen findet man unten in IV, 3« 

Vorbemerkung (4). Die darstellende Geometrie der Flächen zweiten Grades findet 
man in dem Werke von Fiedler (Bd. II). 
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A. Gleichungen, ihre Coefflcienten und Coordinaten. 

1. Die Flächen zweiten Grades lassen sich durch quadratische Gleichungen in Punkt- 
oder Plancoordinaten darstellen: 

f[x, y, z, p) = 0, F{u, v, w, r) = 0. 

Denn die Flächen zweiter Ordnung sind auch Flächen zweiter Klasse (vergl. unten 3. Zusat?). 
Zusatz. Eine Ausnahme machen die zerfallenden Flächen. Es ist nämlich ein System 
zweier Ebenen von der zweiten Ordnung, aber nicht von der zweiten Klasse; ebenso ist ein 
System zweier Punkte von der zweiten Klasse, aber nicht von der zweiten Ordnung. 

2. Die allgemeine Gleichung zweiten Grades mit vier homogenen Coordinaten enthält 
10 Glieder, also 9 unabhängige Coefficienten. Eine quadratische Fläche ist also durch neun ein- 
fache Bedingungen bestimmt, jedoch nicht immer auf eindeutige Weise. 

Zusatz (1). Lineare Construktionen der Flächen zweiten Grades aus neun im Räume 
gegebenen Punkten wurden gegeben von Hesse {CreUes J. Bd. 24, 1842, S. 36), Seydewitz {Grunerfs 
Archiv, Bd. 9, 1847, S. 158) und Schröter [Grellen J. Bd. 62, 1863, S. 215). 

Eine nicht lineare Construktion findet man in Steiners Nachlass (Werke, Bd. 11, S. 719). 

Zusatz (2). Ueber die abgekürzte Darstellung der Gleichungsform durch lineare 
Funktionen sehe man unten K, S. 347—348. 

3. Zwischen den Coordinaten Xq, y^, Zq, Pq, eines Flächenpunktes und den Coordinaten 
*<o» ^0' ^Qy ^^0 der Berührungsebene in demselben bestehen folgende lineare Beziehungen: 

wo die Accente die ersten Ableitungen der Funktionen f und F nach den in Klammer stehenden 
Veränderlichen bedeuten. 

(a) Setzt man nun die Werthe von Wq» ^o» ^o> ^o ^^ die Gleichung der Ebene artio + y^o 
-{- zxvq -\- pr^^O, so erhält man die Gleichung der Berührungsebene an die Fläche /'=0 im 
Punkte (:ro, f/o, ^o^ PaY- 

^n^o) + yr(y,) + ^r(^o) +pr{Po) = o. 

Setzt man ebenso die Werthe von x^, y^, Zq, p^ in die Gleichung des Punktes x^^u + y^v 
+ 'S'ote^ +i^r = 0, so erhält man die Gleichung des Berührungspunktes der Fläche F=0 in 
der Berührungsebene (wq, t?o, tv^, r^): 

uF'(u,) + vF'M + wF'iWo) + rF'(ro) = 0. 

(b) Da weiter der Berührungspunkt auf der Berührungsebene liegt, so müssen die Coor- 
dinaten von beiden der Gleichung genügen: 

Eliminirt man nun aus den fünf gegebenen Gleichungen: 

die vier Coordinaten Xo, ^o. ^o* Po^ so erhält man die Gleichung der Fläche in Plancoordinaten. 

Eliminirt man ebenso aus den fünf entsprechenden Gleichungen Xq = V2-f^'(wo)» ©tc. die vier 
Coordinaten Wo» ^^o» ^^o» ''o» so erhält man die Gleichung der Fläche in Punktcoordinaten. 

Zusatz. Aus diesen Eliminationen erhält man beide Male eine Gleichung zweiten Grades, 
so dass die Flächen zweiter Ordnung auch zweiter Klasse sind, und umgekehrt. Die Elimination 
versagt bei den ausgearteten Flächen (s. unten S. 336). 
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4. Wie zwischen den Coordinaten eines Plächenpunktes und seiner Berührungsebene, so 
bestehen auch zwischen den Coefficienten a und b der reciproken Funktionen f und F eindeutige 
Beziehungen (vergl. oben S. 210): 



F(u, V, tu, r) = - -j 



1 



«n «12 ^3 «14 w 

^1 ^2 ^3 %4 ^ 

«31 «32 «33 «34 ^^ 

«41 «42 «43 «44 ^ 

u V w r 



A^» y» -sr, jp) =r - — 





hn 


^12 


\z 


^4 ^ 


1 

B 


hl 


^22 


hz 


^24 y 


hl 


*32 


hz 


hl ^ 




hl 


642 


^43 


644 i> 




X 


y 


Z 


p 



+ -j- (^iM + A^v + ^3»«; + Air)\ 



1 



+ ^ (5,a; + B^y + s^^ + S^p) 



2 



wo die Quadrate in der letzten Zeile symbolisch zu verstehen sind und Ayx und B^i die Unter- 
determinanten von A und B in Bezug auf a^i und b^x bedeuten. Man vergl. die Vorbemerkungen 
im Eingange dieses Abschnittes. 
Es ist folglich auch 



ClxX = 



B 



xX 



B 



byX = 



ÄxX 



B. Schnitte, Berührungen, Normalen« 

Vorbemerkung. Der Schnittcurve zweier Flächen entspricht als dualistisches Gegen- 
bild die einhüllende Abwickelbare. 

Die Berührung zweier Flächen entsteht im Allgemeinen durch zusammenfallende Schnitt- 
punkte. Ihr entspricht dualistisch das Zusammenfallen von gemeinschaftlichen Berührungsebenen. 

Die Normalen der Flächen sollen hier im metrischen Sinne verstanden werden. 

b. Die Schnittcurve einer Fläche zweiten Grades mit einer Fläche nter Ordnung ist eine 
Raumcurve von der Ordnung 2n. Flächen zweiten Grades schneiden sich also gegenseitig in Curven 
vierter Ordnung (vergl. den Abschnitt: Die Raumgebilde im Allgemeinen, VII, C. und D.). 

Die einfachsten und am meisten untersuchten Fälle sind die Schnitte der Flächen zweiten 
Grades mit Ebenen und mit Kugeln oder die ebenen und die sphärischen Schnitte. 

Zusatz (1). Unter den ebenen Schnitten der Flächen zweiten Grades waren insbesondere 
diejenigen von Kugeln und Kegeln schon im Alterthume bekannt. Die ersteren bildeten die 
Grundlage der Erd- und Himmelskunde, wie Ptdemaeus in seiner Syntax ausführt. Die letzteren 
dienten als Grundanschauung bei der Untersuchung der ebenen Curven zweiten Grades, wie schon 
der Name „Kegelschnitte" andeutet und wie man in den noch erhaltenen Büchern des Apdlonius 
sehen kann. Doch wurden diese Schnitte von Kegeln auch von ApoUonius nicht allgemein auf- 
gefasst (vergl. oben S. 207—208). 

Zusatz (2). Die ebenen Hauptschnitte der Flächen zweiten Grades erhält man am 
einfachsten aus den Hauptaxengleichungen, indem man eine der drei Coordinaten verschwinden 
lässt Dieselben wurden zuerst von Euler untersucht (Introductio, 1748, App.). 

6. Die ebenen Schnitte der Flächen zweiter Ordnung ergeben sich aus der Verbindung 
der Flächengleichung f{x, y, ^, 1) = mit der Gleichung einer Ebene: ax -\-by + cz -\- d = (vergl. 
unten IV, 3. Zusatz (D). 

(a) Ueber die Art der Schnittcurve gibt die folgende Determinante Aufschluss, in welcher 
die Coefficienten a^i die im Eingange dieses Abschnittes gegebene Bedeutung haben: 



a 



11 



a 



12 



a 



21 



«22 -/* 



a 



31 

a 



a 



32 



a 



«13 




a 


«23 




b 


33 ■ 
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21*1^ XI, Ab.icIniltL Dlo U.iumKublldo orriton und zweiten GradoB. 

HiiImmi nUmllrh <IU^ boldoii Wurzc^ln ^ dlc^sor tUoicliung (welche die reciproken Werthe der 
(^iiadnifi« d(M' llulbaxoii iH^Hfiiunu^n): 

kN^IoIu^ /(^lolioii. HO Ist dor obono Schnitt eine Ellipse, 
iniKl^^l^*'^*^ Zt^lcliou, 80 Ist dor ebene Schnitt eine Hyperbel, 
t^lnon Worth Nidl. »o Ist dor ebene Schnitt eine Parabel. 

(b) IMo (\)oiHlhmftM\ S. #/, ^ dos Mittelpunktes der Schnittcur\'e erhält man aus den drei 

wo ilio oboh>!\ Aooonto Ablt^ltungtM\ !\ach den in Klammer eingeschlossenen Coordinaten sind. 

Zusata (\). I>a U\ diesen UUnohungtMi der Coefftcient a^^ nicht vorkommt so bleibt sowohl 
die Art iles Sehnltttv^ als auch sein Mittelp\inkt unveiiUidert, wenn a^^ sieh beliebig ändert. 

Zusatz V-M, Ua In der oben (a) angt^gt^benen Determinante auch der Coefficient d nicht 
vorkommt, so sohneUlen parallele Kbenen die Fläche in ähnlichen und ähnlich liegenden 
Keg^'lschuitten, 

Macht mau al^^o UIhm* die l'oelficieuten a^^. a^^. . . . besondere Annahmen, so dass /* besondere 
FlUchou ^Nvoiteu iivades dai^stellt. so kann man aus bliesen panülelen Schnitten auf die Gestalt 
\lor ehut^lueu Flächen schliessen. 

ifiusatx ^SV IVm ebouou Schnitte einer Fläche entspricht dualistisch der Berührung«- 
k^'^'^l Wie uäuUich im ersten Falle eine der beiden schneidenden Flächen in eine Ebene ans- 
ailot so artet im »weiten eine der beiden eingehüllten Flächen in einen Punkt ans. Es erhellt 
\)iM\u^s wi^Hler. dasii elvue i\ir\eu und Kegi^l Ausartungen beztiglich von Raumcorven und Ab- 
w ickelbar^n\ isauvl v* ^^^''»^ ^ S^^*^^ l^r l>ertlhrungskegel ist unten »IV. 3»> eigens behandelt. 

"J% l^ie Kreisschuitte der Flächen zweiten Grades erhält man aus der Bedingung das« 
viio IvUUni Wut^^elu 5» der obl^^n IVierminaate einander gleich werden. 

va> Mau kann die Kediuguug. vfciss vüe Ebene jx — Jy — « — «!=: einen Kreis&cfaniic 
orÄx^o^s fi.^J^ttvU'^rtuAi^ett ausi^lrÄcken : Ist r auf die Hauptaxen bezogen, also in der Gestalt gegeben: 

:sv* Uutcc dit^^ Ke\Uu$cuti$c: 

M^v^aw^ uicia vtie Ke^Clr^äc vier Krvisschmttebettea Ar die verschiedenen FJLchen zweiten ^jcades 
i'^utK^mu^tt kaa:t 

vUbc uuci den A vile Aaopiaiuw: a. ^^a-^^a^. so kann man die obJise BtHfingnnir in 'üe 
Ä.^^'udvtt ^v'idjctt ieri^;*^*vi: 

.^< MiLCi iazia jfci.vr juicü üe G':^Lc!ij.3^ der Kreis5?crmin:ebetten für «üe fn o* .sFnaimiB 
FivWiK'^ UMmirtVv&^ir ierscvLlt^a. irideut aion in ier Oleicauaic d»rs S-?:reis 
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\la:hcmvU:ikr,'r*i uaft*r^<uvar, vie y .Ltmof^ .ür las Zliipsoitr. >?pusc. aiacL i T ruäs ir-^l x IdS"^ 
Vc'My» uiivi bhi^^ttt J. ie . '£v: r^'ji. -jIi. 11 l^Iv 7. l?!-^. md Anden. 
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8. Kreispunkte oder Nabelpunkte sind unendlich kleine Kreisscbnitte. Die Mittelpunkte 
aller parallelen Kreisschnitte liegen nämlich auf den Durchmessern, welche den Centralkreisschnitten 
conjugirt sind; diese Durchmesser treffen folglich die Fläche in den Nabelpunkten. 

Eine Fläche zweiten Grades hat 3 • 2 Centralkreisschnitte, also zwölf Kreispunkte, von 
denen aber höchstens vier reell sind. 

Zusatz (1). Die zwölf Kreispunkte liegen zu je drei in acht nicht reellen geraden Linien 
(Salmon-FiecUer, Anal. G. d. R. Bd. I, art. 139). 

Zusatz (2). Die Coordinaten der vier reellen Kreispunkte des EUipsoids und des zwei- 
schaligen Hyperboloids findet man in den Lehrbüchern (z. B. in Salmon-Fiedlers Anal. G. d. R. 
Bd. I, art. 106, bei Clehsch-Lindeniann 11, S. 189). 

9. „Sphärische Kegelschnitte" heissen die Schnittcurven von Centralflächen zweiten 
Grades mit concentrischen Kugeln (vergl. ScUmon-FiecUer, Anal. G. d. R. Bd. I, art. 242). 

Zusatz (1). Die sphärischen Kegelschnitte bilden eine besondere Art von Raumcurven 
vierter Ordnung und wurden untersucht von Fuss (N. A. P. t. 2 und 3, 1788), Schubert (ebendas. 
t. 12. 1801, p. 196), Magnus {Gergonne's Ann. t. 16, 1825, p. 33), audermann (Crelle's J. Bd. 6, 1830, 
S. 244), Cliasles (Mem. Belg. t. 6, tibersetzt von Graues, Dublin, 1837) und Anderen. Cayley (Phil. 
Mag. vol. 25, 1863; Papers, vol. V, p. 106) behandelt insbesondere die stereographische Pro- 
jektion der sphärischen Kegelschnitte. 

Zusatz (2). Die sphärischen Kegelschnitte untersucht man am leichtesten als Schnitte einer 
Kugel mit einem concentrischen Kegel zweiten Grades. Salmon (a. a. 0. art. 243—264) erklärt die 
Uebertragung der Begriffe von Brennpunkt, Direktrix, Tangente, Asymptote und Normale von ebenen 
Kegelschnitten auf diese sphärischen, ebenso auch die Uebertragung einer Reihe von Sätzen. 
Nach ihm lassen sich sphärische Kegelschnitte sowohl als Ellipsen wie als Hyperbeln betrachten 
(art. 251). 

10. Bestehen die sich schneidenden Flächen aus Kugeln, so liegt ein Zweig ihrer Schnitt- 
curve vierter Ordnung im Unendlichen. Er heisst der unendlich ferne Kugelschnittkreis oder 
kürzer Kugelkreis und ist immer imaginär (Poncelä, P. P. t. I, no. 619 ss.). 

Zusatz (1). Schreibt man die Gleichungen zweier Kugeln in homogenen Coordinaten: 

^2 + y2 ^ ^2 + a^^p^ + 2a,^xp +...:= 0, 

^2 ^ y2 + ^2 ^ i^^pS ^ 2b,^Xp + . . . = 0, 

so erhält man ihren Durchschnitt aus einer Gleichung von der Gestalt: 

p[(a^4, — Mi^ + 2(0^4 — bi^)x + ...] = 0. 

Der Faktor in der eckigen Klammer gibt, in Verbindung mit einer der beiden Kugel- 
gleichungen, den Kugelkreis im Endlichen, der Faktor p hingegen den Kugelkreis im Unend- 
lichen, als Durchschnitt der unendlich fernen Ebene p=^0 mit dem Kegel x^ + y^ + z^ =: 0. 

Zusatz (2). Die unendlich fernen Kreispunkte (S. 211) einer beliebigen Ebene sind 
demnach die Schnittpunkte dieser Ebene mit dem unendlich fernen Kugelkreise. Wie denmach 
zwei Gerade in einer Ebene rechtwinklig sind, wenn ihre unendlich fernen Punkte mit den 
unendlich fernen Kreispunkten harmonisch liegen, so kann man zwei Ebenen im Räume als 
rechtwinklig definiren, wenn ihre unendlich fernen Linien harmonisch sind in Bezug auf den 
unendlich fernen Kugelkreis. 

11. Man kann zwei Arten von Plächenberührung unterscheiden: in einem Punkte und 
längs einer Curve. Im ersteren Falle artet die Schnittcurve in einen Punkt aus, im zweiten fallen 
zwei Zweige derselben zusammen. Das einfachste Beispiel der letzteren Berührung bildet der 
Berührungskegel (s. unten IV, 3.). Ueber die erstere Art der Punktberührung hat man eine längere 
Abhandlung Plückers (in Grelle' s J. Bd. 4, 1829), welche „die vollständige Theorie des Contaktes 
zweier Flächen zweiter Ordnung in einem gegebenen Punkte" enthält (S. 357). Die folgenden sind 
die Hauptsätze: 
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(a) „Wenn irgend zwei Flächen zweiter Ordnung in demselben Punkte eine gemeinscliaft- 
liehe Tangentialebene haben, so gibt es überdies im Allgemeinen zwei Richtungen, nach welchen 
die Flächen dieselbe Krümmung, das heisst einen Contakt von drei Punkten haben" (S. 353). 

(b) Eine dreipunktige Oscülation nach allen Richtungen findet nur dann statt, „wenn 
die gegebenen Flächen sich in demselben Punkte so berühren, dass sie ausserdem noch in einer 
ebenen Cur\^e sich schneiden und diese Curve durch den Berührungspunkt geht" (S. 355). 

(c) „Wenn zwei Flächen zweiter Ordnung nach allen Richtungen hin einen dreipunktigen 
Contakt haben, so findet überdies nach einer Richtung hin ein Contakt von vier Punkten 
statt" (S. 356). 

Zusatz. Die Bedingung, dass zwei Schnittcurven von Flächen zweiten Grades sich berühren, 
wurde von Cayley (Phil. Trans, vol. 142. 1852; Papers vol. 11, p. 57) aufgestellt. Sie diente ihm 
als Grundlage zum Beweise des von Steiner erweiterten MdfaiU ^oXien Problems (von dreien in ein 
Dreieck eingeschriebenen Kreisen, welche sich gegenseitig und je zwei Seiten des Dreiecks 
berühren). Die Erweiterung dieses Problems auf Flächen zweiten Grades hatte Steiner in Grelles J. 
gegeben (Bd. 1, 1826, S. 183). 

12. Ueber Normalen an Flächen zweiten Grades findet man Sätze in mehreren Abhandlungen 
von Joachimsthal (CreUes J. Bd. 26, 1843, S. 172; Bd. 59, 1861, S. 111; Bd. 73, 1871, S. 207), ferner 
in einem Aufsatze von Ckbsch (Grelles J. Bd. 62, 1863, S. 64), in Beyes Geom. d. L. (11, Vorles. 21 
und 22) und bei Glebsch-Lindemann (II, 1891, S. 287). 

Aus dem vorhergehenden Abschnitte (oben S. 288) folgt, dass von einem beliebigen Punkte 
aus an eine Eläche zweiter Ordnung höchstens sechs Normalen gehen. In einer beliebigen 
Ebene liegen im Allgemeinen höchstens zwei Normalen der Fläche [Heye, II, S. 178). 



III. Hauptstück. 

Frojektivische Eigenschaften. 

Vorbemerkung (1). Die projekti vischen Eigenschaften der Flächen zweiten Grades sind 
noch nicht so im Einzelnen ausgearbeitet, wie die der Kegelschnitte. 

Eine Reihe von Sätzen über diese Eigenschaften bei linearen Flächensystemen zweiter 
Ordnung findet man in Reyes G. d. L. (II, Vorträge 19—23 und 27—29)*), und über Pole und Polar- 
ebenen insbesondere bei Gliades (A. H. p. 687—694). 

Vorbemerkung (2). Die Versuche von Ghasles und P. Setret, den Pascal-Brianclion sehen 
Satz auf Flächen zweiten Grades zu übertragen, findet man erwähnt in Salnion -Fiedlers Anal. G. d. R. 
Bd. I, art. 144 und Anmerkung 29. Eine andere Uebertragung gibt Klein in d.en Math. Ann. Bd. 22. 
1883, S. 246. 

A. Allgemeine Sätze. 

1. Bei der Untersuchung der projekti vischen Eigenschaften kann man die Flächen zweiter 
Ordnung auf doppelte Weise betrachten: entweder nach Seydewitz {Grunerfs Archiv, Bd. 9. 1847, 
S. 158) und Steiner (Werke, Bd. I, S. 325 ff.) als Erzeugniss reciproker (Strahlen- und Ebenen-) 
Bündel (vergl. oben S. 13); oder nach v. Staudt (G. d. L. § 25) als Direktricen von räumlichen 
Polarsystemen (vergl. oben S. 61). 

Zusatz. Die analytische Darstellung der genannten Erzeugung findet man in Salmon- Fiedlers 
Anal. G. d. R. (Bd. I, art. 241, S. 333-339). 



*) Wesentlich vermehrt in der 3. Auflage. 
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2. Wie bei der projekti vischen Ein th eilung der Kegelschnitte (oben S. 213) das unendlich 
ferne Schnittpunktpaar massgebend war, so ist bei derjenigen der Flächen zweiten Grades der 
unendlich ferne Kegelschnitt, als Durchschnitt der Fläche mit der unendlich fernen Ebene, 
entscheidend. 

Man kann dabei die folgenden beiden Hauptfälle unterscheiden (vergl. v. Staudfs G. d. L. 
art. 330): 

(a) Der unendlich ferne Kegelschnitt ist reell. Die Fläche ist im Allgemeinen ein Hyper- 
boloid oder ein Kegel. 

Zusatz (1). Zerfällt der reelle Kegelschnitt in ein Linienpaar, so ist die Fläche ein 
hyperbolisches Paraboloid, oder ein hyperbolischer Cylinder, oder ein Ebenenpaar. 

Zusatz (2). Besteht aber im Besonderen dieses Linienpaar aus zwei zusammenfallenden 
Geraden, so ist die Fläche ein parabolischer Cylinder, oder zerfällt selbst in zwei parallele, oder 
conjugirt complexe, oder zusammenfallende Ebenen. 

(b) Der unendlich ferne Kegelschnitt ist imaginär. Die Fläche ist ein EUipsoid, oder 
ganz imaginär, oder ein imaginärer Kegel mit reellem Scheitel. 

Zusatz. Zerfällt dieser imaginäre Kegelschnitt in ein Linienpaar, so ist die Fläche ein 
elliptisches Paraboloid (von der unendlich fernen Ebene in einem Punkte berührt), oder ein 
elliptischer Cylinder, oder sie zerfällt selbst in ein imaginäres Ebenenpaar. 

3. Der unendlich ferne Kegelschnitt einer Fläche zweiter Ordnung und der unendlich 

ferne Kugelkreis schneiden sich in vier (paarweise conjugirten) Punkten mit LI = 6 Sehnen, 

von denen je zwei durch eine Ecke des gemeinschaftlichen Polardreiecks gehen. Nur eines von 
diesen drei Sehnenpaaren ist reell. 

Diese vier Schnittpunkte bilden die Grundlage für eine Menge von projektivischen Eigen- 
schaften der Flächen zweiten Grades (vergl. Ckhsch-Lindemann, H, S. 182 ff.). 

(a) Jeder durch eine solche Sehne gehende Büschel von parallelen Ebenen ist ein Büschel 
von Kreisschnittebenen der Fläche {Poncelet, P. P. t. I, no. 621). 

(b) Arten die vier Schnittpunkte in zwei Berührungspunkte aus, so ist die Fläche eine 
Umdrehungsfläche. 

(c) Fällt ein Sehnenpaar mit dem unendlich fernen Kegelschnitt zusammen, so ist die 
Fläche eine geradlinige Fläche und alle durch das Sehnenpaar gehenden Ebenen schneiden die 
Fläche in je einer Schaar von erzeugenden Geraden. 



B. Polareigenschaften. 

Vorbemerkung. Die Polareigenschaften der Kugel mit einem kurzen Hinweis auf die 
übrigen Flächen zweiten Grades findet man schon bei Desargues, 1639 {Poudras Ausgabe, 1. 1, p. 214). 

Weitere geschichtliche Bemerkungen über die Benennung von Pol und Polaren sind oben 
S. 214 gegeben. 

4. Das Doppelverhältniss zweier Punkte oder zweier Ebenen i^^ = 0, Si^ = in 
Bezug auf eine Fläche zweiten Grades f=0 oder F=0 ist das Doppelverhältniss bezüglich der 
beiden Punkte in Bezug auf die beiden Schnittpunkte der Geraden (Ä^i^^) mit der Fläche oder 
der beiden Ebenen in Bezug auf die beiden Berührungsebenen von der Geraden (i^ii^^) ^^s an 
die Fläche. 

(a) Bezeichnet man jene Schnittpunkte oder jene Berührungsebenen durch die Gleichungen: 

12^ + Xn^ ^ 0, /ii + A'i^j = 0, 

so ist das Doppelverhältniss in beiden Fällen = A : A' (s. oben S. 18). 
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Es sind aber A und V so zu bestimmen, dass sie die genannten Schnittpunkt« oder Be- 
rtihrungsebenen darstellen. Setzt man also zum Beispiel die Coordinaten eines Punktes auf der 
Verbindungslinie {fl^Sl^\ 

in die Gleichung f=^, so erhält man zur Bestimmung der beiden Schnittpunkte die in X 
quadratische Gleichung: 

/li + 2A/;2 + /Y,2 - 0, 

wo die Coefficienten die folgenden Werthe haben: 

/li = /"(^i- J/i» ^u i^l)» Ul = f(^2^ 2/2. ^2» i^2)» 

/I2 = ^2r(^i) + y2/"(yi) + -^2/'^) + i^2/>.) 

Aehnlich erhält man zur Bestimmung der beiden Berührungsebenen die in X quadratische 

Gleichung: 

Fn + 2A J\3 + l^F^^ = 0, 

worin die Coefficienten -F^ ... aus F ebenso gebildet sind, wie die /i, ... aus /*. 

(b) Ist A + x' = 0, so hat das Doppelverhältniss den Werth - 1 und die beiden Punkte 
oder Ebenen i^i, Q^ heissen bezüglich harmonische Pole oder harmonische Polarebenen 
der Fläche. 

ff 

Die Bedingung A + A' == kommt darauf hinaus, dass in den beiden Gleichungen bezüglich 

/ig = oder F^^ = 0- 

Diese beiden linearen Bedingungsgleichungen sagen aus, dass der Punkt (l) auf einer durch 
den Punkt (2) bestimmten Ebene (II) liegen müsse und ebenso der Punkt (2) auf einer durch den 
Punkt (1) bestimmten Ebene (I), dass umgekehrt die Ebene (I) durch einen durch die Ebene (II) 
bestimmten Punkt (2) gehen müsse und ebenso die Ebene (II) durch einen durch die Ebene (I) 
bestimmten Punkt (1). 

Die Ebenen (I) und (II) nennt man bezüglich die Polarebenen der Punkte (1) und (2) und 
die letzteren die Pole der ersteren. Die Schnittlinie des Ebenenpaares und die Verbindungslinie 
ihrer Pole sind ebenfalls einander zugeordnet und heissen Polarlinien in Bezug auf einander. 

(c) Zwischen den Coordinaten der Pole und ihrer Polarebenen finden genau dieselben 
Beziehungen statt, welche oben (11, 3.) für diejenigen von Berührungspunkt und Berührungsebene 
gegeben wurden, wenn man dort statt des Zeigers Null das eine Mal durchgehends den Zeiger 1, 
das andere Mal den Zeiger 2 setzt. Es wird sich in der That unten (6.) zeigen, dass Flächen- 
punkt und Berührungsebene nur ein besonderer Fall von Pol und Polarebene sind. 

Zusatz. Da die Gleichung der Fläche zweiten Grades nur neun unabhängige Constanten 
hat, so hängt auch die Polarentheorie einer solchen Fläche nur von neun Constanten ab, während 
die allgemeine Gleichung der Dualität, in welcher die w, v, w, r irgendwelche lineare 
Funktionen der x, y, z, p sind, fünfzehn wesentliche Constanten enthält (s. oben S. 34). 

5. Beschreibt ein Pol eine Ebene, so dreht sich seine Polarebene um einen Punkt, den 
Pol jener Ebene, und umgekehrt: dreht sich eine Polarebene um einen Punkt, so beschreibt ihr 
Pol eine Ebene, die Polarebene jenes Punktes. 

Beschreibt ein Pol eine Gerade, so dreht sich seine Polarebene um eine andere Gerade, 
die Polarlinie der ersteren, und umgekehrt. 

Zusatz (1). Betrachtet man eine Ebene als Punktort und einen Punkt als Ebenenort 
(oder Schnittpunkt), ebenso eine Gerade das eine Mal als Strahl oder Punktort, das andere Mal 
als Axe oder Ebenenort (Schnittlinie), so kann man den Satz auch so aussprechen: 

(a) Der Pol einer Ebene ist die Einhüllende der Polarebenen aller ihrer Punkte. 
iß) Die Polarebene eines Punktes ist der Ort der Pole aller seiner Ebenen, 
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(y) Die Polarlinie eines Strahles ist die Axe der Polarebenen aller seiner Punkte; und 
diejenige einer Axe ist der Strahl der Pole aller ihrer Ebenen. 

Zusatz (2). Geht die von dem beweglichen Pole beschriebene Gerade durch den Plächen- 
mittelpunkt, so liegt ihre reciproke Polarlinie im Unendlichen und die Polarebene jenes Poles 
bleibt sich fortwährend selbst parallel. Die Polaren aller Punkte einer durch den Flächenmittel- 
punkt gehenden Geraden sind also parallel den beiden Berührungsebenen in den Schnittpunkten 
dieser Geraden mit der Fläche (vergl. unten 6.). 

Zusatz (3). Der obige Satz ist nur ein besonderer Fall des folgenden: Beschreibt ein 
Pol einer Fläche zweiten Grades eine Fläche mter Ordnung, so umhüllt seine Polarebene eine 
Fläche mter Klasse, und umgekehrt. Für m = 1 erhält man wieder den obigen Satz. Diese beiden 
Flächen heissen in Bezug auf einander „reciproke Polarflächen" und stehen in dualistischer 
Verwandtschaft (s. oben S. 32, Vorbemerkung (3)). Chasles (A. H. p. 658—687) bespricht ver- 
schiedene besondere Arten, zu einer gegebenen Figur die reciproke Polarfigur zu construiren, auf 
analytischem sowohl wie auf geometrischem Wege. 

Zusatz (4). Aehnlich ist das Ergebniss, wenn man, anstatt den Pol eine Gerade oder 
eine Ebene beschreiben zu lassen, die Fläche einen Büschel oder einen Bündel beschreiben lässt. 

Sind nämlich P = 0, ^ = 0, R — Q die Polarebenen eines Punktes in Bezug auf die 
Flächen m = 0, t? = 0, «(? = 0, so sind die Polarebenen desselben Punktes in Bezug auf den Flächen- 
büschel u -\- Xv = dargestellt durch den Ebenenbüschel F -\- XQ = Q, und in Bezug auf den 
Flächenbündel u -{- Xv + iixv = durch den Ebenenbündel P + XQ -{- iiB = {Sdmon- Fiedler, 
Anal. G. d. R. Bd. I, art. 132, 135). 

6. Verbindet man den Pol einer Ebene durch gerade Linien mit allen Punkten der Schnitt- 
curve der Ebene und der Fläche, so bilden diese Geraden den Berührungskegel der Fläche 
von jenem Punkte aus (Chasles A. H. p. 657—658). 

Kommt also der Pol der Fläche unendlich nahe, so geht der Berührungskegel in die 
Berührungsebene über. Es ist also jede Berührungsebene die Polarebene ihres Berührungs- 
punktes, und jeder Berührungspunkt der Pol seiner Berührungsebene. 

Zusatz (1). Man kann demnach die sämmtlichen von einer Fläche eingeschlossenen Punkte 
des Raumes dem System der von der Fläche ausgeschlossenen Ebenen des Raumes projektivisch 
zuordnen. Die auf der Fläche zusammenfallenden entsprechenden Elemente (Flächenpunkte und 
Berührungsebenen) bilden ein „Nullsystem** (v. St^xudfs G. d. L. art. 321). 

Zusatz (2). Zwei reciproke Polarlinien können sich ebenfalls nur in einem Punkte der 
Fläche schneiden und bilden dann zwei Tangenten der Fläche in ihrem Schnittpunkte. Die 
Tangenten der Fläche in einem gegebenen Punkte sind also zu zwei und zwei conjugirt und 
gehören einer quadratischen Involution an, mit den beiden asymptotischen oder Haupttangenten 
als Doppelstrahlen, welche beim Kegel in die Erzeugende zusammenfallen. 

7. Systeme von conjugirten Polen und Polarebenen in Bezug auf eine Fläche 
zweiten Grades haben folgende Eigenschaften. Vier Punkte im Räume, von denen jeder zu jedem 
anderen harmonisch liegt, von denen also je drei auf der Polarebene des vierten liegen, heissen 
ein System harmonischer Pole, und vier Ebenen im Räume, von welchen jede zu jeder anderen 
harmonisch liegt, von denen also je drei sich in dem Pole der vierten schneiden, heissen ein 
System harmonischer Polarebenen. 

Ein System harmonischer Pole einer Fläche zweiten Grades bildet ein Tetraeder, dessen 
Seiten ein System harmonischer Polarebenen sind, so dass jede Ecke der Pol der gegenüber- 
liegenden Seitenfläche ist, und umgekehrt. Je zwei gegenüberliegende Kanten sind also reciproke 
Polarlinien. Ein solches Tetraeder heisst der Fläche conjugirt, und kann dualistisch als Pol- 
viereck oder Polarvierflach bezeichnet werden. 

Zusatz (1). Eine Fläche zweiten Grades hat (sechsfach) unendlich viele conjugirte 
Tetraeder, und umgekehrt ist jedes Tetraeder unendlich vielen Flächen zweiten Grades conjugirt. 
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Zusatz (2). Hält man also eine der sechs Kanten und folglich auch ihre gegenüberliegende 
Polarlinie fest, so bilden die auf jeder dieser beiden Kanten liegenden veränderlichen Ecken und 
ebenso ihre veränderlichen Polarebenen für sich quadratische Involutionen, mit den Doppel- 
elementen als Asymptoten. 

Zusatz (3). In der projektivischen Geometrie werden je drei sich schneidende Kanten 
eines Polartetraeders als auf einander senkrecht stehend betrachtet (Scdmon-Fiedlers A. G. d. R. 
Bd. I, art. 226). 

Dieser erweiterte Begriff des Senkrechtstehens ergibt sich aus der projektivischen Definition 
(oben n, 10. Zusatz (2)), indem man den unendlich fernen Kugelkreis durch einen beliebigen 
unendlich fernen Kegelschnitt, oder auch durch eine Fläche zweiten Grades im Endlichen ersetzt. 



C. Durchmesser, Diametralebenen, Mittelpunkt. 

8. Lässt man ein Polartetraeder einer Fläche zweiten Grades sich derart ändern, dass eine 
seiner Ecken in s Unendliche rückt, so rücken auch noch zwei andere seiner Ecken, also auch 
eine der vier Seitenflächen, in's Unendliche. Der vierte im Endlichen bleibende Eckpunkt heisst 
Mittelpunkt der Fläche und die drei sich in ihm schneidenden Kanten und Seitenflächen bezüglich 
conjugirte Durchmesser und conjugirte Diametralebenen. Jeder der drei conjugirten 
Durchmesser heisst auch der Ebene der beiden anderen conjugirt. 

Es haben also Mittelpunkt, Durchmesser und Diametralebenen ihre reciproken Polarelemente 
(Ebene, Geraden, Punkte) im Unendlichen. 

Der Mittelpunkt halbirt alle durch ihn gehenden Sehnen (Durchmesser), und jede 
Diametralebene halbirt alle Sehnen, welche parallel sind dem dieser Ebene conjugirten 
Durchmesser. 

Wenn ein Durchmesser und seine conjugirte Diametralebene auf einander senkrecht stehen 
(im metrischen Sinne), so heissen sie bezüglich Hauptaxe und Hauptebene der Fläche {Monge 
und Hachette, J. de l'Ec. Pol. cah. 11, 1810. p. 153 ss.). 

Zusatz (1). Im projektivischen Sinne kann man jeden Durchmesser als auf seiner con- 
jugirten Diametralebene senkrecht stehend betrachten (s. oben 7. Zusatz (3)). 

Zusatz (2). Die Polarebenen beliebiger Punkte eines Durchmessers sind sämmtlich der 
conjugirten Diametralebene parallel. Insbesondere sind die Berührungsebenen an den beiden 
Enden eines Durchmessers parallel der conjugirten Diametralebene. 

9. Die analytischen Bedingungen für conjugirte Diametralebenen und Mittelpunkte lassen 
sich darstellen wie folgt: 

(a) Sind a, ß, y die Neigungen eines beliebigen Durchmessers zu den Coordinatenaxen x, y, z, 
so ist die Gleichung der conjugirten Diaraetralebene: 

f\x) cos a + /"'(y) cos ß + f\z) cos r = ^. 

wo die Accente die ersten Ableitungen von f nach den in Klammer stehenden Veränderlichen 
bedeuten. 

(b) Die Coordinaten oder bezüglich die Gleichung des Mittelpunktes der Fläche /"^O oder 
F— erhält man aus der Bedingung, dass die Polarebene des Mittelpunktes im Unendlichen 
liegt, also: 

f\x)^% r(y)-0, n^) = 0, oder F'(r) = 0. 

(c) Der Mittelpunkt liegt im Unendlichen, oder es gibt unendlich viele Mittel- 
punkte, wenn bezüglich 

^44 = 2'±aiia22a33 — 0, oder fc^^ = 0. 

Zusatz. Ueber die Fälle, wo dieses zutrifft, vergleiche man unten Hauptstück VI, B. 
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D« Aehnlichkeit. 

Vorbemerkung. Die Aehnlichkeit bildet eine der vier besonderen Verwandtschaften, 
welche oben (S. 50 ff.) besprochen wurden. 

10, Flächen zweiten Grades im Allgemeinen werden ähnlich genannt, wenn ihre Haupt- 
axen einander proportional sind, sie werden ähnlich liegend genannt, wenn ihre Hauptaxen 
gleich gerichtet sind. 

Diese allgemeine Definition bedarf einer Aenderung, wenn die Fläche keinen bestimmten 
Mittelpunkt im Endlichen hat: 

Flächen mit unendlich fernem Mittelpunkte heissen ähnlich, wenn bei ähnlicher Lage 
derselben die parallelen Scheitelradien einander paarweise proportional sind. 

Flächen mit unendlich vielen Mittelpunkten heissen ähnlich, wenn bei ähnlicher Lage 
derselben ihre parallelen Querschnitte ähnlich sind. 

Zusatz (1). Also können nur gleichartige Flächen einander ähnlich sein. 

Zusatz (2). Die Bedingung für die Aehnlichkeit von Flächen mit unendlich fernem Mittel- 
punkte kann auch dahin ausgesprochen werden, dass ihre beiden Parameter paarweise proportional 
sein müssen. 

Zusatz (3). In ähnlichen und ähnlich liegenden (homothetischen) Centralflächen stehen alle 
gleich gerichteten Durchmesser in demselben constanten Verhältnisse wie die Hauptaxen und 
sind einer gemeinschaftlichen Ebenenrichtung conjugirt. 

11. Die algebraische Bedingung dafür, dass Flächen zweiten Grades ähnlich und 
ähnlich liegend sind, besteht darin, dass in ihren Gleichungen die Coefficienten der ent- 
sprechenden Glieder zweiten Grades einander proportional sind. 

Demnach lassen sich diese Flächen folgendermassen darstellen: 

wo S und p Funktionen bezüglich zweiten und ersten Grades in den Coordinaten sind und k einen 
veränderlichen Parameter bedeutet. 

Die beiden Ebenen k = 0, p —0, von welchen die erstere die unendlich ferne Ebene dar- 
stellt, sind die Durchschnittsebenen der beiden Flächen. 

Es haben also zwei ähnliche und ähnlich liegende Flächen im Endlichen nur eine ebene 
Schnittcurve zweiten Grades. Dieser Satz gilt auch umgekehrt und kann die Stelle einer 
Definition vertreten. 

Die andere ebene Schnittcurve im Unendlichen ist reell oder imaginär, je nach der Gattung 
der beiden Flächen. 

Zusatz (l). Fällt die Ebene p mit der unendlich fernen Ebene k zusammen, so berühren 
sich die Flächen im Unendlichen längs einer ebenen Curve, haben also einen gemeinschaftlichen 
Asymptotenkegel und gemeinschaftlichen Mittelpunkt. Der Asymptotenkegel ist ebenfalls in 
der Gleichung S + k^ = als ausgeartete Fläche enthalten. 

Zusatz (2). Alle Kugeln des Raumes sind ähnlich und ähnlich liegend, schneiden sich 
also in der unendlich fernen Ebene. Concentrische Kugeln berühren sich in dem unendlich fernen 
Kugelkreis (s. oben n, 10,) . 

Zusatz (3). In ähnlichen Flächen zweiten Grades sind wohl die numerischen, nicht aber 
die linearen Excentricitäten gleich (vergl. oben S. 82). Confokale Flächen können demnach 
nicht einander ähnlich sein. 
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IV. Hauptstück. 

Ausgeartete Flächen zweiten Grades. 

1. Unter den Punktflächen zweiter Ordnung gibt es eine von der besonderen Eigenschaft, 
dass in Bezug auf dieselbe die Polarebenen aller Punkte des Raumes durch einen Punkt 
gehen; ebenso gibt es unter den Planflächen zweiter Klasse eine von der besonderen Eigenschaft, 
dass in Bezug auf dieselbe die Pole aller Ebenen des Raumes auf einer Ebene liegen. 

Die erstere Fläche ist ein Kegel, die letztere eine von einer ebenen Curve begrenzte 
Ebene, wohl auch Grenzfläche genannt. 

Der oben ervv^ähnte Punkt, als Ort aller Polarebenen, ist der Scheitel des Kegels, und die 
erwähnte Ebene, als Ort aller Pole, ist die Ebene der Curv^e. 

2. Die nothwendige und hinreichende Bedingung, dass die Fläche f=0 in einen Kegel 
ausarte, ist ^ = 0, und dass F^=^0 in eine ebene Curve ausarte, ist K = 0. 

Zusatz (1). Die Coordinaten x, y, z des Kegelscheitels ergeben sich aus den drei 
Gleichungen (s. oben III, 9. (b)): 

und die Coordinaten w, v, w der Ebene der Curve aus den Gleichungen: 

Zusatz (2). Wenn nicht nur die Determinanten A oder JB verschwinden, sondern auch 
ihre ersten Unterdeterminanten, so zerfällt bezüglich der Kegel in zw^ei Ebenen oder die ebene 
Cui*ve in zwei Punkte. Sind überdies noch die zweiten Unterdeterminanten gleich Null, so fallen 
bezüglich die beiden Ebenen oder die beiden Punkte zusammen. Sind endlich noch die dritten 
Unterdeterminanten gleich Null, so verschwinden alle Coefficienten und die Flächengleichung ist 
identisch befriedigt. 

Zusatz (3). Aus den Bedingungen -4 = 0, JB=iO erkennt man (mit Rücksicht auf n, 4.), 
dass ein Kegel sich nicht durch eine Gleichung in Plancoordinaten und eine Grenzfläche nicht 
durch eine Gleichung in Punktcoordinaten darstellen lasse. Der Kegel ist also nicht als Fläche 
zweiter Klasse zu betrachten und die Grenzfläche nicht als Fläche zweiter Ordnung (vergl. unten 3. 
Zusatz (D). Plücker zeigt jedoch (N. G. no. 265), dass beide sich durch eine Gleichung in Linien- 
coordinaten darstellen lassen (vergl. oben S. 121, 6. (b) Zusatz (4)). 

3. Ist eine beliebige Fläche zweiten Grades dargestellt in Punktcoordinaten: f(x, y, z,p)=^Q 
und in Plancoordinaten: F[u, v, to, r) = 0, sind ferner Xq, y^, z^, Pq die Coordinaten eines beliebigen 
Poles im Räume und «o, t-o- ^«'o' ^o die Coordinaten seiner Polarebene, so hat man in dem Be- 
rührungskegel vom Pole an die Fläche und in dem Ausschnitte der Polarebene durch die 
Fläche Beispiele von ausgearteten Flächen zweiten Grades. 

Die Gleichungen des Kegels und Ausschnittes sind bezüglich: 

A^. y, ^» p) 'fi^o^ j/o» ^0^ i>o) - ^[^/''(^o) + yf'iyo) + ^f'M + pr(Po)V = o, 

F(u, r, fr, r) . F(i/o, Vo, Wo. ro) - ^[wi^K) + ^'F'M + loF'(iVo) + rr{r,)]^ = 0. 

Beti'achtet man auch die mit dem Zeiger Null behafteten Coordinaten als veränderlich, so 
kann man diese beiden Gleichungen, mit doppelter Reihe von Veränderlichen, als Gleichungen 
der Fläche zweiten Grades betrachten. 
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Zusatz (1). Ist der Pol ausgedrückt durch die Gleichung W—O und die Polarebene 
durch (P — 0, so ist der Bertihrungskegel bestimmt durch die zwei Gleichungen: 

und der Ausschnitt durch die zwei Gleichungen (vergl. oben n, 6.): 

/•=o, n> = o, 

Zusatz (2). Lässt man den Pol (xq, t/o, Zq, Pq) in den Mittelpunkt der Fläche rücken, also 
seine Polarebene (mq, ^'o, «o. ^a) iii's Unendliche, so geht der Berührungskegel über in den 
Asymptotenkegel mit der Gleichung: 

^ Pa 

4, Die beiden Bedingungen J. = 0, JB = bezeichnen Eigenschaften der Fläche zweiten 
Grades, welche von der Lage des Coordinatensystems unabhängig sind. Die beiden Funktionen A, B 
verrathen dadurch ihre Invarianteneigenschaft. Sie sind in der That die Diskriminanten der 
zugehörigen Gleichungen. 

Zusatz (1). Wendet man die Bedingung des Berührungskegels auf den Flächenbüschel 
zweiter Ordnung 3iU+ fiU' = an, so nimmt dieselbe die Gestalt an: 

wobei ^ = .3 ± fljj 022^33^44 ^"d ^' — -—^11^22^33^44 ^^^ Invarianteu bezüglich der quadratischen 
Formen U und ü' sind und 0, ©', <P simultane Invarianten. 

Wendet man dieselbe Bedingung auf das Flächennetz zweiter Ordnung }iU+ iiU' + vU"= 
an, so sind w ieder die Coefficienten der verschiedenen Potenzen von Jl, /*, y simultane Invarianten des 
Systems, und so fort. 

Die geometrische Deutung dieser gleich Null gesetzten Coefficienten findet man ausführlich 
besprochen und mit Beispielen erläutert in Salmon-Fiedlers Anal. G. d. R. (Bd. I, Kap. IX). 

Zusatz (2). Für die Flächen des confokalen Systems: 

gestaltet sich die Gleichung des Berührungskegels besonders einfach (vergl. Jacobi in Grellen J. 
Bd. 12, 1834, S. 137): 

J2 ^2 2-2 



A« A A^ A Aj 

W'O ^i, Ag, A3 die Wurzeln der cubischen Gleichung F{X) :^ f ür den Scheitel (x^, j/o» ^q) des 
Kegels sind. 

Liegt dieser Scheitel auf einer Brennlinie des Systems, so ist der Kegel ein Umdrehungskegel. 



4} 
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V. Hauptstück. 

Haupt axentransformation. 

Vorbemerkung (1). Die Hauptaxentransfonnation der Flächen besteht geometrisch in einer 
Verschiebung und einer Drehung des Coordinatensystems, bis letzteres mit dem Systeme derHauptaxen 
zusammenfällt. Algebraisch besteht sie in der Diskussion der allgemeinen Form zweiten Grades. 

Euler (Introd. 1748, App. cap. V) hat allerdings die Flächengleichungen in Bezug auf die drei 
rechtwinkligen Hauptaxen untersucht, dabei aber die Transformation schon als gegeben vorausgesetzt. 

Eine solche Transformation wurde von Monge und HacMte gegeben (J. de T^c. Pol. cah. 11, 
1810, p. 153 SS.) und später vielfach bearbeitet und verallgemeinert, so namentlich von Jacobi, der 
von einem schiefwinkligen zu einem rechtwinkligen System übergeht (GreUe^s J. Bd. 2, 1827, Werke, 
Bd. m, S. 47 ff.). 

Vorbemerkung (2). Die Gleichung der Fläche zweiten Grades sei durch rechtwinklige 
Punktcoordinaten ausgedrückt und die vierte homogene Coordinate p = 1 gesetzt, so dass die 
Gleichung lautet: f(x, y, ^, 1) = 0. 

Vorbemerkung (3). Die lineare Transformation der Flächen zweiten Grades in sich selbst: 

wird bei Lindemann (Vorles. 11, 1891, S. 356—373) allgemein behandelt, mit Literaturangaben über 
vorhergehende Arbeiten. 



A. Die Glieder ersten Grades. 

1. Macht man in der Gleichung zweiten Grades f{x, y, z, 1) = 0, oder einfacher geschrieben 
f{x, y, js) = 0, die linearen Substitutionen 

X = x + a, Y=y + b, Z=js + c, 

so lassen sich die drei Coefficienten im Allgemeinen so bestimmen, dass von den vier letzten 

Gliedern der Funktion f\ 

2a^^x V 20^4^ + 2a^^z -f a^^ 

drei verschwinden. 

Zusatz (1). Bei dieser Substitution verschiebt sich das Coordinatensystem um die 
Strecken a, 6, c parallel den Coordinatenaxen. 

Zusatz (2). Die Glieder zweiten Grades ändern sich dabei nicht. Man wird demnach die 
Reduktion der Glieder ersten Grades erst nach derjenigen der Glieder zweiten Grades vornehmen. 

B. Die Glieder zweiten Grades. 

2. Die neun Coefficienten der linearen homogenen Substitution 

x = a'X + a"Y^a"'Z 
y = b'X+ V'Y+ b"'Z 
z=c'X+ c"Y+ &"Z 
sollen so bestimmt w^erden, dass: 

(a) das neue System (X, Y, Z) wieder rechtwinklig ist, und 

(b) die Glieder zweiten Grades übergehen in 

(f>(x, y, z) = a^^x^ + a^^y^ + a^^z^ + 2a^^xy + 2a^^xz + 2a23y^ 
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Die erste Forderung liefert die sechs unabhängigen Bedingungsgleiehungen, die oben 
(S. 72, 9. (b), Columne links) aufgestellt wurden, die zweite Forderung liefert drei weitere Be- 
dingungen für das Verschwinden der Coef fielen ten von XY, YZ, ZX, 

Es sind also die neun Coefficienten aus neun Bedingungen zu bestimmen. 

Zusatz (1). Die Gesammtheit der Glieder zweiten Grades (p gleich Null gesetzt, würde 
einen Kegel darstellen, und die verlangte Umformung in X^X^ + X^Y^ + X^Z^ bestände darin, die 
neuen Coordinatenaxen in die Hauptaxen dieses Kegels zu legen (vergl. Hesse s A. G. in d. Ebene, 
10. Vorles.). 

Zusatz (2). Bei dieser Substitution verschiebt sich das Coordinatensystem nicht von seinem 
Ursprünge, aber seine Axen drehen sich derart, dass sie in ihrer neuen Lage mit den Hauptaxen 
der Fläche gleichgerichtet sind. 

Zusatz (3). In dem linearen Theile von f ändert sich durch diese Substitution das Absolut- 
glied nicht, die drei anderen bleiben vom ersten Grade. 

C. Die Substitutionscoefacienten. 

3. Durch die Annahme 

«12^13 = Ss/^» Sl^23 = Sl/^' «31S2 = «12/^' 
ßl — ^n= «1» ßl — ^22 = «2» ßl — %3 = «8 

erreicht man die Umformung: 

Dann hat man für die verlangten neun Substitutionscoefficienten die symmetrischen Formeln: 
(vergl. Hessens Anal. G. d. R. Vorles. 19 am Schluss): 



«1 + ^1 * «1 + ^ ' «1 + A3 ' 



«2 + ^ ' «2 + ^ * «2 + ^ ' 



^ = 



0. oder -^ + -4:7 + -^7 = 1' 



«3 + ^ ' «3 + ^2 ' «3 + ^ * 

Darin sind die X die (immer reellen) Wurzeln der Gleichung: 

^1 ^2 A ^3 

«31 «32 «33 — -^ 

und die B sind bestimmt durch die Gleichungen: 

jg2 ^ (^1 + «l) (Aj + «2) (^1 + g;0 

l^l ^) lA A3) 

^2 ^ (^2 + «l) (^2 + «^ ) (^ 2 + «3) 

(^2 A3) (^2 Ai) 

j52_. (A3 + «0 (A3 + gg) (A3 + «3) 

(A3 Xi) (A3 - X2) 

Zusatz (1). Ist ofi.">a2>a3, SO liegt die grösste Wurzel A zwischen + oo und -a^, die 
mittlere zwischen — a^ und — a^ und die kleinste zwischen — a^ und — a^. 

Die Realität dieser Wurzeln war schon von Lagrange (Berlin. M6m. 1773, p. 108) bewiesen, 
und später von Hachette und Poisson (J. de T^c. Pol. cah. 11, 1810, p. 170 ss.). Der Beweis wurde 
dann von Cauchy (Ex. 1829, t. 4, p. 140—160) von drei Veränderlichen auf eine beliebige Anzahl 
ausgedehnt. Auf diesen Beweis Cauchy s beruft sich auch Jacobi (Grellen J. Bd. 12, 1834, S. 1 ff.). 
Eine neue Art von Beweis gaben später Kummer (OreUes J. Bd. 26, 1843, S. 268) für drei Veränder- 
liche und Borchardt (lAouviUes J. t. 12, 1847, p. 50 ss.) für n Veränderliche, indem sie die Funktionen 

48* 
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der Coefficienten, von deren Vorzeichen die Realität der Wurzeln abhängt, durch eine Summe von 
Quadraten darstellten (vergl. Synopsis, Bd. I, S. 222). Zahlreiche Literaturangaben über diese 
Gleichung findet man in JBaltjsers Theorie u. Anw. der Determinanten (4. Aufl. 1875, S. 192—193), 
wo noch auf die neuesten Arbeiten von Weierstrass und Kronecher (Berlin. Monatsber. 1868 und 1874) 
verwiesen ist, und in 3Iei/ers Invariantenbericht (Deutsche Mathematiker -Vereinigung, Bd. 1, 1892). 

Zusatz (2). Da man aus der Gleichung J = die X unmittelbar erhält, ohne die Sub- 
stitutionscoefficienten zu kennen, so braucht man auch die B nicht wirklich zu berechnen. 

Zusatz (3). Hesse (Anal. G. d. R. 22. Vorles.) stellt eine Anzahl Beziehungen auf zwischen 
den Grössen i, er, /?, -B, a; . . ., X . . ., a, 6, c, und zeigt in Tafelform, welche gleichzeitigen Ver- 
tauschungen man mit ihnen vornehmen darf. 

4. Aus den Sätzen 1. und 2. ergibt sich, dass die Gleichung zweiten Grades immer auf 

die kanonische Form gebracht werden kann (vergl. Synopsis, Bd. I, S. 211; Clehsch-Lindemann, 

II, 1891, S. 140): 

a^x\ + a.^xl + a^xl +- a^x^ = 0, 

oder in homogenen Plancoordinaten : 

u] ul u\ ul 

— + — + — + — = 0. 
tti a-i as a^ 

Zusatz (1). So lange man den Unterschied zwischen reellen und imaginären Gliedern nicht 

hervorheben will, kann man die Coefficienten auch in die Veränderlichen legen und die Gleichungen 

schreiben wie folgt: 

x\ + xl + xl + ^J--0, 

ul + ul + ul + til=0. 

Zusatz (2). Aus dieser kanonischen Gleichungsform geht noch deutlicher hervor, als aus 
der allgemeinen Gleichung, dass die Flächen zweiten Grades nur eine Flächengattung ausmachen, 
indem die verschiedenen Arten erst dann hervortreten, wenn man auf die Vorzeichen dieser vier 
Glieder achtet (vergl. unten VI). 

Zusatz (3). Ueber die geometrische Bedeutung dieser kanonischen Form sehe man 
unten IX, 3. 



VI. Hauj^tstück. 

Eintheilung und Kennzeichen der Flächen zweiten Grades. 

Vorbemerkung (1). Die erste vollständige Eintheilung und Benennung der Flächen 
zweiten Grades stammt von Euler (Introductio, 1748, App. no. 117—126). Gestützt auf die Haupt- 
axengleichungen fand er die folgenden Arten: 

(a) Das Ellipsoid mit drei verschiedenen, zwei gleichen oder drei gleichen Axen. 

iß) Die elliptisch -hyperbolische Fläche (unser einschaliges Hyperboloid) mit dem 
Kegel als Ausartung. 

(y) Die hyperbolisch -hyperbolische Fläche (unser zweischaliges Hyperboloid). 

(d) Die elliptisch -parabolische Fläche (unser elliptisches Paraboloid) mit dem ellip- 
tischen Cylinder als Ausartung. 

(«) Die parabolisch -hyperbolische Fläche (unser hyperbolisches Paraboloid) mit dem 
hyperbolischen Cylinder als Ausartung. 

(0 Der parabolische Cylinder 

Die Ebenen -Paare werden als Ausartungen der beiden letzten Fälle angeführt. 
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Vorbemerkung (2). Aus dieser ersten Eintheilung ergab sich dann sofort, dass die 
Sphaeroide und Conoide der Alten und das Cylindroid von Wren nur besondere Fälle (nämlich 
Umdrehungsflächen) allgemeinerer Flächen waren (vergl. unten Vn, 1. Zusatz (4)). 

Vorbemerkung (3). Wenn auch die Eintheilung i'wfers nicht einheitlich ist, so sind doch 
seine Benennungen im Wesentlichen beibehalten worden. Einige Abweichungen findet man in den 
Schriften Monges und seiner Schüler. So gebraucht Bajun (D^veloppem. de Qeom. 1813, p. 50) 
die Benennungen elliptisch und hyperbolisch bei den beiden Hyperboloiden im umgekehrten 
Sinne von Euler, indem nach ihm das elliptische das zweischalige und das hyperbolische das 
einschalige ist. 

Vorbemerkung (4). Eine mehr übersichtliche Eintheilung gewinnt man aus der Betrachtung 
der unendlich fernen Schnitte dieser Flächen (s. unten 3.). Eine „Klassifikation der Flächen 
zweiten Grades mittelst projektivischer Gebilde" hat Seydewit^ in einem längeren Aufsatze gegeben 
(Grmiert's Archiv, Bd. 9, 1847, S. 158 ff.). 



A. Eintheilung der Flächen zweiten Grades. 

1. Nach der Hauptaxentransformation nimmt die Gleichung zweiten Grades eine der folgenden 
Gestalten an: 

a;^ 3/^ ^^ _ _ ^ reelles ) p,,,. . , 

a* 6* ^2 -t- — ♦ imaginäres t 

x^ . V' ^^ , ^ einschaliges ) ^t i. i • i 

^ + p-^=Fl=0, ,,,eischalige8 1 Hyperboloid. 

x^ , y^ 2^ r. reeller / -, , 

— + ^~ zri — =0, . ... Kegel, 

a^ h^^ c^ imagmärer S ° 

y^ V ^' r^ elliptisches ) r» i. i .^ 

\-±~'-x — Q, , 1.1. 1. Paraboloid, 

h^ c' hyperbohsches \ 

x^ j^y^ __ elliptischer j 

a?~~ h^ ~" ' hyperbolischer ( Cylinder, 

f/8 rb 'i'px = 0, parabolischer ' 

x^ _ y^ _ ^ reelles 

a^ ~^ b^ "~ ' imaginäres , „, 

Ebenenpaar. 
x^ * 

"2 =j= 1 = 0. paralleles 



Zusatz. Die oben benutzte Benennung „imaginär" ist in diesem Sinne vielfach im Ge- 
brauch, aber in so fern zweideutig, als man unter imaginären Flächen auch solche versteht, dei:en 
Gleichungen imaginäre Coefficienten haben. Vergl. unten 3. (a). 

2. Die Gleichung des Ellipse ids behält die oben angegebene Gestalt, auch wenn man die 
Hauptaxen 2a, 2fc, 2c durch irgend welche conjugirte Durchmesser 2a', 26', 2c' ersetzt. 

Zusatz (1). Bezeichnet man die Richtungscosinus dieser conjugirten Durchmesser, 
bezogen auf die Hauptaxen, mit 

er, ß, r, «', ß\ /; er", ß'\ /', 

so sind dieselben durch die neun Gleichungen bestimmt: 

^ 6«' ^ c« "~ c'* ' 



tt* ß^ Y^ 1 
a« ^ fc« ^ c'^ o'« ' 




«'* p /> 1 

flU + JS + c» i'S' 




a* ^ t* ^ c« 




««" ßß" rr" n 




«* 1- /** + r* — 


1, 


«'» + ^'2 + y'» 1, 


«"« 4- ß' 



ß'ß" , r'/, _ 



•T j_ r'y" 

b* ' c* 
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Zusatz (2). Die Summe der Quadrate dreier conjugirten Durchmesser eines Ellipsoids 
ist also eonstant. 

Eine Menge metrischer Sätze über constante Summen findet man bei Sälmon-Fiedler (Anal. 
G. d. R. Bd. I, art. 92—107). 

3. Eine übersichtliche Eintheilung lässt sich auf die kanonische Form der Plächen- 
gleichung und auf die Betrachtung der unendlich fernen Ebene gründen (Kleins Vorles. 1890). 
Betrachtet man nur reelle Coefficienten, so kann die kanonische Form eine der drei Gestalten 
annehmen (s. oben V, 4.): 

(a) x] + xl + xl + xl = 0. 

Die Fläche heisst nulltheilig und hat keine reellen Punkte. , 

(b) x] + x\ ■^x\ — x\ = 0. 

Die Fläche heisst oval und ist ein 

reelles EUipsoid, wenn sie die unendlich ferne Ebene in imaginären Punkten trifft, 

zweischaliges Hyperboloid, wenn sie die unendlich ferne Ebene in reellen Punkten trifft, 

elliptisches Paraboloid, wenn sie die unendlich ferne Ebene in zusammenfallenden 
Punkten trifft, also berührt. 

(c) x\ + o^^-x\-:i?, = 0. 

Die Fläche heisst ringförmig und ist ein 

einschaliges Hyperboloid, wenn sie die unendlich ferne Ebene in einem eigentlichen 
Kegelschnitte schneidet, 

hyperbolisches Paraboloid, wenn sie die unendlich ferne Ebene in einem zerfallenden 
Kegelschnitte schneidet. 

Zusatz. Diese Benennungen werden besonders anschaulich, wenn man sich die unend- 
lichen Fächer im Unendlichen zusammenhängend denkt. 



B. Kennzeicheu der Flächen zweiten Grades. 

Vorbemerkung. Diesen Gegenstand findet man ausführlich behandelt in Gunddfinger' ^ 
n. Supplem. zu Hessens Vorlesungen. 

4. Das Kennzeichen der Mittelpunktsflächen ergibt sich aus der oben (V, 3.) erwähnten 
Determinante J, Ist nämlich 

J = X^ +pX'^ + qX + r, 

so ist keine Wurzel X = und die Fläche hat einen bestimmten Mittelpunkt. Ist aber 

so ist eine Wurzel k — und die Fläche hat keinen bestimmten Mittelpunkt. Denn für A = geht 
J=^0 über in A^^ = (vergl. oben m, 9. (c)). 

Haben nun die drei Wurzeln X gleiche Zeichen, so ist die Fläche ein EUipsoid oder ein 
imaginärer Kegel; haben sie verschiedene Zeichen, so ist sie ein Hyperboloid oder 
reeller Kegel. 

Das Kriterium des Kegels ist A = (s. IV, 2.). 

Zusatz. Die Vorzeichen der Wurzeln X ergeben sich aus der De^mr^^^ sehen Zeichenregel. 
Haben nämlich alle Glieder in J gleiche oder abwechselnd verschiedene Vorzeichen, so haben alle 
Wurzeln X gleiche Zeichen, im entgegengesetzten Falle verschiedene. 
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5. Der Mittelpunkt liegt im Unendlichen, wenn die drei Mittelpunktsgleichungen (oben 

m, 9. (W) 

rix) = 0, f{y) = 0, f'{z) = 

für X, y, e einen Werth oo liefern. 

Haben die beiden von Null verschiedenen Wurzeln l gleiche Zeichen, so ist die Fläche 
ein elliptisches Paraboloid; haben sie verschiedene Zeichen, so ist sie ein hyperbolisches 
Paraboloid. 

6. Unendlich viele Mittelpunkte sind vorhanden, wenn die Mittelpunktsgleichungen 

r(x) = 0, f(y) = 0, f'(z) = 

für eine oder mehrere der Coordinaten x, y, jsf den unbestimmten Werth : liefern. 

Schneiden sich die drei durch die Mittelpunktsgleichungen dargestellten Ebenen in einer 
Geraden oder fallen zwei dieser Ebenen zusammen, so ist die Fläche ein System zweier sich 
schneidenden Ebenen oder ein Cylinder, und zwar ein elliptischer, wenn die beiden Wurzeln A 
gleiche Zeichen haben, und ein hyperbolischer, wenn sie verschiedene Zeichen haben. 

Sind jene drei Ebenen parallel, so sind wieder zwei Wurzeln k = und die Fläche ist ein 
parabolischer Cylinder. 

Fallen aber die drei Ebenen in eine zusammen, so sind zwei Wurzeln 1 = und die Fläche 
ist ein System paralleler Ebenen. 

Zusatz. Die besonderen Eigenschaften der einzelnen oben eingetheilten Flächen finden 
sich in allen Lehrbüchern der Georiietrie, zum Beispiel bei Sdnion-Fiedler (Bd. I, Kap. VI), in Hessens 
Vorlesungen (Leipzig, 1861), in dem Traitö de G6om. (1879, P. II) von Rouche und Comherousse, in 
Bdtzers Anal. Geom. (Leipzig, 1882. Kap. XI), in Clebsch-Lindemanns Vorles. (H, 1891, S. 147—196). 



VIL Hauptstück. 

Besondere Arten von Flächen zweiten Grades. 

Vorbemerkung. Zu den besonderen Arten können auch die ausgearteten Flächen 
gerechnet werden, die oben (S. 336) behandelt wurden. 

A. Umdrehungsflächen. 

1. Da die cubische Gleichung J=0 (s. oben V, 3.) immer reelle Wurzeln hat, so besitzt 
eine Fläche zweiten Grades im Allgemeinen drei reelle Hauptaxen. Werden zwei dieser Haupt- 
axen einander gleich, so heisst die Fläche Umdrehungsfläche. Dies erfordert die algebraische 
Bedingung, dass die Gleichung J = zwei gleiche Wurzeln habe, oder was nach Hesse (26. Vorles.) 
auf dasselbe hinauskommt, dass die oben (V, 3.) definirten Grössen a^ = a^^ «3 alle einander 
gleich seien. 

Zusatz (1). Die Doppelwurzel hat den Werth: 

A — a — Uli - — "22 "~" I — "33 ~ 

«25 "18 "12 

Zusatz (2). Aus den Ausdrücken für die B (oben V, 3.) erkennt man, dass jetzt, wo zum 
Beispiel X^z= X^ := — a^ ist, auch zwei der JB unbestimmt werden, nämlich 
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während B^ bestimmt bleibt. Es bleiben also auch die Substitutionscoefficienten a', b\ c* bestimmt, 
während a", V\ c" und a"\ h"\ c'" unbestimmt sind. Diese Coefficienten sind aber nach Seite 72 
die Richtungscosinus der neuen Axen zu den früheren. Es hat also nur eine der drei Hauptaxen 
eine bestimmte Richtimg, die Umdrehungsaxe. 

Zusatz (3). Dieselbe Bedingung für Umdrehungsflächen kann man aus der geometrischen 
Betrachtung ableiten, dass alle Schnittcurven parallel einer der Hauptebenen Kreise sein müssen 
(oben n, 7.). 

Zusatz (4). Von den Umdrehungsflächen waren vor Uukr die folgenden bekannt: Archimedes 
(Oeuvres, par F. Feyrard, Paris, 1808, t. I, p. 207) spricht von dem verlängerten und abgeplatteten 
„Sphäroid", das durch Umdrehung einer Ellipse entsteht, und von dem parabolischen oder hyper- 
bolischen „Conoid", das durch Umdrehung einer Parabel oder Hyperbel entsteht. 

Wren (Phil. Trans. 1669, p. 961) behandelte das einschalige Umdrehungshyperboloid unter 
dem Namen „Cylindroid". 

2. Besondere Fälle von Umdrehungsfläehen sind die folgenden: 

(a) Sind alle « = 0, so wird der Halbmesser des zur Umdrehungsaxe senkrechten ebenen 
Schnittes unendlich gross und der Kreisschnitt wird eine gerade Linie. Die Umdrehungsfläche 
artet in diesem Falle in einen parabolischen Cylinder aus. 

(b) Sollen alle drei Wurzeln k einander gleich, also die Fläche eine Kugel sein, so 
ist ausser 

«1 = «2 — «3 » auch ß^z=z ß^zzz ß^ = 0. 

Das bringt folgende w^eitere Bedingungen mit sich: 

^11 ^^ ^22 ^^^ ^33» ^12 ^^ ^13 ^^^ ^3 ^^^ 0. 

Die drei Wurzeln X sind in diesem Falle sämmtlich gleich — a, die drei Hauptaxen sind 
der Richtung nach völlig unbestimmt und alle ebenen Schnitte sind Kreise. 

Zusatz. Die Grundeigenschaften der Kugel w^aren schon in den ältesten Zeiten bekannt. 
Nach Ptolemaeus hatte schon Hipparch den Inhalt der Sonnenkugel berechnet, allerdings zu klein, 
weil er deren Parallaxe zu gross schätzte. 

Die Geometrie auf der Kugel w^ar mit der Erd- und Himmelskunde unzertrennlich ver- 
bunden. Man hat über dieselbe eine Reihe von Aufsätzen von Lexd in den Acta Petrop. aus 
den Jahren 1781—1782. Hierher gehören auch alle oben (E, 9.) über sphärische Kegelschnitte 
angeführten Schriften. Man vergleiche Cliasles (A. H. p. 235—240) und Baltzer (Elemente, 1878, 
Bd. II, S. 164). 

Eine synthetische Geometrie der Kugeln und Kugelsysteme verdankt man Beye (Leipzig, 1879). 

Dass die Kugel unter allen Körpern gleichen Inhalts die kleinste Oberfläche habe, wurde 
streng bewiesen von Schwarz (Math. Abh. Bd. H, S. 327 ff.). Die Kugelgeometrie von Lie wurde 
oben (S. 35) erwähnt. 

B. Geradlinige Flächen. 

Vorbemerkung (1). Die geraden Linien auf dem einschaligen Umdrehungshyperboloid 
oder dem „Cylindroid" wurden von Wren entdeckt (s. oben 1.) und die doppelte Schaar von gerad- 
linigen Erzeugenden auf dem einschaligen Hyperboloid und dem hyperbolischen Paraboloid von 
Monge und Hacliette (J. de l'^c. Pol. cah. 1, 1794, p. 5; vergl. Chasles A. H. p. 241). 

Vorbemerkung (2). Die reellen Flächen zweiten Grades können sämmtlich geradlinig 
genannt werden. Sie zerfallen aber als solche in drei Arten, je nachdem die zwei Systeme von 
erzeugenden Geraden reell und verschieden, reell und zusammenfallend oder imaginär (mit reellem 
Schnittpunkte) sind (vergl. oben S. 112 und Cre^nond's Grundzüge, no. 25). Die erste Art hat nur 
hyperbolische Punkte, die zweite nur parabolische und die dritte nur elliptische (vergl, 
Fiedler, Darst. Geom. Bd. II, § 30). 

Hier soll nur die erste Art von Flächen besprochen werden. 
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3. Die Gleichung des einschaligen Hyperboloids lässt sich durch vier Ebenen dar- 
stellen, deren Durchschnittslinien zunächst zwei Paare von Geraden liefern, welche vollständig auf 
der Fläche liegen: 

Dieser Gleichung wird genügt durch die beiden Scharen von geraden Durchschnittslinien 
der projekti vischen Ebenenbüschel: 

(O^ z= XöJg » ^«3 = 0)4, 
0)^ = icü4 , AcÖ3 ^= £»2 . 

Zusatz (1). Diese beiden Scharen von Geraden werden unterschieden als Linien der 
ersten und der zweiten Erzeugung (Plücker, N. G. no. 100) oder als Direktricen und 
Generatricen (Gremma, Grundztige, no. 24). Ihre Pararaeterdarstellung ergibt sich unmittelbar 
aus diesen Gleichungen. 

Zusatz (2). Die beiden Scharen haben die Eigenschaft, dass zwei Gerade derselben 
Schar sich nie schneiden, dass aber zwei Gerade verschiedener Scharen sich immer schneiden 
und dass drei Gerade derselben Schar nie derselben Ebene parallel sind. 

Je zwei sich schneidende Gerade der Fläche liegen in der Bertihrungsebene des 
Schnittpunktes. Dieser Schnittpunkt rückt in's Unendliche oder die Geraden werden parallel, 
wenn die Berührungsebene durch den Flächenmittelpunkt geht. Während also eine Erzeugende 
die Fläche beschreibt, umhüllt die durch diese Erzeugende und den Mittelpunkt gehende Ebene 
den Asymptotenkegel (Steiner, CreUe's J. Bd. 2, 1827, S. 268 ff.). Eine Reihe neuer Sätze über die 
Erzeugenden dieser Fläche \vurde von Chasles (Liouviüe's J. t. 4, 1839, p. 348) veröffentlicht. 

Zusatz (3). Je zwei Linien der einen Erzeugung bilden mit je zwei Linien der anderen 
ein der Fläche aufgeschriebenes windschiefes Viereck. Die beiden Diagonalen dieses Vierecks 
ergänzen dasselbe zu einem Tetraeder und sind conjugirte Polarlinien der Fläche. Man vergleiche 
Plücker's N. G. (no. 108), wo sich noch mehrere Sätze über aufgeschriebene Sechsecke finden. 

Zusatz (4). Die Erzeugung dieser Fläche kann durch eine bewegliche Gerade geschehen, 
welche drei beliebig im Räume gegebene Geraden (die sich also weder schneiden, noch derselben 
Ebene parallel sind) fortwährend trifft. 

4. Die Gleichung des hyperbolischen Paraboloids lässt sich durch drei Ebenen dar- 
stellen, deren Durchschnittslinien zunächst ein Paar von Geraden liefern, welche vollständig auf 
der Fläche liegen: 

Dieser Gleichung wird genügt durch die beiden Scharen von geraden Durchschnittslinien 
der projektivischen Ebenenbüschel: 

Zusatz (1). Die beiden Scharen von Erzeugenden werden unterschieden, wie beim ein- 
schaligen Hyperboloid (3,). 

Sie haben die Eigenschaft, dass zwei Gerade derselben Schar sich nie schneiden, dass 
aber zwei Gerade verschiedener Scharen sich immer schneiden und dass sämmtliche Gerade jeder 
Schar ein und derselben Ebene parallel sind. 

Je zwei sich schneidende Gerade der Fläche liegen in der Berührungsebene des 
Schnittpunktes. 

Zusatz (2). Die Erzeugung dieser Fläche geschieht durch eine bewegliche Gerade, 
welche drei beliebige, aber einer Ebene parallele Gerade fortwährend trifft, oder durch eine 
Gerade, welche zwei beliebige Gerade fortwährend schneidet, dabei aber einer Ebene parallel bleibt. 

Daraus erhellt, dass diese Linienfläche als Grenzfall der vorhergehenden angesehen 
werden kann, indem eine der vier Ebenen u) ins Unendliche rückt. 

44 
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VIIL Hauptstück. 

Brennpunkte und Brennlinien. 

Vorbemerkung, lieber die Kenntniss der Brennpunkte bei den Griechen und ihre Be- 
nennung durch Kepler, sowie über ihre projektivische Definition durch Poncelet und Plücker findet 
man geschichtliche Angaben oben S. 185—186. 

1. Die linearen Excentricitäten und Hauptbrennpunkte der Flächen zweiten Grades 
sind identisch mit denjenigen ihrer Hauptschnitte. Ihre Definitionen und Construktionen ergeben 
sich demnach unmittelbar aus den Sätzen über Kegelschnitte, S. 225—228. Eine Fläche zweiten 
Grades hat also im Allgemeinen zwölf Hauptbrennpunkte, von denen immer sechs imaginär sind. 

Die allgemeine projektivische Definition der Brennpunkte wird xonSalman (Anal. G. 
d. R. Bd. I, art. 145—146) dahin ausgesprochen, dass ein Brennpunkt einer Fläche zweiten Grades 
als unendlich kleine Kugel zu betrachten ist, welche mit der Fläche (tiberall, wo sie dieselbe 
trifft) eine doppelte Berührung eingeht, oder auch, was auf dasselbe hinauskommt, als Scheitel 
eines Kegels, welcher durch den unendlich fernen Kugelkreis geht und mit der Fläche eine 
doppelte Berührung besitzt. 

2. Die Brennpunktgleichung der Flächen zweiten Grades ist nach dieser Definition: 

wo ?, iy, C die Coordinaten eines beliebigen Brennpunktes und L, M lineare Funktionen von x, y, z 
sind. Die Ebenen L = 0, -Jf = sind Kreisschnittebenen, ihre Schnittlinie ist also einer der drei 
Hauptaxen parallel. 

Zusatz (1). Man kann zwei Klassen von Brennpunkten unterscheiden, je nachdem 
diese beiden Ebenen reell oder imaginär sind, das heisst, je nachdem ihre Schnittlinie parallel ist 
der Schnittlinie der reellen Centralkreisschnitte oder einer anderen Hauptaxe. 

Zusatz (2). Fiedler {Salmons Anal. G. d. R. Bd. I, art. 153) verweist in Betreff zweier Sätze 
über die Entfernung der Flächenpunkte von den Brennpunkten auf Mac-CnUagh (R. I. Proc. vol. 2, 
1844, p. 446) und C/uisles (A. H. Note 31). 

3. Brennlinien einer Fläche zweiten Grades sind die continuirliche Folge von Brenn- 
punkten, oder auch die Grenzcurven eines confocalen Systems, welches sich aus der Fläche mittelst 
eines veränderlichen Parameters bilden lässt. In jeder der drei Hauptebenen liegt eine Brenn- 
linie und diese ist mit dem entsprechenden Hauptschnitte confocal. 

Beispiele solcher Brennlinien findet man oben S. 82 und 87. 

Zusatz (1). Jeder Punkt (?, iy, J) einer Brennlinie hat zu der oben (2.) betrachteten Schnitt- 
linie L = M=0 die folgenden Beziehungen : 

(«) Eine durch diese Schnittlinie und den Punkt (?, iy, f) gelegte Ebene schneidet die Fläche 
in einem Kegelschnitte, welcher die Schnittlinie zur Direktrix und den Punkt zum Brennpunkt 
hat. Die Direktrix steht senkrecht zur Ebene der Brennlinie. 

(ß) Der Fusspunkt dieser Direktrix ist der Pol der Tangente der Brennlinie in dem 
zugehörigen Punkte in Bezug auf den Hauptschnitt der Fläche. Der Ort dieser Fusspunkte ist 
also wieder ein Kegelschnitt, der zur Brennlinie reciprok ist. 

(y) Die Verbindungslinie des Fusspunktes einer Direktrix mit dem entsprechenden Punkte 
der Brennlinie ist eine Normale dieser Curve. 

Zusatz (2). Diese Brennlinien sollen zuerst von Dupin behandelt worden sein [BaUeer, 
A. G. p. 528). Sie sind nicht zu verw^echseln mit den von Quäelet besprochenen kaustischen Linien. 

Die Untersuchung der Brennlinien für die einzelnen Flächen zweiten Grades findet man 
ausführlich bei Cliasles (A. H. p. 384—399), wo dieselben excenti'ische Kegelschnitte genannt werden, 
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und in Salmon-Fiedlers Anal. G. d. R. (Bd. I, art. 148—152), wo sie Pocalkegelschnitte heissen, 
nebst einigen Eigenschaften dieser Flächen m Bezug auf ihre Brennpunkte (in art. 153—155). 

Zusatz (3). Plächensysteme zweiter Ordnung mit gemeinschaftlichen Brennlinien 
oder confocale Plächensysteme zweiter Ordnung wurden behandelt von Maclaurin (vergl. Chasles, 
A. H. p. 164—170), von Binet (J. de F^c. PoLcah. 16, 1813, p. 59, und Lioumlle's J. t. 2, 1837, p. 248) 
und Lame (vergl. oben S. 82). Letzterer bezeichnet diese Plächensysteme als homofocal. 

Das merkw^ürdigste dieser Systeme, bestehend aus Ellipsoiden und Hyperboloiden, ist 
oben (S. 82—84) angedeutet und findet sich ausführlich in Salmm-Fiedler's Anal. G. d. R. Bd. I. 
Daselbst sind viele Sätze zusammengestellt, namentlich über die Hauptaxen der Centralkegelschnitte 
(art. 163—164), über die Eigenschaften der Berührungsebenen, ihre Entfernungen vom Mittelpunkt 
und den Ort ihrer Pole (art. 166—168), ferner über die Berührungskegel und ihre Hauptaxen 
(art. 169—176), über die Brennlinienkegel (mit beliebigen Scheiteln) als Grenzfälle derselben, mit 
mehreren Beispielen und Ven\-eisungen auf Chasles und Jacöbi, und endlich über die Eigenschaften 
der Normalen und Sehnen (art. 177—183) der confocalen Plächen. 

Diese Plächen werden auch als besondere Pälle von Plächen betrachtet, welche in eine 
gemeinschaftliche (reelle oder imaginäre) Abwickelbare eingehüllt sind (art. 220—222). 

Zusatz (4). Auf diese Pocalkegelschnitte gründet sich die Padencons-truktion des 
EUipsoids von Staude (Math. Ann. Bd. 20, 1882, S. 147). 



IX. Hauptstück. 

Abgekürzte Bezeichnung. 

Vorbemerkung. Ueber die Entstehung und den Nutzen der abgekürzten Bezeichnung 
vergleiche man die Vorbemerkungen oben S. 228. 

Die Vortheile dieser Bezeichnung würden bei Plächen wohl noch deutlicher hervortreten, 
als bei Curven. Doch scheinen die Anwendungen auf Plächen selbst des zweiten Grades in den 
Lehrbüchern noch spärlich zu sein. Man findet Einiges darüber bei Salmon-Fiedler (Anal. G. d. R. 
Bd. I, art. 109 ff., 137 ff. und 141 ff.). 

1. Mehrere Anwendungen dieser abgekürzten Bezeichnung findet man oben (HI, 11.) bei 
der Darstellung von ähnlichen und ähnlich liegenden Plächen durch die Gleichungen: 

5=0, S + kp = 0; 

ebenso bei der Darstellung der geradlinigen Plächen (oben VE, 3. und 4.) durch die Gleichungen: 

0)^0)3 = 0)2(04 U^^ (<>i(«>2 =^ ^> 

oder durch die Gleichungen ihrer erzeugenden projekti vischen Ebenenbüschel. 

Zusatz. Daselbst wurde p als lineare Punktion der Coordinaten bezeichnet, und ist also 
nicht zu verwechseln mit der vierten homogenen Coordinate. 

2. Sind j?, g, . . . lineare und 5, S' . . . quadratische Punktionen in Punktcoordinaten 
und bedeuten die griechischen Buchstaben x, A . . . Constanten, so bezeichnet 

S= xpq 

einen Plächenbüschel zweiter Ordnung, für welchen die gemeinschaftliche Durchschnittscurve 

vierter Ordnung in die zwei Kegelschnitte zerfällt, in welchen S = von den beiden 

Ebenen p = 0, q = geschnitten wird. 

44* 
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Fallen diese beiden Ebenen zusammen, ist also der Büschel dargestellt durch S = xp^, so 
haben alle diese Flächen mit 5=0 in dem Doppelkegelschnitt i? = eine Berührung, das heisst, 
S = wird von jeder Fläche des Büschels in diesem Kegelschnitt umhüllt. 

Zusatz (1). Hat ein Punkt der Schnittlinie p^^O, q = in Bezug auf die Fläche 5=0 
die Polarebene P=0, so hat er dieselbe auch in Bezug auf den ganzen Büschel S + xpq = 0, 

Zusatz (2). Die beiden Flächen S+pq = 0, S+pr = schneiden die Fläche 5=0 in 
der gemeinschaftlichen Ebene i? = 0, und ausserdem bezüglich in den Ebenen q~0 und r = 0. 
Ueberdies schneiden sie sich noch in der Ebene q — r = 0, welche von den beiden vorher genannten 
Ebenen in derselben Geraden geschnitten wird. 

Bedeutet also 5 = eine Kugel, so sind die Ebenen j? = 0, q = die Ebenen von Kreis- 
schnitten der Fläche zweiter Ordnung S+pq=:0 und die Gerade p=iq=:0 ist daher einer 
Hauptaxe der Fläche parallel. 

Zusatz (3). Fällt die Ebene i? =-- in's Unendliche, so kann man sie symbolisch durch 
X =r bezeichnen und die Flächen 

5 = 0, S + xq = 0, 5 + xr = 

sind ähnlich und ähnlich liegend (s. oben 1.). 

Je zwei ähnliche und ähnlich liegende Flächen zweiter Ordnung haben also zwei ebene 
Durchschnitte, einen im Unendlichen und einen im Endlichen. Je drei solcher Flächen schneiden 
sich in drei Ebenen mit gemeinschaftlicher Durchschnittslinie; und je vier solcher Flächen schneiden 
sich in sechs Ebenen mit gemeinschaftlichem Durchschnittspunkt. 

Zusatz (4). Zwei Flächen mit den Gleichungen 

S +p^ = 0, 5 + 2« = 0, 
welche also von der Fläche 5=0 umhüllt werden, schneiden sich in den Ebenen {p + q){p- q) = 0. 

3. Die Gleichung ap^ + hq^ + cr^ + ds^ — 0, worin p, q, r, s lineare Funktionen der Punkt- 
coordinaten sind, stellt eine Fläche zweiter Ordnung von der Art dar, dass die vier Ebenen 
2) = 0, g' = 0, r = 0, 5 = ein Tetraeder harmonischer Polaren bilden. 

Zusatz (1). Es müssen sich also zwei Flächen, welche diese vier Ebenen zum gemein- 
schaftlichen Polarvierflach haben, darstellen lassen wie folgt: 

ap^ + hq^ + cr^ + ds^ = 0, 
a'p^ + Vq^ f c'r^ + d's^ = 0. 

Diese Gleichungsform ist oben (V, 4. S. 340) als die kanonische bezeichnet worden. 

Zusatz (2). In ähnlicher Weise kann man Polarfünfflache, Polarsechsflache u. s. w. zu 

Grunde legen. Diese Beziehungen wurden von P. Serret (G^omötrie de direction, Paris, 1869) 
untersucht. 
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XII. Absclmitt. 

Die Flächen dritten Grades. 

{Sdtnon-Fiedler, A. Geom. d. R., Bd. 11, Kap. V; Cremond's Grundztige, III; Sturm, Synthet. Unters.; 

Reye, G. d. L. H.) 



Vorbemerkung (1). Ausser den oben angeführten Lehrbüchern gibt es in den Zeit- 
schriften eine Reihe von Abhandlungen, welche über Flächen dritter Ordnung handeln, und noch 
einer einheitlichen Bearbeitung harren. Die folgenden mögen hier Erwähnung finden. 

(a) Die ersten Arbeiten findet man im Cambridge and Dublin Math. J., von Cayley (vol. 4, 
1849, p. 118), Salmm (ib. p. 252) und Sylvester (vol. 6, 1851. p. 198). 

(ß) Einzelne Aufsätze hat man in Tortolims Ann. von Briosehi (t. 6, 1855, p. 374), in den Compt. 
Rend. von Sylvester (t. 52, 1861, p. 977), im Quart. J. of. Math, von Scldäfli (vol. 2. p. 55 und 110). 

(;') Grössere Abhandlungen sind in den Phil. Trans, von Salmon (vol. 150, 1860, p. 229), 
von Scldäfli (vol. 153, 1863, p. 193) und von Cayley (vol. 159, 1869, p. 231). 

((J) Grellen Journal brachte Untersuchungen von Grasstnan (Bd. 49, 1855, S. 47), Steiner 
(Bd. 53, 1857), Schröter (Bd. 62, 1863, S. 265), Glebsch (Bd. 65, 1865, S. 359), Sturm (Bd. 88, 1880, 
S. 213, als Nachtrag zu seinem Buche), Schur (Bd. 95, 1883, S. 207) u. A. 

(e) In den Math. Ann. finden sich Forschungen von Geiser (Bd. 1, 1869, S. 129), Clebsch 
(Bd. 1, 1869, S. 253), Klein (Bd. 6, 1873, S. 551). Zeuthen (Bd. 8, 1875, S. 1), Cremona (Bd. 13, 1878, 
S. 301), Bodenherg (Bd. 14, 1879, S. 46), TJneme (Bd. 28, 1887, S. 133) u. A. 

(^) Endlich hat man no»h besondere Schriften von August: Disquisitiones de Superficiebus 
tertii Ordinis (Berolini, 1862), F, Meyer: Apolarität und rationale Curven (Tübingen, 1883), und 
Herting: Ueber die gestaltlichen Verhältnisse der Flächen dritter Ordnung und ihrer parabolischen 
Curven (Augsburg, 1887). 

Vorbemerkung (2). Die Ueberschrift dieses Abschnittes soll, wie oben (S. 231) bei den 
Curven dritten Grades, andeuten, dass derselbe seiner Anlage nach die Flächen dritter Ordnung 
und dritter Klasse umfassen sollte. 

Das Wenige, was über Flächen dritter Kasse bis jetzt bekannt ist, findet man bei ScHmon- 
Fiedler (art 493). Ueber die Behandlung der Reciprokalflächen überhaupt sagt Cayley (Grellen J. 
Bd. 34, 1847, S. 39), dass dieser Gegenstand noch in vollständiger Dunkelheit schwebe. 

Vorbemerkung (3). Die Gleichungsform der cubischen Fläche stellt, homogen gemacht, 
eine quaternäre Form dar. Ueber die Invarianten und Covarianten dieses Gebietes ist aber, 
namentlich in geometrischer Beziehung, noch kaum etwas bekannt. Einige dieser zahlreichen 
Formen für Grundflächen dritter Ordnung wurden von Salmon (Phil. Trans, vol. 150, 1860, p. 229) 
aufgestellt und finden sich in seinem Werke (Salmon -Fiedler, Bd. 11. art. 317—324). 

Vorbemerkung (4). Modelle verschiedener Art (Faden-, Scheiben- und Gypsmodelle) 
dieser Flächen wurden ausgeführt von Wiener und Bodenherg, 
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I. Hauptstftck. 

Allgemeine Eigenschaften. 

A. Die allg^emeine Gleichung^sform. 

1. Die allgemeine Gleichung einer Fläche wten Grades hat 

N(n) = V6w(n2 + 6n+ 11) 

unabhängige Coefficienten (s. oben S. 278), also diejenige einer cubischen Fläche neunzehn. 

Man kann dieselbe in symbolischer Gestalt schreiben wie folgt (vergl. Synopsis, Bd. I, S. 230) : 

f{xi, x^, x^, x^) = (a^Xj^ + 0^X2 + a^x^ + a^Xiy^al=0, 

Zusatz. Die Fläche dritten Grades hat zwei Ausartungen, für welche das Gleichungs- 
polynom in zwei oder drei rationale Faktoren zerfällt. Sie kann in das System zweier Gebilde 
vom zweiten und ersten Grade zerfallen oder in das System dreier Gebilde ersten Grades. Die 
allgemeine Fläche und ihre Ausartungen lassen sich demnach durch die drei Symbole darstellen: 

(3), (2, 1), (1, 1, 1). 

2. Eine Fläche dritter Ordnung ist im Allgemeinen von der zwölften Klasse und eine 
Fläche dritter Klasse von der zwölften Ordnung {Steiner, Werke, Bd. n, S. 658, Anmerkung). 

Zusatz (1). Nach Salmon (Bd. n, art. 493) lässt sich die Gleichung einer Fläche dritter 
Klasse in Punktcoordinaten auf die Gestalt bringen : S^ = T*, wo S und T invariante Formen 
bezüglich von der vierten und sechsten Ordnung sind. 

Zusatz (2). Von derselben Klassenzahl, wie die Fläche dritter Ordnung, ist auch ihr 
Berührungskegel; er ist nämlich zwölfter Klasse, aber sechster Ordnung, und besitzt 6 Rtickkehr- 
kanten, 24 stationäre und 27 doppelte Berührungsebenen. 

Zusatz (3). Die Charakteristiken und Singularitäten der Flächen dritter Ordnung und 
dritter Klasse sind, wie diejenigen der Flächen überhaupt (s. oben S. 288), noch nicht vollständig 
erforscht. Einige Zahlenangaben darüber findet man bei Salmon-Fiedler (Bd. 11, art. 512 und 516) 
und in einem längeren Aufsatze Scfdäfli's (Phil. Trans, vol. 153, p. 193 ss.) über die Eintheilung 
der Flächen. An letzterer Stelle wird gezeigt, dass die Klassenzahl einer Fläche dritter Ordnung 
auf alle Zahlen von 10 bis 3 herabsinken kann. 

B. Die kanonische Darstellung:. 

3. Die Pentaederdarstellung. 

Jede Fläche dritten Grades lässt sich eindeutig durch fünf lineare Funktionen J., , . , E 

ausdrücken wie folgt: 

aÄ^ + hB^ + cG^ + d2)3 + eE^ = 0, 

w^enn diese Funktionen durch die lineare Gleichung verbunden sind (vergl. Sylvester, C. and D. 
Math. J. vol. 6, 1851, p. 198): 

A + B + C+ D + J5r=r0. 

Zusatz (1). Stellen die Gleichungen ^ = 0, B = 0, ... fünf Ebenen dar, so bilden diese 
letzteren Sylvester'^ Pentaeder der Hesse ^oh^n Fläche (s. unten EI, 3.). Daher der Name dies.er 
Darstellung. Das Pentaeder ist immer reell, wenn die Fläche 27 reelle Geraden besitzt. 

Die Hesse ^Q^hQ Fläche lässt sich bei dieser Darstellung folgendermassen ausdrücken: 



aA ' hß ' cC ' dl) ' eE 
Zusatz (2). F. Meyer (Apolarität . . . oben S. 349) hat gezeigt, dass die Darstellung der 
quaternären cubischen Form als Summe von fünf Guben äquivalent ist mit der Darstellung der 
binären Form neunter Ordnung als Summe von fünf neunten Potenzen. 
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Zusatz (3). Der besondere Fall, wo c = d = e ist, wurde von Cayley behandelt (Phil. Mag. 
vol. 27, 1864; Papers, vol. V, p. 138) und der noch speciellere Fall, wo alle fünf Coefficienten 
a= .,. = e sind, von Clebsch (Math. Ann. Bd. 4, 1871, S. 331 ff.). 

Diese Fläche mit der Gleichung JS^l = 0, wo r von 1 bis 5 geht, wird von Clebsch 
„Diagonalfläche" genannt, weil sie die Diagonalen des Coordinatenpentaeders enthält, das heisst, 
„die 15 Diagonalen der Vierseite, welche auf jeder Fläche des Pentaeders durch die vier anderen 
Flächen ausgeschnitten werden". Es sind also von den 27 Geraden dieser Fläche 15 von vorn- 
herein bekannt. 

Von diesen 15 Geraden bilden nach Clebsch fünfmal 3 ein Dreieck (die Pentaederflächen), 
und zehnmal 3 gehen durch einen Punkt (die Pentaederecken). Die übrigen 12 Geraden bilden 
eine Doppelsechs. 

Klein (Math. Ann. Bd. 6, 1873, S. 567 ff.) hat diese Fläche beschrieben und insbesondere gezeigt, 
dass dieselbe, abgesehen von den 10 Pentaederpunkten, tiberall hyperbolisch gekrtimmt ist. 

Die Fläche spielt bei der Auflösung der Gleichungen 5. Grades eine Rolle (Synopsis, 
Bd. I, S. 339). 

4. Die Hexaederdarstellung. Nach Cremma (Math. Ann. Bd. 13, 1878, S. 301) lässt 
sich jede Fläche dritten Grades durch sechs lineare Funktionen darstellen wie folgt: 

:?^ = 0, (r=:l, ... 6), 

wenn diese Funktionen durch die lineare Gleichung verbunden sind : ^Xr = 0. 

Zusatz (1). Stellen die linearen Gleichungen Xr=^0 sechs Ebenen dar, so bilden diese 
letzteren ein Polarsechsflach der cubischen Fläche, so genannt, weil seine zehn Paare von Gegen- 
ecken reciproke Pole oder entsprechende Punkte der ITe^^e'schen Fläche sind (s. unten EI, 4. (c)). 

Die Fläche hat =15 dreifache Berührungsebenen: Xr + x, = 0. Dieselben bilden 

10 Paare conjugirter Trieder, mit den Scheiteln in 20 Ecken des Hexaeders. Es gibt für jede 
Fläche 36 solcher Hexaeder, entsprechend den 36 Doppelsechsen der 27 Geraden (s. unten H, 2. (c)). 

Zusatz (2). Der Zusammenhang zwischen der Pentaeder- und Hexaederdarstellung soll von 
Beltrami (1879) genauer untersucht worden sein (vergl. Salmon-Fiedler, Bd. H, art. 311) und tritt in 
F. Meyers „Apolarität etc." (Tübingen, 1883) sehr deutlich hervor. 

Zusatz (3). Die Darstellung der Flächengleichung durch sechs lineare Formen kann auch 
auf folgende Weise geschehen {SchU'tfli Phil. Trans, vol. 153, p. 196): 

ÄCE=BDF, 
und zwar auf 120 verschiedene Arten, entsprechend den 120 Doppeltriedern Steiners (s. unten H, 2. (b)). 



C. Erzeug^ung: und Abbildung:. 

Vorbemerkung. Die Erzeugung einer Fläche tiberhaupt kann geometrisch oder 
mechanisch sein. Von beiden Arten gibt es bei Flächen dritter Ordnung mehrere Methoden. 

5. Von den geometrischen Erzeugungen hat man die folgenden drei Fälle: 
(a) Eine projektivische Erzeugung der Flächen dritter Ordnung ergibt sich aus zwei 
homographischen Btischeln beztiglich der ersten und zweiten Ordnung: 

Ä^ + XA\ = 0, 2?2 + AJ?; = 0. 

Die Kegelschnitte, in welchen sich die entsprehenden Ebenen und Flächen zweiter 
Ordnung schneiden, erzeugen nämlich eine Fläche dritter Ordnung: 

welche durch die Träger der beiden Btischel (Axe und Curve vierter Ordnung) geht (Steiner. 
Werke. Bd. U, S. 651). 
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Ebenso erzeugen die Kegel, welche die entsprechenden Elemente einer geraden Punktreihe 
und einer homographischen Flächenschaar zweiter Klasse umhüllen, eine Fläche dritter Klasse. 

Zusatz (1). Die erzeugenden Kegelschnitte schneiden die Axe des Ebenenbüschels in 
einer involutorischen Punktreiho. 

Zusatz (2). Die Art der Horaographie zwischen dem Ebenen- und Flächenbüschel kann 
man beispielsweise mit Steiner so bestimmen, dass der eretere die Polarebenen eines festen 
Punktes x in Bezug auf den letzteren darstellt. Dann sind die Kegelschnitte die Berührungs- 
curven der Quadriflächen mit ihren vom Punkt x aus gezogenen Berührungskegeln. 

Der Flächenbüschel enthält vier Kegel, auf welchen die genannten Kegelschnitte in 
Geradenpaare ausarten. 

Die so erzeugte Fläche dritter Ordnung geht sowohl durch die Träger der beiden Büschel, als 
auch durch die Scheitel der vier erwähnten Kegel und durch den Pol x {Cremona, Grundzüge, no. 255). 

Zusatz (3). Bei Cremona findet man ebenfalls ausführliche Untersuchungen über die 
Kegelschnitte, welche von Quadriflächen aus einer Fläche dritter Ordnung ausgeschnitten werden 
(no. 247—259), sowie über die Natur und gegenseitige Lage der beiden erzeugenden Büschel mit 
Rücksicht auf die Realität der 27 Geraden der erzeugten Fläche dritter Ordnung. 

(b) Eine zweite projektivische Erzeugung der Flächen dritter Ordnung erhält man aus 
drei homographischen Ebenen bündeln: 

A4- XA' + ^A''=-.0, B ^ XB' + fiB" = 0. C + XC + fiC' = 0, 

Die Punkte, in welchen sich je drei entsprechende Ebenen schneiden, erzeugen nämlich 
eine Fläche dritter Ordnung: 

A A' A" 

B B' B" =0, 

C C C" 1 

welche durch die Träger oder Scheitel der drei Bündel geht (Grassmann, Grellen J. Bd. 49, 1855, S. 64). 

Ebenso umhüllen die Ebenen, welche durch je drei entsprechende Elemente dreier homo- 
graphischen Punktnetze bestimmt sind, eine Fläche dritter Klasse. 

Zusatz (1). Umgekehrt kann man jede beliebige Fläche dritten Grades durch drei homo- 
graphische Grundgebilde zweiter Stufe erzeugen, und zwar auf unendlich viele Arten, indem jedes 
Element (Punkt oder Ebene) der Fläche zum Träger eines der drei erzeugenden Systeme gew^älilt 
werden kann (Cremona, no. 230). Sind diese drei Träger auf der Fläche beliebig gewählt, so sind 
noch 72 verschiedene Erzeugungsarten möglich, entsprechend den 36 Doppelsechsen der Fläche 
(Beye, G. d. L. ü, S. 224; vergl. unten ü, 2. (c)). 

Zusatz (2). Die Art der Homographie zwischen den drei Ebenenbündeln kann man, 
ähnlich wie oben in (a) Zusatz (2), so bestimmen, dass dieselben die Polarebenen der Punkte 
auf einer festen Ebene in Bezug auf drei beliebige Flächen zweiter Ordnung darstellen. 

Zusatz (3). Nicht wesentlich von der eben erwähnten Erzeugung ist diejenige durch die 
Pole einer festen Ebene in Bezug auf einen Flächenbündel zweiter Ordnung (vergl. Sturm, S. 28). 

(c) Eine dritte projektivische Erzeugung erhält man aus drei Paaren projektivischer 
Ebenenbüschel. Wenn nämlich in drei sich nicht entsprechenden Büscheln der Schnittpunkt 
dreier Ebenen irgend eine beliebige Ebene beschreibt, so erzeugt der Schnittpunkt ihrer zugeordneten 
Ebenen eine Fläche dritter Ordnung (August, Diss. inaug., Berolini, 1862). 

6. Von mechanischen Erzeugungen oder Construktionen sind die folgenden drei Fälle 
aufgestellt w^orden: 

(a) Eine Erzeugung durch neun Gerade und einen Ebenenbündel, von Steiner, Die 
neun Geraden seien derart im Räume vertheilt, dass sie die Durchschnitte zweier Trieder bilden. 
Ihre neun Schnittpunkte mit einer beliebigen E])ene des Bündels bestimmen (da sie nicht voll- 
ständig unabhängig sind) einen Curvenbüschel dritter Ordnung, aus welchem eine Curve durch den 
Scheitel des Bündels geht. Diese letztere Cuitc erzeugt die Fläche dritter Ordnung. 
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(b) Ein allgemeines Erzeugungsprincip mittelst veränderlicher Figuren, welche an feste Punkte, 
Ebenen oder Gerade gebunden sind, gibt Grassmann in dem oben erwähnten Aufsatze (Grelles J. Bd. 49, 
S. 49). Als solche Figuren erwähnt er das Trieder und die dreiseitige Doppelpyramide. 

Wenn nämlich eine Grundfläche des Trieders und die nach der Spitze gehenden Kanten 
durch feste Punkte gehen, während die Ecken der Grundfläche in festen Ebenen liegen, so beschreibt 
die Spitze eine Fläche 3. Ordnung. 

Wenn ebenso die Ecken der gemeinschaftlichen Grundfläche der Pyramide und die nach 
den beiden Spitzen gehenden Kanten von festen Geraden getroffen werden, während die eine Spitze 
auf einer Ebene bleibt, so beschreibt die andere Spitze eine Fläche 3. Ordnung. 

(c) Eine Erzeugung mittelst eines festen räumlichen Fünfseits und eines Ebenen- 
büschels wurde von A/folter aufgestellt (Grunerfs Archiv, Bd. 56, 1874, S. 113). Das Fünfseit trifft 
nämlich jede Ebene des Büschels in fünf Punkten, welche einen Kegelschnitt bestimmen, und diese 
Schar von Kegelschnitten, zusammen mit der Axe des Büschels, erzeugen die Fläche dritter Ordnung. 

7. Die ebene Abbildung der Flächen dritter Ordnung geschieht am einfachsten durch 
Projektion. 

(a) Drei solcher Abbildungen sind schon oben (S. 46—47) erwähnt worden, eine von Cremona, 
der mehr analytisch zu Wege ging, und zwei von Clchsch durch projektivische Beziehungen. 

Die erstere dieser projektivischen Abbildungen stützt sich auf zwei feste Leitlinien und 
einen festen Punkt, alle drei der Fläche angehörend, und eine bewegliche Linie, welche fortw^ährend 
durch dieselben geht. 

Die letztere Abbildung geschieht dadurch, dass man ein ebenes Punktsystem reciprok auf 
jedes der drei erzeugenden projektivischen Ebenenbündel bezieht (s. oben 5. (b)). 

(b) Eine andere projektivische Abbildung, die mit der stereographischen Projektion 
Aehnlichkeit hat, wurde von Zeuthen (Math. Ann. Bd. 8, 1875, S. 1 ff.) besprochen und stützt sich auf 
einen Satz von Geiser (Math. Ann. Bd. 1, 1869, S. 129) über die Beziehung zwischen den 27 Geraden 
der Flächen dritter Ordnung und den 28 Doppeltangenten der ebenen Curven vierter Ordnung. 

Projicirt man nämlich eine Fläche dritter Ordnung von einem ihrer Punkte aus auf eine 
beliebige Ebene, so ist der Umriss des ebenen Bildes im Allgemeinen eine Curve vierter Ordnung, 
und die Schnittlinie der BeiUhrungsebene im Projektionsmittelpunkte mit der Bildebene ist eine 
Doppeltangente dieser Curve. Die übrigen 27 Doppeltangenten der Umrisscurve sind die Bilder 
der 27 Geraden der Fläche. 



D. Bertthrungen und Schnitte. 

Vorbemerkung. (1). Im Folgenden sollen nur die Schnitte der Fläche mit ihren Be- 
rtihrungsebenen behandelt werden. 

Die ebenen Schnitte der allgemeinen Fläche dritter Ordnung werden von Klein (Math. Ann. 
Bd. 6, S. 574 ff.) anschaulich beschrieben. 

Die Schnittcurven einer Fläche dritter Ordnung mit Flächen zweiter und dritter Ord- 
nung sind ausführlich behandelt von Sturm (Synth. Unters. V. Kap. und Crelle^s J. Bd. 88, S. 213). 

Vorbemerkung (2). „Eine vollständige Theorie der Osculation zweier Flächen zweiter 
und dritter Ordnung" wurde von Plücker aufgestellt [Crelles J. Bd. 4, 1829, S. 357 ff.). 

8. Eine Fläche dritter Ordnung wird von jeder Berührungsebene in einer Curve dritter 
Ordnung geschnitten, welche im Bei-ührungspunkte einen Doppelpunkt, also im Ganzen nur noch 
drei Wendepunkte hat (s. oben S. 245). 

Zusatz. Bildet man zur Grundfläche die Hesse sohe Fläche und in Bezug auf diese letztere 
die Polarebene des genannten Berührungspunktes, so geht die Schnittlinie dieser Polarebene mit 
der Berührungsebene durch die drei Wendepunkte. 

45 
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9. Eine Fläche dritter Ordnung wird von jeder Doppelbertihrungsebene in einer Curve 
dritter Ordnung mit zwei Doppelpunkten geschnitten, das heisst, in einem Kegelschnitte und einer 
Geraden; und von jeder dreifachen Berührungsebene in einer Curve dritter Ordnung mit drei 
Doppelpunkten, das heisst in drei Geraden. 

Zusatz. Umgekehrt ist jede Ebene durch eine Gerade der Fläche eine Doppelberührungs- 
ebene, und die Paare der Berührungspunkte auf der Geraden bilden eine Involution, deren Doppel- 
punkte auf der Curve der „parabolischen Punkte" liegen. Diese letztere Curve wurde genauer 
untersucht von G. Bauer (München. Ber. 1883, S. 320) und Herting (Augsburg, 1887). 



IL Hauptstück. 

Die 27 Geraden. Eintheilung der Flächen dritter Ordnung. 



Vorbemerkung. Die folgenden allgemeinen Sätze beziehen sich auf die allgemeine Flache 
dritter Ordnung ohne Doppelpunkte. 

Die besonderen Eigenschaften der Flächen mit 1, 2, 3 oder 4 Doppelpunkten sind behandelt 
worden von Salmon, Scfdäfli, Klein und Anderen (vergl. die Literaturangaben im Eingange dieses 
Abschnittes). 

A. Die 27 Geraden der Fläche dritter Ordnung:. 

1. Die allgemeine Fläche dritter Ordnung enthält 27 Geraden, und nur so viele. 

Zusatz (1), Diese 27 Geraden stehen in Verbindung mit den 27 Doppelberührungsebenen, 
die man von einem beliebigen Punkte des Raumes an die Fläche dritter Ordnung legen kann. 
Jede derselben geht nämlich durch eine der 27 Geraden der Fläche (s. oben I, 9.). 

Zusatz (2). Eine Uebersicht über diese 27 Geraden erhält man, wenn man dieselben in 
drei Gruppen zu 6 und 6 und 15 Geraden theilt (Cremona, Grundzüge, no. 226). Man gehe von 
6 Geraden Or aus, von denen keine zwei in einer Ebene liegen. Ihnen sollen 6 andere Gerade h, 
derart entsprechen, dass auch von ihnen keine zwei sich schneiden, und ebenso wenig zwei 
Gerade a^, fer mit demselben Zeiger, dass aber zwei Gerade a^, 6, mit verschiedenem Zeiger sich 
immer schneiden. 

Den 15 Combinationen ohne Wiederholung (a^. 6,) entsprechen die übrigen 15 Geraden C;.,. 
Die Gerade Cr» liegt sowohl mit a^., als auch mit 6, (also auch bezüglich mit a, und 6r) in derselben 
Ebene. Ebenso liegen drei Gerade c immer in derselben Ebene, wenn ihre Zeiger alle sechs 
Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, 6 enthalten. 

Es gibt demnach 45 Combinationen oder Tripel von je drei Geraden, welche in derselben 
Ebene liegen, nämlich 30 Tripel von der Gestalt arisCr, und 15 von der Gestalt cxf^Cy^Cat- Eine 
Zusammenstellung dieser 45 Dreiecke findet man in Cremonas Grundzügen, no. 227. 

Zusatz (3). Jedes dieser 45 Dreiecke bestimmt eine der 45 dreifachen Berührungs- 
ebenen der Fläche (s. I, 9.). Durch jede der 27 Geraden gehen 5 der genannten Berührungs- 
ebenen, also liegen auf jeder Geraden 10 Scheitel der genannten Dreiecke. Eine anschauliche 
Beschreibung dieser 45 dreifachen Berühnmgsebenen gibt Cayley (Cambr. and Dublin M. J. vol. 4, 
1849; Papers, vol. I, p. 445) mit Aufstellung ihrer Gleichungen. 

Zusatz (4). Die Grundzüge der Theorie der 27 Geraden auf Flächen dritter Ordnung ver- 
dankt man Cayley und Salmon, 

Das Vorhandensein dieser Geraden wurde nachti-äglich vielfach bewiesen, insbesondere aus 
der Erzeugung der Fläche, von Schröter {Crelles J. Bd. 62, 1863, S. 265), Sturm (Synth. Unters. 
VII. Kap.), Affoltcr {(Irunert^s Archiv, Bd. 56, 1874, S. 113) und Anderen. Sylvester (Compt. Rend. 
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t. 52, 1861, p. 977) gab eine Construktion derselben, und Zeuthen (Math. Ann. Bd. 8, 1875, S. 1 ff.) 
untersuchte ihre Schnitte und Lagenverhältnisse. 

Die Gleichungen, von welchen das Problem der 27 Geraden abhängt, wurden gruppentheoretisch 
behandelt von Jordan (Traitö des Substit. 1870, p. 317-329) und Klein {LiouviOe's J. t. 4, 1888, p. 169). 

Zusatz (5). Den 27 Geraden der Fläche dritter Ordnung entsprechen ebenso viele 
Doppellinien der Fläche dritter Klasse (ßcHmon-Fiedkr, Bd. n, art. 493). 

2. Conjugirte Gruppen der 27 Geraden. 

(a) Eine Doppeldrei besteht nach Ä^wrm (Synth. Unters. 1867, no. 21) aus zwei conjugirten 
Gruppen von je drei Geraden der Fläche dritter Ordnung von solcher Beschaffenheit, dass sie 
sich dann und nur dann schneiden, wenn sie nicht zu derselben Gruppe gehören. 

Zusatz (1). Auf der Fläche dritter Ordnung gibt es 360 solcher Doppeldreie und zweimal 
360 Gruppen von je drei Graden, welche sich nicht schneiden; ferner 216 Paare von derselben 
Eigenschaft. 

Zusatz (2). Die 6 Geraden einer Doppeldrei liegen immer auf einen Hyperboloide, und 
die beiden conjugirten Gruppen von je drei Geraden gehören bezüglich den beiden verschiedenen 
Regeischaaren des Hyperboloids an. Von den 27 Geraden sind nämlich nie vier auf derselben 
Regelschaar zweiter Ordnung. 

(b) Ein Doppeltrieder besteht nach Steiner {Grellen J. Bd. 53, 1857; Werke, Bd. H, S. 651) 
aus zwei conjugirten Gruppen von je drei ebenen Dreiseiten, die sich aus 9 verschiedenen 
Geraden der Fläche bilden und als Durchschnitte der Seitenflächen zweier Trieder oder Dreikante 
betrachten lassen. 

Zusatz (1). Zu jeder Fläche dritter Ordnung gehören 120 solcher Doppeltrieder, die man 
wieder in 40 Gruppen von je drei vertheilen kann, so dass jede Gruppe alle 27 Geraden der 
Fläche zweimal enthält. 

Die 135 Scheitel der 45 ebenen Dreiecke, welche von den 27 Geraden der Fläche gebildet 
werden, vertheilen sich derart auf die 720 Kanten aller 240 Trieder, dass auf jeder Kante drei 
Scheitel und in jedem Scheitel 16 Kanten liegen. 

Zusatz (2). Ein solches Doppeltrieder wird beispielsweise von den drei Paaren von 
ebenen Dreiecken oder dreifachen Berührungsebenen gebildet: 

welche alle sechs durch irgend zwei derselben bestimmt sind. 
Die sechs Kanten der beiden conjugirten Trieder 

/TT /TT /TT /TT' /TT» /TT' 

12 3' 12 3' 

liegen nicht auf der Grundfläche, sondern schneiden dieselbe in je drei Punkten, und zwar bestehen 
die drei Schnittpunkte auf jeder Kante des einen Trieders aus je einem Scheitel der drei Dreiecke 
im conjugirten Trieder. 

Zusatz (3). Ein Doppeltrieder in Verbindung mit einem gegebenen Punkte des Raumes 
bestimmt eine Fläche dritter Ordnung eindeutig (vergl. oben I, 6. (a)). 

(c) Eine Doppelsechs besteht nach Schläfli (Quart. J. of. M. vol. 2, 1858, p. 55 und 110) 
aus zwei conjugirten Gruppen von je 6 Geraden der Fläche (z. B. o^ . . . a^ und h^ . . ftg), die sich 
dann und nur dann schneiden, wenn sie nicht zu derselben Gruppe gehören und sich auch nicht 
entsprechen (vergl. oben 1. Zusatz (2)). 

Zusatz (1). Auf der Fläche dritter Ordnung gibt es 36 solcher Doppelsechse. Man findet 
dieselben in einer Tafel zusammengestellt in Cremonas GrundzUgen, no. 229. 

Zusatz (2). Die Beziehungen der Fläche zu den (cic«) cubischen Raumcurven, welche eine 
solche Doppelsechs zu Sehnen haben, sowie die eigenartige Zuordnung dieser Curven zu denjenigen, 
welche dem Pentaeder der Fläche einbeschrieben sind, wurden von F. Meyer untersucht (Apolarität 
und rationale Curven, Tübingen, 1883). 

46* 
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B. Eintheilung der Flächen dritter Ordnung^. 

Vorbemerkung (1). Bei der folgenden Eintheilung wird die allgemeine Fläche dritter 
Ordnung ohne Knotenpunkte vorausgesetzt. Wie die Flächen. mit 1, 2, 3, 4 Knoten in Arten 
zerfallen, wurde von Sturm untersucht (Synth. Unters. Vni. Kap.). 

Vorbemerkung (2). Bei dieser Eintheilung ist die Construktion der Flächen dritter 
Ordnung durch ein Doppeltrieder und einen Punkt des Raumes (oben I, 6. (a)) stets im Auge zu 
behalten, ebenso die Thatsache, dass die imaginären Geraden der Fläche nur paarweise conjugirt 
auftreten. 

3. Nach ScliUitU (Quart. J. of. M. vol. 2, p. 55 und 110; Phil. Trans, vol. 153, 1863, p. 193) 
lassen sich die allgemeinen Flächen dritter Ordnung ohne Knotenpunkt, gemäss der Realität 
ihrer 27 Geraden in fünf und nur fünf Arten eintheilen (vergl. Gremonas Grundzüge, no. 271; 
Stunns Synth. Unters. VE. Kap. und Salmon- Fiedler, Bd. 11, art. 313). 

(a) Die erste Art hat 27 reelle Geraden auf 45 reellen dreifachen Berührungsebenen. 
Zusatz. Die Fläche hat' 5 Ebenen in jeder Geraden und drei Gerade in jeder Ebene. 

ferner 36 reelle Doppelsechse und 120 reelle Doppeltrieder. Das erzeugende Doppeltrieder besteht 
also aus drei reellen Seitenflächen. 

Das Pentaeder dieser Flächen ist immer reell (vergl. oben I, 3,). 

(b) Die zweite Art hat 15 reelle Geraden auf 15 reellen dreifachen Berührungsebenen. 
Zusatz. Die Fläche hat drei reelle Ebenen durch jede reelle Gerade, und drei reelle 

Gerade in jeder reellen Ebene. Die conjugirt complexen Geradenpaare haben keinen Schnittpunkt. 

Die Fläche hat ferner 15 reelle Doppelsechse, von welchen jede Sechs reell ist und aus 
zwei reellen und einem complexen Geradenpaare besteht, und eine weitere reelle Doppelsechs, 
deren Sechse conjugirt complex sind. 

Das erzeugende Doppeltrieder besteht aus drei reellen Seitenflächen. 

(c) Die dritte Art hat 7 reelle Geraden auf 5 reellen dreifachen Berührungsebenen. 
Zusatz (1). Alle 5 reellen Ebenen gehen durch eine reelle Gerade. Drei dieser Ebenen 

enthalten ein weiteres reelles Geradenpaar, zwei ein conjugirt complexes. Die übrigen acht con- 
jugirt complexen Geradenpaare haben keinen Schnittpunkt. 

Die Fläche hat 6 reelle Doppelsechse, deren Sechse reell sind und aus je einem reellen 
und zwei complexen Geradenpaaren bestehen, und weiter zwei reelle Doppelsechse, die aus con- 
jugirt complexen Sechsen bestehen. 

Das erzeugende Doppeltrieder besteht aus einer reellen und zwei conjugirt complexen 
Seitenflächen. 

Zusatz (2). Die diesen drei Arten von Flächen umschriebenen Kegel vierter Ordnung, 
mit den Scheiteln auf den Flächen, bestehen bezüglich aus 4, 3, 2 Fächern, die ausserhalb einander 
liegen {Zetäfien, Math. Ann. Bd. 7, 1874, S. 429). 

(d) Die vierte Art hat 3 reelle Geraden auf 7 reellen dreifachen Berührungsebenen. 
Zusatz (1). Pie Fläche hat 2 reelle Ebenen durch je eine reelle Gerade und die siebente 

durch alle drei. Von den 12 conjugirt complexen Geradenpaaren haben nur 6 je einen Schnittpunkt. 

Die Fläche hat ferner eine reelle Doppelsechs mit zwei reellen Sechsen aus je drei con- 
jugirt complexen Geradenpaaren, und drei reelle Doppelsechse mit conjugirt complexen Sechsen. 

In dem erzeugenden Doppeltrieder besteht das eine Trieder aus drei reellen und das andere 
aus einer reellen und zwei conjugirt complexen Seitenflächen, oder jedes Trieder besteht aus einer 
reellen und zwei conjugirt complexen Seitenflächen, wie bei der dritten Gattung. 

Zusatz (2). Ein dieser Fläche umschriebener Kegel vierter Ordnung hat keine reellen 
Fächer, wenn sein Scheitel auf dem Mantel gerader Ordnung der Fläche liegt, aber zwei in ein- 
ander liegende Fächer, wenn sein Scheitel auf dem Mantel ungerader Ordnung der Fläche liegt 
(Zeuthen, a. a. 0.). 
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(e) Die fünfte Art hat 3 reelle Geraden auf 13 reellen dreifachen Berührungsebenen. 

Zusatz (1). Zwölf dieser reellen Ebeneri gehen zu je 4 durch die 3 reellen Geraden, und 
die dreizehnte geht durch alle drei. Von den 12 conjugirt complexen Geradenpaaren hat jedes 
einen Schnittpunkt. 

Die Fläche hat 12 reelle Doppelsechse mit conjugirt complexen Sechsen. 

In dem erzeugenden Doppeltrieder besteht das eine Trieder aus drei reellen und das andere 
aus einer reellen und zwei conjugirt complexen Seitenflächen, wie bei der vierten Gattung. 

Zusatz (2). Ein dieser Fläche umschriebener Kegel vierter Ordnung besteht aus einem 
einzigen Fächer {Zeutfien, a. a. 0.). 

4. In der zweiten oben (3.) angeführten Arbeit behandelt ScJdäfli ausser der allgemeinen 
auch die besonderen Flächen dritter Ordnung mit singulären Eigenschaften. Er findet im Ganzen 
22 Gattungen, von denen die allgemeine Fläche die erste bildet. Seine Eintheilung geschieht 
mittelst passend gewählter kanonischer Gleichungen, zunächst ohne Rücksicht auf Realitäten. Die 
Berücksichtigung der letzteren gibt dann erst die Unterabtheilung in Arten, wie oben in 3. im 
Falle der allgemeinen Gleichung. 

Zusatz (1). Die Arbeit ScJdäflrs wurde von Cayley (Phil. Trans, vol. 159, 1869, p. 231—326) 
vervollständigt. Er stellt 23 Gattungen auf mit blosser Rücksicht auf die Natur der Singularitäten. 
Cayley hat dabei besonders die Theorie der Reciprokalflächen im Auge. 

Zusatz (2). Eine andere Eintheilung durch Umformung der Knotenpunkte gibt Klein 
(Math. Ann. Bd. 6, 1873, S. 551 ff.). Er geht dabei von der Fläche mit vier reellen Knotenpunkten 
aus. Dieselbe ist nämlich bestimmt durch das Knotenpunkt-Tetraeder, welches in seinen 6 Kanten 
24 Geraden der Fläche vertritt, und durch eine beliebig angenommene Ebene, welche die drei übrigen 
Geraden enthält. 

Die Umformung geschieht durch Auflösung der Knoten, entweder durch Verbindung der 
angrenzenden Flächentheile oder durch Trennung derselben. 

Die so erhaltenen Flächen lassen sich aber in die ScMüfW sehe Eintheilung einreihen, weil 
zwischen dem Zusammenfallen von Geraden der Fläche und dem Auftreten von Knotenpunkten ein 
Zusammenhang besteht. 

Zusatz (3). Eine Eintheilung liesse sich auch durch Umformung der Randcurve bei 
der Geiser sehen Abbildung (oben I, 7. (b)) erreichen, wie Uerting (Inaug. Diss., Augsburg, 1887) 
gezeigt hat. 



III. Hauptstück. 

Folareigenschaften. 

A. Allgemeine Begriffe. 

1. Eine Fläche dritter Ordnung hat zwei Arten von Polarflächen: Ebenen, und Flächen 
zweiten Grades. 

(a) Die erste Polarfläche eines Punktes x in Bezug auf eine Fläche dritter Ordnung w = 
is.t die Fläche zweiten Grades: 

< K) = '^M) = "ii^I + • • • + 2M,2y,y, -I . . . ^ 0, 
wobei die Bezeichnungen dieselben sind, wie in der allgemeinen Theorie (oben S. 2Ü7). 
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Zusatz. Ilire Schnittlinie mit der Grundfläche ist die Beiiihrungscurve des Kegels vom 
Pole X an die Grundfläche. 

(b) Die zweite Polarfläche eines Punktes x in Bezug auf dieselbe Grundfläche u= ist 
die Polarebene: 

Zusatz (1). Ueber die gemischten Polarflächen ersten, zweiten und dritten Grades sehe 
man unten C. 

Zusatz (2). Ausser den genannten Polarflächen ersten und zweiten Grades gibt es noch 
eine merkwürdige Fläche dritter Ordnung, für welche der Name „Hannonische Polarfläche" vor- 
geschlagen worden ist (MilimwsJci in Crelles J. Bd. 89, 1880, S. 137). Diese Fläche ist nach Heye 
(G. d. L. n, S. 203) der Ort sämmtlicher Punkte, welche durch je zwei Punkte der Grundfläche 
von einem beliebig gegebenen Punkte P des Raumes harmonisch getrennt werden. Sie geht durch 
die Berührungspunkte aller Tangenten, welche vom Punkte P aus an die Grundfläche gezogen 
werden können und wird von diesen Tangenten ebenfalls berührt (vergl. oben S. 253). 

2. Bei Bewegungen des Pols beschreiben die Polarflächen gewisse Gebilde, über welche 
man aus der allgemeinen Theorie (oben S. 299) die folgenden Sätze hat: 

(a) Durchläuft der Pol eine Gerade, so beschreibt seine Polarebene einen Kegel zweiter 
Ordnung und seine erste Polarfläche einen Flächenbüschel zweiter Ordnung, dessen Träger 
vierter Ordnung (nach BobilUer) die Polaren rve der Geraden genannt wird. 

Zusatz (1). Die vom Pole durchlaufene Gerade trifft die Hessesche Fläche der Grundfläche 
in vier Punkten (s. unten B,). Der genannte Flächenbüschel zweiter Ordnung enthält demnach vier 
Kegel, deren Scheitel in den vier entsprechenden Polen der Hesse" sehen Fläche liegen. Diese 
Scheitel bilden ein Tetraeder, dessen Seitenflächen durch diejenigen der vier Schnittpunkte gehen, 
welche ihren gegenüber liegenden Scheiteln entsprechen. 

.Zusatz (2). Fallen also zwei der vier Schnittpunkte in einen Doppelpunkt der Hesse'schen 
Fläche zusammen, so entspricht diesem eine Kante des Tetraeders, während er selbst auf der 
gegenüber liegenden Kante liegt. 

Zusatz (3). Sind aber zwei der vier Schnittpunkte 5 und s' entsprechende Pole der 
Hesse'schen Fläche, so bildet die Strecke ss' eine der vier Kanten des Tetraeders. Die gegenüber 
liegende Kante desselben wird Doppeltangente der Hesse'schen Fläche, mit den Tetraederscheiteln 
als Berührungspunkte. 

Die Polarebenen aller Punkte der Geraden ss' und die Berührungsebenen der //c^^e sehen 
Fläche in den Punkten s, s' gehen sämmtlich durch die gegenüber liegende Kante. 

Zusatz (4). Es gibt 4 • 25 Gerade, die ein Pol der Fläche dritter Ordnung beschreiben 
kann, so dass seine Polarebene einen Ebenenbüschel beschreibt, der oben erwähnte Kegel also in 
seine eigene Axe ausartet. Eine solche Axe entspricht immer vieren der genannten 100 Geraden. 
Diese 25 Axen sind die 10 Kanten und 15 Diagonalen des oben (I, 3. Zusatz (D) erwähnten 
Pentaeders {Steimr Werke, Bd. ü, S. 659). 

(b) Durchläuft der Pol eine Ebene, so beschreibt seine erste Polarfläche ein Flächennetz 
zweiter Ordnung und seine Polarebene eine Fläche dritter Ordnung und vierter Klasse. 

Zusatz (1). Die acht gemeinschaftlichen Punkte des Netzes bilden die acht Pole der 
beschriebenen Ebene. 

Zusatz (2). Die eingehüllte Fläche dritter Ordnung und vierter Klasse ist der Ort jener 
Pole, deren erste Polarflächen die gegebene Ebene berühren. 

Diese Fläche berührt auch die Hessesche Fläche in einer Curve sechster Ordnung, welche 
dem Durchschnitt der Hesse'schen Fläche mit der gegebenen Ebene entspricht (s. unten 5. (b)). 

(c) Die ersten Polarflächen aller Punkte im Räume bilden ein lineares Flächensystera 
zweiter Ordnung und dritter Stufe. 
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B. Die JHes^e'sche und Stehier^sche Kenifläche. 

Vorbemerkung (1). Die Hessesche und die Steinersche Fläche einer Grundfläche dritter 
Ordnung ist dieselbe Fläche. Ihre Darstellung erhält man wie im allgemeinen Falle 
(s. oben S. 297). 

Vorbemerkung (2). Eine Menge von Sätzen über die Kernfläche einer Grundfläche dritter 
Ordnung findet man bei Sturm (IV. Kap.). 

3. Die Kernfläche einer Grundfläche dritter Ordnung hat folgende Eigenschaften [Steimr, 
Grelles J. Bd. 53, 1857; Werke, Bd. U. S. 656 fl'.): 

(a) Sie ist von der 4. Ordnung und 16. Klasse und hat im Allgemeinen 10 (und 
nur 10) Doppelpunkte. Diese letzteren hängen von einer Gleichung 10. Grades ab, die von 
Clebsch (Crdles J. Bd. 59, 1861, S. 203) aufgestellt wurde. 

(b) Sie ist der Ort aller Pole x, deren Quadripolarflächen aus Kegeln, den Polarkegeln 
bestehen, und zugleich der Ort der Scheitel dieser Kegel. 

(c) Je zwei Punkte der Kernfläche gehören demnach so zusammen, dass der Polarkegel 
des einen in dem andern seinen Scheitel und die Polarebene des einen in dem andern ihren 
Berührungspunkt hat. Solche Punktepaare heissen entsprechende Pole der Kernfläche und ihre 
ununterbrochene Folge entsprechende Curven. 

(d) Jede der 27 Geraden der Grundfläche ist Doppeltangente der Kernfläche und also 
auch der Curve „parabolischer Punkte" auf der Grundfläche. 

(e) Der Polarkegel eines Doppelpunktes der Kernfläche artet in das System zweier 
Ebenen aus, deren Schnittlinie ganz auf der Kernfläche liegt. Den 10 Doppelpunkten entsprechen 
also 10 Gerade auf der Kernfläche [Sylvester, C. and D. Math. J. vol. 6, 1851, p. 199). 

Zusatz (1). Umgekehrt haben die Polarkegel aller Pole auf einer der 10 Geraden im ent- 
sprechenden Doppelpunkte ihren gemeinschaftlichen Scheitel und bilden einen Kegelbüschel. 

Zusatz (2). Auf jeder der iO Geraden einer Kernfläche liegen drei der 10 Doppelpunkte 
und durch jeden Doppelpunkt gehen drei der 10 Geraden, und zwar entsprechen sich je drei 
Doppelpunkte und drei Gerade derart, dass die ersteren auf jener Geraden liegen, welche dem 
Durchschnitte der letzteren entspricht. 

Je vier dieser Geraden bilden ein ebenes Vierseit und fünf solche Vierseite bilden 
Sylvesters Pentaeder, dessen Kanten und Scheitel die 10 Geraden und Doppelpunkte der Hesse'schen 
Fläche bilden, und zwar hat jeder Scheitel den Durchschnitt der beiden gegenüber liegenden 
Seitenflächen zur entsprechenden Geraden. Diese Gerade ist zugleich der Träger eines harmonischen 
Systems, gebildet aus den erwähnten Seitenflächen des Pentaeders und der Quadripoiarfläche 
(dem Ebenensystem) des gegenüber liegenden Scheitels (vergl. Crenionä's Grundzüge, no. 209—214). 

Zusatz (3). Die Polarebene eines Doppelpunktes der Kernfläche berührt diese Kern- 
fläche in der ganzen Ausdehnung der entsprechenden Geraden (ohne aber im Allgemeinen durch 
den Doppelpunkt zu gehen) und schneidet sie ausserdem in einem Kegelschnitte. 

Zusatz (4). Es gibt auch Pole, deren Polarkegel in Cylinder ausarten. Der Ort dieser 
Pole ist eine auf der Kernfläche liegende Raumcur\'e 6. Ordnung, welche durch die 10 Doppel- 
punkte geht. Der Ort aller Cylinderaxen ist eine Linienfläche 8. Ordnung, in welcher auch die 
10 Kanten des erwähnten Pentaeders liegen [Steiner, Werke, Bd. II, S. 657). 

Zusatz (5). Die Schnittcurve der Grundfläche und ihrer Kernfläche ist von der 12. Ord- 
nung und scheidet auf der ersteren die Gegenden mit positivem und negativem Krümmungsmass, 
besteht also aus parabolischen Punkten [Steiner, Werke, Bd. 11, S. 658). 

Sie ist aus 10 Ovalen zusammengesetzt, die bei der Diagonalfläche in ebenso viele isolirte 
Punkte ausarten. Der Verlauf dieser Curv^e parabolischer Punkte wurde von ZetUlien (Math. Ann. 
Bd. 8, 1875, S. 1 ff.) und Bauer (oben S. 354) untersucht und von Heding (Inaug. Dissert. Augs- 
burg, 1887) durch sieben Figurentafeln erläutert. 
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4. Beispiele von entsprechenden Polen der Kernfläehe bilden: 

(a) Die beiden Berührungspunkte einer jeden der 27 Geraden der Grundfläche mit der 
Kernfläehe (s. 3, (d)). 

(b) Je zwei Scheitel der 120 Doppeltrieder Steiners. Der Polarkegel des einen Scheitels 
ist dem Trieder des andern umschrieben, das heisst, er geht durch seine drei Kanten {Steiner, 
Werke, Bd. II, S. 656). 

(c) Je zwei Gegenecken eines Polarsechsflachs der Grundfläche (s. oben I, 4. Zusatz (D). 

5. Beispiele von entsprechenden Curven der Kernfläche sind folgende: 

(a) Die Pole jener Berührungsebenen der Kernfläche, welche durch einen gegebenen 
Punkt X des Raumes gehen, liegen auf dem Durchschnitte der Kernfläche mit der Quadripolar- 
fläche von x, das heisst auf einer Curve 8. Ordnung. 

Die Berührungspunkte selbst liegen auf dem Durchschnitte der Kernfläche mit der 
ersten Polarfläche von x in Bezug auf die Kernfläche, also auf einer Curve 12. Ordnung. Sie 
ist die Beiührungscun-e des Tangentenkegels 12. Ordnung und 16. Klasse, welchen die Beillhrungs- 
ebenen der Kernfläche vom Scheitel x aus einhüllen. 

Liegt X auf der Kernfläche selbst, so ist sein Beiilhrungskegel von der 10. Ordnung und 
16. Klasse, und hat 10 doppelte und 18 stationäre Kanten. 

(b) Entsprechende Cur\"en sind auch die Schnittcurve vierter Ordnung der Kernfläche mit 
einer beliebigen Ebene, und eine Curv^e sechster Ordnung, in welcher die Kernfläche von der oben 
(2. (b)) erwähnten Envelope dritter Ordnung berührt wird, das heisst von der durch die Polar- 
ebenen der Punkte jener Ebene eingehüllten Fläche {Stei)ier, Werke, Bd. II, S. 658). 



C. Gemischte Polarflächen. 

Vorbemerkung. Die gemischte Polarfläche bezieht sich entw^eder auf zwei Punkte, oder 
auf zwei Gerade, oder auf zwei Ebenen, und ist dann bezüglich von der ersten oder zweiten 
oder dritten Ordnung. 

Fallen die beiden genannten Elemente in eines zusammen, so geht die gemischte Polar- 
fläche über in die einfache. 

6. Die gemischte Polarfläche zweier Punkte x und y ist die Polarebene des einen in 
Bezug auf die erste Polarfläche des anderen. Nach der allgemeinen Theorie (oben S. 298 für 
r = s=l) ist dies nämlich in beiden Fällen dieselbe Ebene. Sie ist der Ort aller Punkte -sr, 
in Bezug auf deren Quadripolarflächen die Punkte x und y conjugh't sind (indem die Polarebene 
des einen durch den andern geht). 

Fallen die Punkte x, y in einen zusammen, so ist die einfache Polarfläche seine Polar- 
ebene (Crcmona, Grundzüge no. 184). 

Zusatz. Die Quadripolarflächen aller Punkte z der gemischten Polarebene von x und y 
bilden nämlich ein Netz, in Bezug auf welches alle Polarebenen von x durch y und von y 
durch X gehen. 

Lässt man y eine Gerade beschreiben, so dreht sich die gemischte Polarebene (z) von x 
und y ebenfalls um eine Gerade, und das Netz der Quadripolarflächen dieser Geraden (r) artet in 
einen Flächenbüschel aus. 

Lässt man aber y eine Ebene beschreiben, so dreht sich die gemischte Polarebene [z) 
von X und y um einen Punkt, und das Netz der Quadripolarflächen dieses Punktes {z) artet in eine 
einzige Fläche aus. 

7. Die gemischte Polarfläche zweier Geraden ist die Fläche, welche beschrieben wird von 
den reciproken Polarlinien der einen in Bezug auf den Büschel, der von den Quadripolarflächen 
der Punkte der anderen gebildet wird. 
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Diese Fläche ist ein Hyperboloid und heisst das Polarhyperboloid der beiden Geraden 
(Cremona, Grundztige, no. 185). 

Fallen die beiden Geraden in eine zusammen, so artet ihre einfache Polarfläche in einen 
Kegel aus, den Polarkegel der Geraden (der aber nicht zu verwechseln ist mit dem Polarkegel 
eines Punktes der Kernfläche, oben 3. (b)). 

Zusatz. Das Polarhyperboloid zweier Geraden ist also auch die Einhüllende der gemischten 
Polarebenen je zweier Punkte, die auf den beiden Geraden liegen, und der Polarkegel einer Geraden 
ist die Einhüllende der Polarebenen der Punkte auf dieser Geraden. 

8. Die gemischte Polarfläche zweier Ebenen oder der Ort der Pole der einen in Bezug 
auf das Netz der Quadripolarflächen der anderen ist eine Fläche dritter Ordnung. * 

Fallen die beiden Ebenen in eine zusammen, so ist ihre einfache Polarfläche ebenfalls 
eine Fläche dritter Ordnung und vierter Klasse mit vier Doppelpunkten {Cremona, Grundzüge, 
no. 187—189). 

Zusatz (1). Bildet man also zu zwei gegebenen Ebenen die gemischte Polarfläche und 
die beiden einfachen Polarflächen, femer den Polarkegel ihrer Durchschnittsgeraden, so gehen 
die drei Polarflächen dritter Ordnung durch die 10 Doppelpunkte der Kemfläche und durch die 
vier Pole, welche den Durchschnittspunkten der Kemfläche mit der erwähnten Geraden entsprechen. 
In diesen vier Polen werden auch die drei Polarflächen von dem erwähnten Polarkegel berührt. 

Zusatz (2). Bildet man zu einem beliebigen Punkte m der gemischten Polarfläche die 
Quadripolarfläche CL, so sind die beiden Ebenen in Bezug auf dieselbe conjugirt, das heisst, jede 
geht durch den Pol der andern. Fallen die beiden Ebenen in eine zusammen, so wird die Fläche CL 
von ihr berührt. 

Zusatz (3). Die einfache Polarfläche einer Ebene ist die Einhüllende sowohl der Polar- 
kegel aller Geraden dieser Ebene, als auch der Polarebenen aller Punkte dieser Ebene. Nach 
Cremona ist sie ferner die Reciproke einer von Steiner untersuchten Fläche vierter Ordnung (s. den 
folgenden Abschnitt, I, 10. S. 371). 



IV. Hauptstück. 

Besondere Arten von Flächen dritten Grades. 



A. Linienflächen dritter Ordnung:. 

1. Nach der allgemeinen Theorie (oben S. 302) hat jede Linienfläche nter Ordnung eine 

9 



Doppelcurve von wenigstens (n — 2)ter und höchstens ( ^ Iter Ordnung. Also hat jede Linien- 



fläche dritter Ordnung eine Doppelgerade. 

Umgekehrt ist jede Fläche dritter Ordnung mit Doppelcurve eine Linien fläche und die 
Doppelcurve ist eine Gerade, welche von jeder Erzeugenden geschnitten wird. 

Zusatz (1). Die Doppellinie hat im Allgemeinen zwei (reelle oder imaginäre oder zusammen- 
fallende) Punkte, für welche ihre beiden Berührungsebenen zusammenfallen. Diese beiden Punkte 
heissen deshalb uniplanare Doppelpunkte, im Gegensatz zu den biplanaren Doppelpunkten, als 

deren Aufeinanderfolge die Doppelgerade anzusehen ist. 
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Die beiden uniplanaren Doppelpunkte sind Cuspidalpunkte in den ebenen Schnitten der 
Fläche, und ihre beiden Paare zusammenfallender Berührungsebenen sind die Kernfläche der 
Linienfläche. 

Zusatz (2). Wäre jeder Punkt der Doppellinie ein Cuspidalpunkt, so wäre die Linienfläche 
ein Kegel. 

2. Bestimmt man die Bewegung der erzeugenden Geraden der Linienfläche durch drei 
Leitcurven, so hat man nach Cayley (Phil. Mag. vol. 24 und 25, 1862—63; Phil. Trans, vol. 154, 
1864; Papers, vol. V, p. 90, 110, 211) zwei Arten von Linienflächen dritter Ordnung zu unter- 
scheiden, die man mit den Symbolen 



S(l, 1, 3) und 5(1, 1, 3) 

bezeichnen kann. Die Zahlen in den Klammern bedeuten die Ordnungen der Leitlinien und der 
Bindestrich im zweiten Falle deutet an, dass die beiden geraden Leitlinien zusammenfallen. 

Zusatz (1). Die erstere dieser beiden Arten ist von ScM<ifli untersucht worden (Phil. Trans, 
vol. 153, 1863, p. 240 ss.), die letztere von Cayley (a. a. 0. vergl. Salmon-Fiedler, Bd. 11, art. 287—289). 

Zusatz (2). Die Linienfläche dritter Ordnung kann aber auch erzeugt werden durch drei 
homographische Ebenenbündel (vergl. oben I, 5.), welche eine solche besondere Lage haben, 
dass irgend drei ihrer entsprechenden Strahlenbüschel zu derselben geraden Punktreihe per- 
spektivisch sind. 

Die Fläche wird insbesondere eine Kegelfläche, wenn die Träger der drei erzeugenden 
Bündel zusammenfallen. 

3. Die Linienfläche 5(1, 1, 3) lässt sich in den homogenen Punktcoordinaten x, y, z, w dar- 
stellen wie folgt: 

Uz + Vw = 0, 

wo U und V quadratische Punktionen von x, y sind; oder in der kanonischen Form: 

x'^z + y^w =z 0, 

mit der Ilesse'schen Fläche x^y- = 0. 

Zusatz (1). Die beiden Leitlinien erster Ordnung sind hier x = 0, y = Q (die Doppel- 
gerade) und xr = 0, w; = 0, und diejenige dritter Ordnung ist irgend ein ebener Schnitt der Fläche, 
mit einem Doppelpunkte an der Stelle, wo er durch die Doppellinie hindurchgeht. 

Zusatz (2). Führt man also in der Linienfläche eine Schaar von parallelen ebenen Schnitten 
aus und projicirt dieselben auf eine beliebige dieser Ebenen in der Richtung der Doppelgeraden, 
so erhält man für diese Projektionen einen Curvenbüschel dritter Ordnung: P + A(2 = 0, dessen 
Parameter X von der Lage der parallelen Schnittebenen abhängt und dessen einzelne Curven einen 
gemeinschaftlichen Doppelpunkt und parallele Asymptoten haben. 

Cayley gibt eine Construktionsmethode für diesen Büschel, wodurch dann zugleich auch die 
Construktion der Linienfläche gegeben ist. 

4. Bei der Linienfläche S(l, 1, 3) haben die beiden quadratischen Funktionen ü und V 
einen gemeinschaftlichen Faktor und die Gleichung kann geschrieben werden: 

(Xx + iiy){yw — xz) + Q = 0, 

wo Q eine Funktion dritten Grades von x, y ist; oder in der kanonischen Fonn: 

x{yxv " xz) + y3 = 0, 
mit der Hesse sohew Fläche x^ = 0. 
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5. Eine Linienfläche dritter Ordnung wird von jeder Bertihrungsebene in einer zer- 
fallenden Curve dritter Ordnung geschnitten, nämlich in einer erzeugenden Geraden und in einem 
Kegelschnitte. 

Zusatz (1). Unter den unendlich vielen Berührungspunkten auf einer erzeugenden Geraden 
gibt es zwei, deren Kegelschnitte Parabeln sind. Sie bilden auf der Erzeugenden die Grenze 
zwischen den inneren Berührungspunkten mit elliptischen Schnitten und den äusseren mit 
Hyperbel schnitten. Unter den Ellipsen sowohl, als unter den Hyperbeln gibt es je drei mit 
gleichen Axen. 

Zusatz (2). Sind die Parabelschnitte imaginär, so gibt es keine elliptischen Schnitte. 



B. Keg^el dritter Ordnung:. 

Vorbemerkung (1). Wie bei den Flächen zweiter Ordnung, so gibt es auch bei denen 
dritter Ordnung keine eigentlichen Abwickelbaren, sondern nur Kegel, welche als Ausartungen 
von Abwickelbaren zu betrachten sind (s. Raumgebilde VI, 1. und 7.). 

Vorbemerkung (2). Die Kegel dritter Ordnung wurden vornehmlich von Cayley unter- 
sucht (Phil. Mag. vol. 18, 1859; Papers, vol. IV, p. 121 ss.; und Cambridge Trans, vol. 11, P. I, 
1866; Papers, vol. V, p. 354 ss.), in Verbindung mit den fünf divergenten Parabeln, welche sich 
aus diesen Kegeln ausschneiden lassen (s. oben S. 264). 

6. Von den Eigenschaften dieser Kegel sind besonders die Inflexionen untersucht worden, 
in Verbindung mit den Wendepunkten der ebenen Curve dritter Ordnung. 

Den neun Wendepunkten der Curve dritter Ordnung (oben S. 245) entsprechen neun 
Inflexionslinien der Kegel dritter Ordnung, drei reelle und sechs imaginäre. 

Zusatz. Entsprechend der Formel für ebene Curven dritter Ordnung (oben S. 245): 

* = 9 - (6d + 8e) 

verschwinden 6 dieser Inflexionslinien, wenn eine Doppellinie vorhanden ist, und 8, wenn eine 
Rückkehrkante vorhanden ist, indem sie bezüglich mit diesen Linien zusammenfallen. 

Unter den 6 so zusammejifallenden Inflexionslinien sind 2 reell und 4 imaginär, wenn die 
singulare Linie eine eigentliche Doppellinie ist; aber alle 6 imaginär, wenn sie eine isolirte 
Linie ist. 

Unter den 8 so zusammenfallenden Inflexionslinien sind 2 reell und 6 imaginär. 

7. Bei der Betrachtung der ebenen Curven dritter Ordnung als Schnitte von Kegeln hat 
Cayley gefunden, dass man fünf Gattungen von Kegeln dritter Ordnung zu unterscheiden hat, 
entsprechend den fünf Neioton ^cAien Parabeln (oben S. 26): 

(a) Allgemeine Gestalten. 

(I) Kegel mit einem einzelnen Fächer. 
(11) Kegel mit einem einzelnen und einem Zwillingsfächer. 

Diese beiden Gattungen entsprechen den beiden Newton^ohon Parabeln campaniformis pura 
und campaniformis cum ovali. Sie werden von Cayley als Simplex und complex unterschieden. 

(b) Singulare Gestalten. 

(in) Kegel mit Knotenlinie. 
(IV) Kegel mit isolirter Linie. 
(V) Kegel mit Rückkehrkante. 

Diese drei Gattungen entsprechen den Newtm^chQn Parabeln nodata, punctiita, cuspidata, 
und werden von Cayley crunodal, acnodal, cuspidal genannt. 

46* 



364 ^^- Abschnitt. Die Flächen dritten Grades. 

Zusatz (1). Die ersten vier Gestalten lassen sich in der Reihenfolge 1, 3, 2, 4, 1 aus 
einander ableiten und bilden so einen vollständigen Cyclus der Umgestaltung. Wenn nämlich (I) 
sich faltet, so entsteht (III); wenn diese Schleife sich trennt, so entsteht (II); wenn der Zwillings- 
fächer in eine Linie ausartet, so entsteht (IV); und wenn diese Linie verschwindet, so hat man 
wieder (I). 

Die Gattung (V) entspricht dem Falle, wo (EI) und (IV) sich gleichzeitig aus (I) und (II) 
entwickeln. 

Zusatz (2). Cayley unterscheidet die erste Gattung (simplex) nach Murdoch (s. oben S. 264) 
in drei Arten, je nach den Theilen, in welche der Raum von den Berührungsebenen in den drei 
Inflexionslinien abgetrennt wird, und unterscheidet sie als trilateral, neutral, quadrilateral. 

Er schlägt noch weitere Unterabtheilungen der fünf Gattungen vor, die man aus der 
Plücker sehen Gleichung pqr + fjbs = ableiten kann. 



XI I I. ^bsclinitt. 

Die Flächen vierten Grades. 

(Cayky, Proc. London Math. Soc. vols. 3—5; Sdmon-Fiedler, Bd. n, Kap. VI; Plückers N. G.) 



Vorbemerkung (1). lieber Flächen vierter Ordnung besitzen wir noch kein Lehrbuch, 
wohl aus dem Grunde, dass eine eigentliche Theorie derselben noch nicht geschaffen ist. Die 
Mannigfaltigkeit dieser Flächen ist so gross, dass bis jetzt nicht einmal eine Uebersicht über die 
Hauptgattungen gelungen ist. Unsere jetzigen Kenntnisse beschränken sich in der That auf wenige 
allgemeine Eigenschaften und auf einzelne besondere Gattungen dieser Flächen. 

Dass wir über die allgemeinen Flächen vierter Klasse kaum etwas wissen, ausser was in 
der allgemeinen Theorie der Flächen enthalten ist, kann demnach nicht befremden. 

Vorbemerkung (2). Die bisher veröffentlichten Arbeiten über Flächen vierter Ordnung 

lassen sich in drei Zeitabschnitte theilen. 

« 

Die Untersuchungen des ersten Abschnittes bis zum Jahre 1860 beschränkten sich fast aus- 
schliesslich auf die Cyclide und die Wellenfläche. Die erstere wurde behandelt von Dupin (1822), 
die letztere zuerst von Fresnd (1827), dann von Plücker (1839), Cayley (1846 und 1860) und Anderen. 

Einen neuen Anstoss zur Untersuchung der Flächen vierter Ordnung gab Kummer im 
Jahre 1863 durch zwei grössere Arbeiten, die eine über Flächen mit 16 Knotenpunkten, die andere 
über Flächen, die sich aus Kegelschnittscharen erzeugen lassen. 

Eine Ergänzung der ersteren gab er im Jahre 1866 über Flächen, deren Knotenzahl sich 
bis auf 11 verringert. 

Inzwischen waren Arbeiten von Darboux, De La Goumerie, Cremona und Cayley erschienen. 

Dann folgten weitere Untersuchungen von Clebsch (1867—69), Maxwell (1868), Cremona (1868), 
Kamdörfer (1869—71), Casey (1871) und Anderen. 

Als zum dritten Abschnitte gehörend kann man die Arbeiten Flücker's, Cayley^ und ScUmotis 
betrachten, die seit dem Jahre 1868 erschienen sind, und Rohns Preisschrift der Jablonowski' Qchen 
Gesellschaft (Leipzig, 1886). 

Plücker's Untersuchungen über Liniencomplexe und Complexflächen erschienen im 
Jahre 1868—69. 

Eine Uebersicht über die früheren Arbeiten gab Cayley 1870 in den Proc. London Math. Soc. 
vol. 3 und eine Reihe weiterer Untersuchungen in den Jahren 1873—1892. 

Die einzige Bearbeitung dieses noch lückenhaften Stoffes findet sich in Sdmon-Fiedkr^ Anal. 
Geom. d. Raumes, Bd. n. 

Die Arbeiten dieses letzten Zeitabschnittes sind in der folgenden Darstellung besonders 
berücksichtigt worden. 
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I. Hauptstück. 

Allgemeine Eigenschaften. 

A. Die Gleichungen der allgemeinen Fläche. 

1. Die allgemeine Gleichung einer Fläche vom Grade n = 4 hat 

N(n) = Ve^ln« + 6n + 11) = 34 
unabhängige Coefficienten. Man kann dieselbe in der symbolischen Gestalt schreiben: 

f= (a^x^ + a^x^ + a^x^ + a^x^Y = «i = 0. 

Zusatz. Die Fläche vierten Grades hat vier Ausartungen, für welche das Gleichungs- 
polynom in zwei, drei oder vier rationale Faktoren zerfällt. Sie kann in das System zweier Gebilde 
vom 3. und 1., oder beide vom 2. Grade zerfallen, oder in das System dreier Gebilde, eins vom 2. 
und zwei vom 1., oder endlich in das System von vier Gebilden 1. Grades. Die allgemeine Fläche 
und ihre Ausartungen lassen sich demnach durch die fünf Symbole darstellen: 

(4), (3, 1), (2, 2), (2, 1, 1), (1, 1, 1, 1). 

2. Eine Fläche von der Ordnung n = 4 ist im Allgemeinen (ohne Berücksichtigung der 
Singularitäten) von der Klasse (vergl. Sdnion-Fiedler, Bd. IT, art. 512): 

n' = n(n — 1)2 r= 36. 

Zusatz (1). Eine Fläche vierter Ordnung kann also 16 Knotenpunkte haben und nicht 
mehr als 16. Denn jeder Knotenpunkt vermindert die Klassenzahl der Fläche um zwei Einheiten. 
Eine Fläche vierter Ordnung mit 16 Knotenpunkten ist also nur noch von der Klasse 36 — 32 = 4 
(Kummer, Berlin. Monatsber. 1864, S. 246 flf.). 

Zusatz (2). Ueber die Singularitäten der Flächen 4. Ordnung findet man einige Zahlen- 
angaben bei Sdmon-Fieäkr (art. 512 und 516), und über ihre gestaltlichen Verhältnisse einige 
allgemeine Untersuchungen in der Preisschrift Rohns, 

B. Berttlirnngskegel und Knotenpunkte. 

{Kummer, Berlin. Monatsber. 1864, S. 246 ff. und Berlin. Abh. 1866, S. 1—120; Cayley, Proc. London 

M. S. vol. 3, p. 234—266.) 

3. Der Berührungskegel der Fläche 4. Ordnung ist im Allgemeinen von der 

Ordnung a = n{n — 1) =12, 

mit d = y^n(n — 1) (n — 2) (n — 3) = 12 Doppelkanten, 

und x = n{n — l)(n — 2) = 24 Rückkehrkanten. 

Zusatz. Man kann demnach die Klassenzahl der allgemeinen Fläche vierter Ordnung 
auch ausdrücken durch die Formel 

w' = a{a -- 1) — (2d + 3x) = 36. 

4. Legt man aber den Scheitel des umschriebenen Kegels in einen Knotenpunkt der 
Fläche, so ist der Kegel nur noch von der Ordnung 6 und von der Klasse 30 — 2{k — 1), wenn 
k die Anzahl der Knotenpunkte der Fläche bedeutet. 

Zusatz (1). Wie die Klassenzahl, so ist auch die Anzahl der Doppel- und Rückkehrkanten 
eines solchen Kegels von der Anzahl Knotenpunkte auf der Grundfläche abhängig. Sie ist nach 
Cayley im Allgemeinen um Eins geringer, als die Anzahl Knotenpunkte, also gleich k — 1. 

Zusatz (2). Jeder Knotenpunkt hat aber, ausser diesem der Fläche umschriebenen Kegel 
6. Ordnung, seiner Definition nach, noch einen Berührungskegel 2. Ordnung (s. oben S. 291). 
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6. Im Folgenden sollen die Berührungskegel der Grundfläche von einem Knoten- 
punkte aus für verschiedene Plächenarten nach Cayley zusammengestellt werden. Die Ziffern 
bedeuten die Ordnungen der Kegel (z. B. 3,3 einen in zwei cubische Kegel zerfallenden Kegel 
6. Ordnung u. s. w\), und ihre unteren Zeiger die Anzahl Doppel- oder Rückkehrkanten dieser Kegel. 
Es sollen aber diejenigen Flächen von der Betrachtung ausgeschlossen werden, welche eine 
Gerade durch zwei Knoten besitzen, deren umschriebener Kegel 6. Ordnung also eine Knoten- 
linie besitzt, welche zugleich eine Linie des Berührungskegels 2. Ordnung in demselben Knoten- 
punkt ist. 

(a) Hat die Fläche 16 Knotenpunkte, so zerfällt der Berührungskegel aus jedem der- 
selben in sechs Ebenen mit 15 Doppelkanten. Man bezeichnet ihn mit dem Symbol (1, 1, 1, 1, 1, 1) 
und die 16 -knotige Fläche mit dem Symbol: 

16(1, 1, 1, 1, 1, 1). 

Diese nach Kummer benannte Fläche wird unten (EL, A.) eigens behandelt. 

(b) Hat die Fläche 15 Knotenpunkte, so zei-fällt der Berührungskegel aus jedem der- 
selben in einen Kegel 2. Ordnung und vier Ebenen, mit 14 Doppelkanten. Der Kegel wird 
bezeichnet durch das Symbol (2, 1, 1, 1, 1) und die 15-knotige Fläche mit: 

15(2, 1, 1, 1, 1). 

(c) Hat die Fläche 14 Knotenpunkte, so zerfällt der Berührungskegel aus jedem der- 
selben in einen der beiden Typen (3i, 1, 1, 1) oder (2, 2, 1, 1) mit 13 Doppelkanten, indem der 
Kegel 3. Ordnung selbst eine Doppelkante enthält. Die 14 Knotenpunkte dieser Flächengattung 
zerfallen immer in zwei Gruppen von acht der ersten Art und sechs der zweiten Art, weshalb die 
14-knotige Fläche das Symbol hat: 

8(3„1,1, l) + 6(2, 2, 1, 1). 

(d) Hat die Fläche 13 Knotenpunkte, so zerfällt der Berührungskegel aus jedem der- 
selben in einen der vier Typen: 

(43, 1, 1), (3i, 2, 1), (3, 1, 1, 1), (2, 2, 2), 

mit 12 Doppelkanten, indem der Kegel 4. Ordnung selbst drei solche hat, und der Kegel 3. Ord- 
nung im zweiten Falle eine. Die 13 Knotenpunkte sind entweder sämmtlich von der letzten Art, 
oder gruppiren sich zu je drei der ersten, neun der zweiten und eine der dritten Art, weshalb die 
13-knotige Fläche vierter Ordnung durch eines der beiden Symbole darstellbar ist: 

(cc) 3(43, 1, 1) + 9(3„ 2, 1) + 1(3,1, 1,1), 

(ß) 13(2, 2, 2). 

Diese letztere Fläche {ß) kommt bei Kummer noch nicht vor. 

(e) Hat die Fläche 12 Knotenpunkte, so zerfällt der Berührungskegel aus jedem der- 
selben in die Typen: 

(43,2), (5e, 1), (3„3,). (3,2,1), (4„ 1, 1), 
mit 11 Doppelkanten. Die 12 Knotenpunkte geben folgende Arten von Flächen: 

(«) 12(43. 2), 

(ß) 2(5e, 1), + 6(3,, 3,) + 4(3, 2, 1), 

ir) 12(4,, 1, 1). 

Die letzte Fläche [y) kommt bei Kummer nicht vor. 

(f) Hat die Fläche 11 Knotenpunkte, so kann der Berühmngskegel nach fünf Typen 
zerfallen, mit 10 Doppelkanten. Die U-knotige Fläche: 

l(6io) + 10 (3i, 3) 

kommt bei Kummer vor. Ob die übrigen drei Typen des Berührungskegels 

(4„1, 1). (4„2), (5„1) 

drei verschiedenen oder nur zwei oder einer Fläche vierter Ordnung angehören, ist nach Cayley 
noch zweifelhaft. Die Frage ist später von Bohn genauer erörtert worden. 
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(g) Hat die Fläche 10 Knotenpunkte, so kann der Berührungsknoten wieder nach fünf 
verschiedenen Typen zerfallen, mit neun Doppelkanten. Mit Sicherheit hat man hier die Fläche 10(3,3), 
die von Cayley unter dem Namen Symmetroid behandelt wurde (s. unten S. 376), während es nach 
ihm noch zweifelhaft bleibt, wie viele Flächen aus den folgenden Typen zu bilden sind: 

(6c,), (5„ 1), (4, 2), (4, 1, 1). 

Auch diese Frage ist später von Bohn genauer untersucht worden. 

Zusatz (1). Aus (f) und (g) ist ersichtlich, dass die Flächen mit weniger als 12 Knoten- 
punkten noch nicht genügend erforscht sind. 

Cayley stellt in einer Tafel (p. 25 und 235) die verschiedenen Typen zusammen, welche der 
Berührungskegel von einem Knotenpunkte aus allenfalls haben könnte, für alle Flächen vierter 
Ordnung mit Knotenpunkten, deren Anzahl von 16 bis herabsinkt. Doch kommen nicht alle diese 
Typen in Wirklichkeit vor. 

Zusatz (2). Dei'selbe Gegenstand (bis zu den Flächen mit 11 Knotenpunkten einschliesslich) 
wurde auch von Kummer behandelt, aber mehr gelegentlich, bei Untersuchung der „Strahlensysteme**, 
während Cayley die letzteren unberücksichtigt liess und nur von der Knotenpunkttheorie ausging. 
Daraus erklärt sich, dass die Aufzählung der einzelnen Fälle bei Cayley vollständiger ist. Cayley 
ordnete auch die iTtimmer' sehen Tafeln, w^elche die Beziehungen zwischen den Knotenpunkten und 
den zugehörigen singulären Ebenen und Kegeln darstellen, in einer verschiedenen Gestalt, die er 
für bequemer hielt. 

Zusatz (3). Die Punkte von höheren Singularitäten sind nach Cayley wahrscheinlich 
sehr zahlreich, aber noch kaum untersucht. 

6. Die Gleichung des Berührungskegels aus einem Knotenpunkte wurd von Cayley in 
die Gestalt gebracht: 

wobei der Scheitel des Kegels in den Coordinatenursprung gelegt ist und A, B, r Punktionen von 
X, y, /s bezüglich von den Geraden 2, 3, 4 sind. 

Die Gleichung der Fläche vierter Ordnung ist dabei in der Gestalt vorausgesetzt: 

Äw^ + 2Bw + r=o, 

wo iv die vierte homogene Coordinate bedeutet. 

Zusatz (1). Ä = ist also die Gleichung des Berührungskegels zweiter Ordnung im Knoten- 
punkte {x = 0, y = 0, js = 0). 

Zusatz (2). Die Punktion r wird sich von einer Fläche zur andern und auch von einer 
Knotenform zur andern verschieden gestalten. Cayley führt, um r für die verschiedenen Flächen 
auszudrücken, die sechs linearen Funktionen t^, ... tQ ein und stellt die identische Gleichung auf: 

AC—B^ = Kt,t,t,tJ,t,, 

worin K eine Constante und C eine Funktion vierter Ordnung von x, y, z ist. 

Zusatz (3). So ist zum Beispiel für die 16-knotige Fläche r=C, also die Gleichung des 
umschriebenen Kegels von dem Knoten (a: = 0, y = 0, ^er = 0) aus : 

H frg ^3 ^4 ^5 Iq = ü. 

Für alle übrigen Flächen aber ist r := C + f{ty 

Zusatz (4). Cayley bemerkt (p. 234), dass die obigen Ergebnisse der Hauptsache nach in 
Zumi>«€r's Abhandlung „lieber die algebraischen Strahlensysteme etc.** (Berlin. Abh. 1866, S. 1—120) ent- 
halten sind, aber in Folge der geänderten Constanten eine grössere UebersichÜichkeit erhalten haben. 

Zusatz (5). Bohn (a. a. 0.) zeigt insbesondere, dass ein Schnitt dieses Kegels mit der 
Ebene w; = von dem Kegelschnitte -4 = 0, m; = in 6 Punkten berührt wird, welche auf der 
Curve 3. Ordnung 2^ = 0, w=^0 liegen; und dass umgekehrt jede Curve 6. Ordnung, w^elche von 
einem Kegelschnitte in 6 Punkten berührt w ird, als Schnitt eines solchen Berührungskegels betrachtet 
werden kann. Er untersucht deshalb diese Curven 6. Ordnung, namentlich in Bezug auf ihre 
Doppelpunkte, und schliesst aus ihren Eigenschaften auf die Knotenpunkte der Flächen 4. Ordnung. 
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C« Flächen mit Doppelpunktslinien. 

Vorbemerkung (1). Eine Doppelpunktslinie ist die ununterbrochene Aufeinanderfolge 
von Doppelpunkten, also gleichwerthig mit zwei auf einander fallenden einfachen Linien und kann 
demnach einfacher Doppellinie genannt werden. 

Das Wort Doppelpunkt ist hier in dem allgemeinen Sinne zu nehmen, dass es auch 
Rückkehrpunkte in sich begreift. Doch scheint der Fall, wo die Doppellinie aus lauter Rtick- 
kehrpunkten der Fläche besteht, also eine Cuspidallinie ist, noch kaum untersucht worden zu sein. 

Cayley (Quart. J. of M. vol. 10, 1870, p. 26) erwähnt nur kurz die Fläche vierter Ordnung: 
F* — x^y^=^0 mit dem Cuspidalkegelschnitte : F= 0, x — 0, 

Vorbemerkung (2). Von diesen Flächen mit Doppellinien sind hier nur die drei Fälle zu 
betrachten: Flächen mit einer Doppelgeraden, Flächen mit Doppelkegelschnitt, Flächen mit 
drei in einem Punkte sich schneidenden Doppelgeraden. Denn Flächen vierter Ordnung 
mit räumlicher Doppelcurve sind Linienflächen, die unten (EI) eigens behandelt sind. 

7. Flächen vierter Ordnung mit einer Doppelgeraden lassen sich nach Kumtner durch 
drei quadratische Funktionen y, y^, (f^ und zwei lineare p, q ausdrücken wie folgt: 

i>'y + 2i?2SPi + 2^92 = 0. 
Die drei quadratischen Funktionen lassen sich wieder durch lineare ersetzen, und dann erhält man 
die Gleichung nach Cayley durch die vier linearen Funktionen Ä, B, C, B ausgedrückt: 

(A, BY + {A, ByC + [A, BYB + (^, ByC^ + (A, BfCB + (A, ByB^ = 0. 

Eine solche Fläche ist im Allgemeinen nur noch von der 20. Klasse. Diese Klassenzahl 
kann aber bis auf 4 herabsinken, wenn die Fläche die volle Zahl 8 ihrer möglichen Doppelpunkte 
erreicht (s. unten 8,). 

8, Die ebenen Schnitte dieser Fläche mit einer Doppelgeraden haben folgende Eigenschaften: 

(a) Es gibt einen ganzen Büschel von Ebenen, mit der Axe in der Doppellinie, welche 
die Fläche in je einem Kegelschnitte schneiden. 

In diesem Büschel gibt es acht Ebenen, deren Kegelschnitte in Linienpaare ausarten. 
Fallen zwei dieser Ebenen in eine zusammen, so ist der Schnittpunkt des Geradenpaares ein 
Doppelpunkt der Fläche. Besteht überdies das Geradenpaar aus zwei zusammenfallenden Geraden, 
so enthält es noch einen zweiten Doppelpunkt der Fläche. 

Die Fläche mit einer Doppelgeraden hat also immer 16 Gerade und höchstens 8 Doppel- 
punkte. Bei der dualistischen Behandlung der Fläche als Punktort und als Einhüllende ihrer Berührungs- 
ebenen erhält man überdiefi 8 Doppelebenen, welche den 8 Doppelpunkten reciprok entsprechen. 

(b) „Es gibt 64 dreifache Berührungsebenen, welche die Fläche in je zwei (also im 
Ganzen in 2^=128) Kegelschnitten treffen, wobei dann immer ein Schnittpunkt eines Kegel- 
schnittpaares auf der Doppellinie liegt. Jeder Kegelschnitt trifft je eine Gerade je eines Geraden- 
paares, der ergänzende immer die anderen Geraden, und zwar gibt es immer einen Kegelschnitt, 
der je eine beliebig gewählte Gerade aus 7 der Paare trifft, während die Gerade des achten Paares 
dadurch bestimmt ist" (Clebsch, Math. Ann. Bd. 1, 1869, S. 260). 

Zusatz. Hat die Fläche eine Doppelgerade und acht reelle Doppelpunkte, so ist 

sie nur noch von der vierten Klasse. Sie lässt sich dann nach Plücker (N. G. I, no. 213) durch 

folgende Gleichung darstellen: 

C B 1 

C Wg V2 Ml 
B V2 W?2 Vi 
1 Ml V^ W 

WO -4, B, C, B lineare Funktionen der Coordinaten und die übrigen Grössen Funktionen von A 
und B vom Grade ihres Zeigers sind, so dass w eine Constante bezeichnet. Die ausgezeichneten 
Ebenen ^ = 0, -B = bestimmen durch ihren Durchschnitt die Doppelgerade. 
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Die acht Doppelpunkte lassen sich auf acht Ebenen so vertheilen, dass in jeder Ebene 
vier Doppelpunkte liegen und durch jeden Doppelpunkt vier Ebenen gehen. 

Die Behandlung dieser Flächen als Complexflächen nach der Pto'cZ^er'schen Methode folgt 
unten (IV). 

9, Flächen vierter Ordnung mit einem Doppelkegelschnitte lassen sich nach Kummer 
folgendermassen darstellen : 

wo (jp und ifj Funktionen zweiten und p ersten Grades der Coordinaten sind. Die Schnittcurve 
y = 0, i> = bildet den Doppelkegelschnitt. 

Die Fläche hat immer 16 Gerade aber höchstens 4 Knotenpunkte. Die 16 Geraden 
treffen den Doppelkegelschnitt je einmal, und haben mit den 27 Geraden der Flächen dritten Grades 
grosse Aehnlichkeit, indem sie sich, wie diese, gruppenweise zusammenfassen lassen (s. unten 13.). 

Zusatz (1). Diese Flächen wurden von Kummer (Berlin. Monatsber. 1863, abgedruckt in 
CreUes J. Bd. 64, 1865, S. 66 ff.) behandelt, mit Ausnahme des Falles von drei Knotenpunkten, der 
von Cayley (Quart. J. of. M. vol. 10—11, 1870—71) ergänzt wurde. 

Clebsch (Crelle's J. Bd. 69, 1868, S. 142 ff.) behandelte die allgemeine Fläche ohne Knoten- 
punkt und zeigte, dass ihre Coordinaten sich darstellen lassen als Funktionen dritten Grades von 
drei homogen auftretenden Parametern: 

QXi = fi{ii. ^2» Cs)» i= 1» 2, 3, 4. 

Die besonderen Fälle mit 1, 2, 3, 4 Knotenpunkten sind von Korndörfer (Math. Ann. Bde. 1—2, 
1869—70, S. 592 und 41) untersucht worden. 

Einige dieser Fälle findet man unten (IL, 12, und 13,) erwähnt. 

Zusatz (2). Zerfällt der Doppelkegelschnitt in zwei sich schneidende Doppelgeraden, 
so lässt sich die Fläche darstellen wie folgt: 

{qr — psy = 4ip^ip, 
oder auch in der Form: 

g2^2 — 2pqrs + p^ip, g, r, sy = 0, 

wo p, g, r, s Funktionen ersten Grades sind und tp, sowie die letztere Klammer mit dem Exponenten 2, 
Funktionen zweiten Grades der Coordinaten bedeuten. 

Die beiden Doppelgeraden sind dargestellt durch die Gleichungen: 

q=zp z=0, r=p = 0, 
und jeder der beiden Büschel 

q + Xp = 0, r + }.pz=zO 

schneidet die Fläche (nach 8.) in einer Kegelschnittschaar. 

Zusatz (3). Der Fall, wo der Doppelkegelschnitt in's Unendliche rückt, wird unten 
(n, C.) behandelt. 

lO« Flächen vierter Ordnung mit drei Doppelgeraden, die sich in einem Punkte 
schneiden, lassen sich durch vier lineare Funktionen Ä, B, C, B darstellen wie folgt: 

aA^B^ + hB^(? + cCPÄ^ + dÄBCB = 0. 

Die drei Doppellinien haben die Gleichungen: 

Ä = B=:0, B=C=0, C=Ä = 0, 

Die Fläche ist von der dritten Klasse, und der Berührungskegel aus einem ihrer 
Punkte zerfällt in zwei Kegel zweiter Ordnung. 

Nach Cayley ist sie die Reciproke der cubischen Fläche 

X y ^ 2^ 
und lässt sich auf die irrationale Form bringen: 

Vx +Vy + y~z + Vi7 = 0. 
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Zusatz (1). Steiner hatte gefunden, dass es eine Fläche 4. Ordnung gibt, die von sämmt- 
lichen Berührungsebenen in Kegelschnittpaaren geschnitten wird, und dass von den vier Schnitt- 
punkten jedes Paares einer der Berührungspunkt ist, während die drei andern fortwährend auf 
drei Geraden der Fläche bleiben, die sich in einem ausgezeichneten Punkte der Fläche schneiden. 

Zusatz (2). Diese Fläche wurde von Kummer unabhängig entdeckt, aber Steiner zugeschrieben. 
Letzterer hatte sich nämlich schon 1844, während seines Aufenthaltes in Rom, mit dieser Fläche 
beschäftigt, aber allerdings nie etwas über dieselbe veröffentlicht. Erst in seinen gesammelten 
Schriften (Werke, Bd. 11, S. 723) findet sich eine kurze Abhandlung aus dem Nachlasse mitgetheilt 
(vergl. a. a. 0. S. 741, Anmerkung, und einen kurzen Bericht von Weierstrass in Grelles J. Bd. 64, 
1865, S. 77). 

Dieselbe Fläche wurde untersucht von Cremana (Crdles J. Bd. 63, 1863, S. 315), Schröter 
(Berlin. Monatsber. 1863, abgedruckt in Crdles J. Bd. 64, S. 79), Cayleij (CreUe's J. Bd. 64, 1865, 
S. 172), Clebsch {Grelles J. Bd. 67, 1867, S. 1). 

Zusatz (3). Diese Fläche hat eine besonders symmetrische Unterart, die von Gaijley (Proc. 
London M. S. vol. 5, p. 14—25) eingehend untersucht wurde, nämlich den Fall, wo die drei Knoten- 
linien auf einander senkrecht stehen. 

Das Tetraeder der vier singulären Berührungsebenen ist hier regelmässig, die drei Knoten- 
linien verbinden die Halbirungspunkte je zweier gegenüber liegenden Kanten und schneiden sich 
im Mittelpunkte des Tetraeders. 

Eine andere Unterart, wo die drei Doppellinien zusammenfallen, wird von Gayley 
(Proc. London Math. Soc. vol. 3, 1870, p. 188) nur kurz erwähnt als die Reciproke der Fläche 
dritter Ordnung, die er als XIX. Art bezeichnet, mit der Gleichung: wxz + y^z + a;' = 0. 

Endlich erwähnt er (p. 190) noch den Fall, wo nur zwei der drei Doppellinien zusanmien- 
fallen. Auch diese Fläche ist die Reciproke einer Fläche dritter Ordnung, die er als XVin. Art 
bezeichnet, mit der Gleichung: wxz -f (x -{- z)y^ = 0. 



D. Kegelschnitt schaaren auf Flächen vierter Ordnung. 

Vorbemerkung. Nicht alle Flächen vierter Ordnung besitzen Schaaren von Kegelschnitten, 
durch welche sie erzeugt werden können, sondern nur besondere Arten derselben. 

Und auch diese Flächen werden nicht von beliebigen Ebenen in Kegelschnitten durchsetzt, 
sondern nur von besonders gearteten Ebenensystemen. 

Kummer hat deshalb eine Untersuchung angestellt „über die Flächen vierten Grades, auf 
welchen Schaaren von Kegelschnitten liegen" (Berlin. Monatsber. 1863, abgedruckt in Grelles J. 
Bd. 64, 1865, S. 66 ff.). 

11. Die Schnittebenen seien nicht zugleich Berührungsebenen der Fläche. 

(a) Hat die Fläche einen Doppelpunktskegelschnitt und zwei Knotenpunkte, deren 
Verbindungslinie nicht durch diesen Kegelschnitt hindurchgeht, so wird sie von jeder durch die 
zwei Knoten gehenden Ebene in einem Kegelschnittpaar geschnitten. 

Die Gleichung einer solchen Fläche lässt sich schreiben: 

y» z= Ap^qr, 

wo y eine Funktion zweiten Grades und p, q, r linear sind. Die Schnittcurve (f = 0^ p = ist die 
Doppelpunktscurve und die Schnittpunkte der Geraden q = 0, r=:0 mit der Fläche y = sind die 
beiden Knotencur\^en der Fläche vierter Ordnung. 

Alle durch die Axe q = Oy r = gehenden Ebenen schneiden die Fläche in Kegelschnitt- 
paaren, während die Ebenen ^ = 0, r — selbst die Fläche in Kegelschnitten berühren, also singulare 
Berührungsebenen sind. 

(b) Hat die Fläche eine Doppelpunktsgerade, so wird sie von jeder durch diese Gerade 
gehenden Ebene noch in einem Kegelschnitte geschnitten. 
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Die Gleichung einer solchen Fläche lässt sich schreiben: 

p^tp + 2pqif^ + q^(pi = 0, 

wo y, c/i, f/2 vom zweiten Grade und p, q linear sind. Die Linie p=^0, <7 = ist die Doppel- 
punktsgerade. 

(c) Hat die Fläche zwei Selbstberührungspunkte, so wird sie von jeder Ebene durch 
diese zwei Punkte in zwei sich berührenden Kegelschnitten geschnitten. 
Die Gleichung der Fläche kann geschrieben werden: 

SP« = (p, q)\ 

wo wieder y vom zweiten Grade ist und p, q linear sind, während die Klammer mit dem Exponenten 
das Symbol einer Funktion vierten Grades ist. Die beiden Punkte, in denen die Fläche sich selbst 
berührt, sind die Durchschnittspunkte der Geraden i? = 0, g = mit der Fläche y = 0. 

Alle Ebenen des Büschels p + Xq=^0 schneiden aus der Fläche Kegelschnittpaare mit 
doppelter Berührung. 

Die Fläche hat ein Tetraeder singulärer Bertlhrungsebenen, von welchen sie in Kegel- 
schnitten berührt wird. 

Zusatz (1). In allen drei Fällen bilden die Schnittebenen einen Büschel. Die Fläche 
wird also erzeugt durch einen oder zwei veränderliche Kegelschnitte, deren Ebenen sich um eine 
feste Axe drehen. 

Plücker bezeichnet solche Flächen, vielleicht nicht sehr passend, als Meridianflächen; 
im Falle aber, wo die Axe des Büschels im Unendlichen liegt, die erzeugenden Kegelschnittebenen 
also einander parallel sind, als Aequatorialflächen. 

Zusatz (2). Die Axe des Büschels gehört im Allgemeinen der Fläche nicht an, da sie nur 
die Verbindungslinie zweier Flächenpunkte ist. 

Nur im Falle (b) ist dieselbe eine Linie der Fläche, und diese Art von Flächen wurde 
von Plücker (N. G. 1868—69) unter dem Namen Complexflächen ausführlich behandelt 
(s. unten IV). 

12. Die Schnittebenen seien einfache Berührungsebenen. Hier gibt es zwei Fälle: 

(a) Wenn die Fläche drei in einem Punkte sich schneidende Doppelpunktsgeraden 
hat, so wird sie von jeder ihrer Berührungsebenen in einem Kegelschnittpaare geschnitten. Es ist 
dieses die oben (10.) erwähnte Steiner sehe Fläche. 

(b) Wenn die Fläche einen Doppelpunktskegelschnitt und einen Knotenpunkt 
hat, so wird sie von jeder Berührungsebene durch diesen Knoten in einem Kegelschnittpaare 
geschnitten. 

Die Gleichung der Fläche lässt sich in die Gestalt bringen: 

y» = ip^ip, 

wo ^ = einen Kegel zweiter Ordnung darstellt, dessen Scheitel auf der Fläche zweiter Ord- 
nung y = liegt. Der ebene Schnitt y r=: 0, p = liefert die Doppelpunktscurve und der Scheitel 
des Kegels ist der Knotenpunkt. 

Der Kegel tp = berührt die Fläche vierter Ordnung längs einer Curve zweiter Ordnung. 
Sämmtliche Berührungsebenen des Kegels schneiden aus der Fläche Kegelschnittpaare aus, die im 
Knotenpunkt einen gemeinsamen Schnittpunkt besitzen. 

13. Die Schnittebenen seien doppelte Berührungsebenen. 

(a) Hat die Fläche einen Doppelpunktskegelschnitt, so wird sie von jeder doppelten 
Berührungsebene in einem Kegelschnittpaare geschnitten. 

Es gibt nämlich nach Kummer im Allgemeinen fünf verschiedene Kegel zweiter Ordnung 
von der Beschaffenheit, dass die Berührungsebenen eines jeden derselben eine Schaar doppelter 
Berührungsebenen dieser Fläche bilden und Kegelschnittpaare aus derselben ausschneiden. Die 
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Gleichungen 5. und 10. Grades, von welchen das Problem abhängt, wurden gruppentheoretisch 
behandelt von Jordan (Traitö des Subst. p. 309—313). 

Diese Fläche ist oben (9.) eingehender besprochen. 

(b) Ist die Fläche eine Linienfläche, so wird sie von jeder doppelten BerUhrungsebene 
in einem Kegelschnitte und in zwei Geraden geschnitten. 

Diese Flächen werden unten eigens behandelt (DI). 



IL Hauptstück. 

Besondere Arten von Flächen. 

A. Die Kumtner'*sche Fläche mit 16 Knotenpunkten. 

Vorbemerkung (1). Nach I, 2. Zusatz (1), kann eine Fläche ohne singulare Linien 16 und 
höchstens 16 Knotenpunkte haben. Wie überhaupt die Behandlung eines Gebildes durch das 
Vorhandensein von Singularitäten erleichtert wird (s. oben S. 194), so sind auch die Flächen mit 
16 Knotenpunkten eingehender untersucht worden, als die mit weniger singulären Punkten. 

Vorbemerkung (2). Unter jBTwmmer'scher Fläche kann man zwei verschiedene Flächen 
verstehen: diejenige mit einem Doppelkegelschnitte (s. oben I, C, 9.) und diejenigen mit 16 Knoten- 
punkten. Die Beziehungen zwischen diesen beiden Flächen wurden von Lie (Math. Ann. Bd. 5, 
1872, S. 250—253) mit Hilfe seiner Kugelabbildung hervorgehoben. 

Vorbemerkung (3). Die Kummer' sehe Fläche mit 16 Knotenpunkten hat ihren 
Namen von dem Verfasser zweier Schriften in den Berlin. Monatsberichten (1864, S. 246 ff. 
und 495). An ersterer Stelle wird die Fläche betrachtet mit Hilfe ihres einhüllenden Kegels, 
an der zweiten als „Brennfläche von sechs besonderen Strahlensystemen zweiter Ordnung und 
zweiter Klasse". Als Brennfläche von Strahlensystemen wurde sie von Kummer später noch einmal 
besprochen in den Berlin. Abhandlungen (1866, S. 1—202, im § 7). 

Dieselbe Fläche wurde eingehend untersucht von JEfein (Math. Ann. Bd. 2, S. 213 ff.) 
besonders in Bezug auf ihre Singularitäten. Ihre Haupttangentencurven wurden besprochen von 
Klein und Lie in den Berlin. Monatsberichten (1870, S. 891 ff.). 

Cayley und Borchardt (CreUes J. Bd. 83, 1877, S. 210 und 234) haben die Darstellung der 
Kumme/schen Fläche mit Hilfe der Thetafunktionen auseinandergesetzt, indem sich beide auf eine 
Abhandlung GöpeTs (GreUes J. Bd. 35, S. 277) stützten. Dasselbe geschah in etwas anderer Weise 
von Weber (CreUes J. Bd. 84, 1878, S. 332) und Pascal {Tortdinfs Ann. t. 18, p. 227, und t. 19, 
p. 159, 1890—91). 

Die Gleichungen, von welchen die Bestimmung der Singularitäten dieser Fläche abhängen, 
wurden gruppentheoretisch behandelt von Jordan {CreUes J. Bd. 70, 1869, S. 182, und Trait6 
d. Subst. 1870, p. 313—316). 

Vorbemerkung (4). Die Kummer sehe Fläche enthält eine Menge besonderer Flächen, 
von denen einige unten (D.) behandelt sind. 

In einer späteren Arbeit (Berlin. Monatsber. 1872, S. 474) behandelt Kummer auch die 
Fläche y* = ^ . z, wo die drei Funktionen y, %, ip vom zweiten Grade sind. Diese Fläche wird 
von der Schaar von Flächen zweiten Grades 

a> + 2ay + x = 

eingehüllt. Nach Kummer sind „die meisten bisher behandelten interessanteren Flächen vierten 
Grades" in dieser Art enthalten. 



374 ^^- Abschnitt. Die Flächen vierten Grades. 

Sie hat die Eigenschaft, dass das Strahlensystem 12. Ordnung und 28. Klasse, welches von 
sämmtlichen Doppeltangenten der allgemeinen Fläche vierter Ordnung gebildet wird, hier in zwei 
getrennte Strahlensysteme zerfällt, deren eines von der 4. Ordnung und 12. Klasse, das andere 
von der 8. Ordnung und 16. Klasse ist. 

Er betrachtet dann noch die besondere Art: qi^=pqrs, wo die vier Faktoren rechts linear 
sind, eine Fläche mit 12 Knotenpunkten. 

1, Von den Eigenschaften der Kummer sehen Fläche sind die folgenden die haupt- 
sächlichsten : 

(a) Die Fläche ist von der gleichen Ordnung und Klasse, nämlich der vierten. Ihre 
Gleichung hat 18 wesentliche Constanten, also 16 w^eniger als die allgemeine Gleichung. 

In Gleichung (1) der ersten Arbeit gibt Kummer alle 19 Glieder vollständig entwickelt. Er 
bewerkstelligt aber daselbst eine Reihe von Umformungen, theils rationale, theils irrationale, um 
die Gleichung auf eine kürzere Form zu bringen. Er wählt vier lineare Funktionen der Coor- 
dinaten p, q, r, s, welche, gleich Null gesetzt, vier von den 16 singulären Ebenen darstellen, derart, 
dass die vier Ecken des von ihnen gebildeten Tetraeders zugleich vier von den 16 singulären 
Punkten sind. Diese Wahl kann auf viele Arten geschehen. 

Da diese vier Funktionen zusammen 15 Constanten liefern, so sind fllr die Flächengleichung 
nur noch drei weitere Constanten von Nöthen. 

In seiner zehnten Gleichung gibt er schliesslich die einfache Form: 

<&2 := l6Kpqrs, 
wo eine quadratische Funktion von p, g, r, s und K eine Constante ist: 

=p^ + q^ + r^ + s^ + 2a(qr + ps) + 2b{rp + qs) + 2c{pq + rs), 

K=a^ + h^ + c^ - 2ahc — 1. 

Zusatz (1). Die Kummer sehen Gleichungen wurden von Cayley {GreUe's J. Bd. 73, 1871, 
S. 292 flf.) mehrfach umgeformt mit besonderer Rücksicht auf Symmetrie. 

Zusatz (2). Man kann also durch eine beliebige Gerade vier Berührungsebenen an die 
Fläche legen. Deren Doppelverhältniss ist nach Klein gleich demjenigen der vier Durchschnitts- 
punkte dieser Geraden mit der Fläche. 

(b) Nach Kummer hat die Fläche vierter Ordnung mit 16 singulären Punkten auch 
16 singulare Berührungsebenen. Diese Punkte und Ebenen liegen derart, dass jede der 
16 Ebenen 6 Punkte enthält, und durch jeden der 16 Punkte 6 Ebenen gehen. Jede der 16 Ebenen 
berührt nämlich die Fläche in einem Kegelschnitte, auf welchem die 6 singulären Punkte liegen. 

(c) Die Gleichung 6. Grades, durch welche die sechs Doppeltangenten mit einem gemein- 
schaftlichen Berührungspunkte auf der allgemeinen Fläche vierter Ordnung bestimmt werden, zerfällt 
bei der Kummersehen Fläche in vier Faktoren ersten Grades und einen Faktor zweiten Grades. 
Diese Paktoren können nach Kummer durch die Coordinaten des gemeinsamen Berührungspunktes 
rational ausgedrückt w^erden. 

Zusatz. Die Doppeltangenten der Kummer sehen Fläche bilden sechs verschiedene Linien- 
congruenzen zweiter Ordnung und zweiter Klasse, deren jede einem der sechs Grundcomplexe 
angehört. 

(d) Die Kummersehe Fläche ist die Singularitätenfläche für eine einfach unendliche 
Schaar von Liniencomplexen zweiten Grades. Sie hängt nämlich von einer Constante weniger ab 
als diese Complexe (vergl. oben S. 123—124). • 

Zusatz. Diese Schaar von Complexen zweiten Grades bestimmt in jeder Ebene des 
Raumes eine Schaar von Kegelschnitten, welche die Schnittcurve der Kummer'sehen Fläche mit 
dieser Ebene viermal berühren. 
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und das System einer Fläche dritter Ordnung und einer Ebene (3, 1), welches dadurch vollständig 
bestimmt ist, dass 3 der gegebenen Punkte auf beiden als einfache Punkte liegen, und die übrigen 4 
als Doppelpunkte auf der Fläche dritter Ordnung: 

(^, B, C)^ + A(3, 1) = 0. 

3. Die Flächen vierter Ordnung mit 8 Knotenpunkten zerfallen nach Cayley in zwei 
Arten: oktadische und dianomische. Beide lassen sich darstellen wie oben im Falle 2. (d): 

(^, JB, C)^ + A(3, 1) = 0. 

(a) Bei den oktadischen Flächen ist 1 = 0, also die Gleichung: (Ä, B, C)* = 0, mit 
5 wesentlichen Constanten. Die 8 Doppelpunkte sind die Durchschnittspunkte der drei 
Flächen Ä = Bz=C=0, und bilden eine „Octade". Der 8. Doppelpunkt der Fläche ist immer 
bestimmt, sobald 7 willkürlich gewählt sind. 

(b) Bei den dianomischen Flächen ist A^O. Sind 7 Knotenpunkte willkürlich gegeben, 
so ist der achte ein beliebiger Punkt auf einer gewissen Fläche sechster Ordnung, welche durch 
die 7 gegebenen Knotenpunkte bestimmt ist, der sogenannten „dianodalen Fläche der 7 Punkte". 

Zusatz. Diese Beziehung zwischen den 8 Knotenpunkten ist vollständig symmetrisch, 
indem jeder auf der dianodalen Fläche der 7 anderen liegt. 

4. Die oktadische und die dianomische Fläche können noch einen 9. und 10. Knotenpunkt 
haben, die aber auf gewissen Jacöbi' sehen Curven liegen müssen. Mehr als 10 Knotenpunkte kann 
aber eine Fläche vierter Ordnung nicht haben, wenn 7 Knoten willkürlich gewählt sein sollen. 

(a) Die dianomische Fläche heisst in diesen beiden Fällen bezüglich Enneadianom und 
Dekadianom. 

Das Dekadianom zerfällt in zwei Arten. Bei der ersten Art ist der von einem Knoten 
aus gebildete Berührungskegel ein eigentlicher Kegel 6. Ordnung mit 9 Doppelkanten, bei der 
zweiten Art zerfällt dieser Kegel in das System zweier Kegel dritter Ordnung, mit den 9 Schnitt- 
linien als Doppelkanten. Diese zweite Art von Dekadianom heisst Symmetroid. 

(b) Die Gleichung des Symmetroids kann dargestellt werden durch eine symmetrische 
Determinante vierter Ordnung von 16 linearen Funktionen, mit 24 unabhängigen Constanten: 

/ii • • /u 

• • • • =0. 

. . . • 

/41 • • fu 

Die 10 Knotenpunkte dieser Fläche haben die merkwürdige Eigenschaft, dass die 9 Strahlen 
von jedem aus nach den übrigen die Doppelkanten des Berührungskegels 6. Ordnung sind, das 
heisst, die Schnittlinie der beiden Kegel 3. Ordnung, in welche jener Berührungskegel zerfällt. 
Cayley bezeichnet jedes System von 9 solchen Strahlen als Enneade und zeigt, dass, wenn einer 
der 10 Knotenpunkte einen so zerfallenden Berührungskegel hat, dies mit allen 10 der Fall ist. 
Daher der Name Symmetroid. 

Zusatz. Wenn identisch /ii^O, so hat das Symmetroid ausser den 10 Knotenpunkten 
noch einen 11.; wenn ausserdem f^^^O, noch einen 12.; wenn auch /ig^O, noch einen 13.; wenn 
endlich auch /i4 ^ 0, noch einen 14. 

Dieses sind die Flächen mit 11, 12, 13, 14 Knotenpunkten, welche in der Kummer' sehen 
Abhandlung erwähnt sind. 

C. Cycliden. 

Vorbemerkung (1). Eine besondere Klasse von Flächen vierter Ordnung erhält man, wenn 
der Doppelpunktskegelschnitt (oben I, 9.) der unendlich ferne Kugelkreis wird. Sie werden 
allgemein Cycliden genannt, während Cayley den Namen „Bicirculare Flächen" vorziehen würde. 

Solche Flächen wurden behandelt von Dupin, Darboux, Moutard, De La Gournerie, Maxwell 
und Casey, worüber man in Cayley s Uebersicht in den Proc. London Math. Soc. (vol. 3, 1870, 
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p. 188—189) und besonders in Fiedlers Ausgabe von Salmoiis Anal. Geora. d. Raumes (Bd. 11, S. LV, 
Anmerkung 170) ausführliche Angaben findet. Unter den neueren Arbeiten sind mehrere Aufsätze 
von Rihaucour zu nennen (Compt. Rend. t. 76, 1873, p. 478). 

Vorbemerkung (2). Die Cycliden gehören zu den anallagmatischen Flächen, das heisst 
sie sind in gewissem Sinne ihre eigenen Inversen (vergl. Moutard, Nouv. Ann. t. 23). 

Die Cycliden mit Knotenpunkten lassen sich durch reciproke Fahrstrahlen aus einer Fläche 
zweiten Grades ableiten, mit dem Inversionscentrum in einem Knoten der Fläche. 

Ist diese Fläche zweiten Grades ein Kegel, oder eine Umdrehungsfläche oder beides 
zugleich, so muss die Cyclide bezüglich 2, 3, 4 Knotenpunkte haben. 

Vorbemerkung (3). Die Cyclide mit 4 Knotenpunkten ist die von Dupin zuerst unter- 
suchte (Application de Geom. 1822), deren beide Schaaren von Krümmungslinien Kreise sind. 

MaxwelVs Eintheilung dieser Fläche in Arten (Quart. J. of M. vol. 9, 1868, p. 111 ss.) ist nach 
Cayley nicht ganz vollständig. Seine begleitenden Figuren geben aber ein deutliches Bild dieser Arten. 

Vorbemerkung (4). Eine besondere Art von Cycliden wurde von Be La Gournerie unter- 
sucht (J. de TEc. Pol. t. 23, 1863, p. 1 ss.) ebenso von Cayley (Quart. J. of M. vol. 10, 1870, p. 24, 
und vol. 11, p. 15, 111). 

Die Fläche hat zwei Knotenpunkte in dem singulären unendlich fernen Kugelkreise. 
Sie kann durch Umdrehung eines Kegelschnittes um eine beliebige Axe des Raumes erzeugt 
werden und begreift also den Torus als besonderen Fall in sich. 

5. Diese Cycliden können erzeugt werden als die Einhüllenden aller Kugeln, deren 
Mittelpunkte auf einer gegebenen Fläche zweiten Grades F=0 liegen, und welche von einer 
gegebenen Kugel Ä= rechtwinklig geschnitten werden (Casey, Phil. Trans, vol. 161, 1871, p. 585). 

Zusatz (1). Die Schnittcurve der beiden Grundflächen F=0, 5=0, auf welchen die 
erzeugenden Kugeln in Punkte ausarten, kann als Focallinie der Cyclide bezeichnet werden. 
Fallen also diese beiden Grundflächen zusammen, so ist die Cyclide eine Kugel S=0, 

Zusatz (2). Je nach der verschiedenen Art der Grundfläche F erhält man auch ver- 
schiedene Alten von Cycliden: 

Ist F eine Linienfläche, so entsprechen ihren beiden Schaaren von Geraden zwei Ki-eis- 
schaaren auf der Cyclide, erzeugt durch jene Kugeln, deren Mittelpunkte auf diesen Geradenschaaren 
liegen. Ist insbesondere diese Linienfläche ein Kegel, so liegen beide Kreisschaaren auf der 
Kugel, welche den Kegelscheitel zum Mittelpunkte hat, und die Cyclide artet in eine Kugelzone 
aus, begrenzt von der einhüllenden sphärischen Curve vierter Ordnung dieser Kreisschaaren. 

Ist F eine Umdrehungsfläche, so wird die Cyclide von Darhoux als Descartes' sehe 
bezeichnet. Im Falle der Kugel wird sie durch Umdrehung des Descaties^ sehen Ovals um seine 
Axe erzeugt. 

Artet endlich F in einen Kegelschnitt aus, so erhält man die Dupinsche Cyclide. Den 
rechtwinkligen Durchschnitt der veränderlichen Kugeln mit der Grundkugel S kann man hier 
ersetzen durch eine Berührung mit einer Grundkugel, deren Mittelpunkt (für dieselbe Cyclide) 
eine beliebige aber feste Lage auf einem zweiten Kegelschnitt hat, dessen Ebene zur Ebene des 
ersteren senkrecht steht. Diese beiden Kegelschnitte sind Brennlinien eines confocalen Flächen- 
systems zweiten Grades und können (für dieselbe Cyclide) mit einander vertauscht werden. 

Zusatz (3). Dujnn hatte seine Cyclide weniger genau definirt als die Einhüllende einer 
Kugel, welche drei feste Kugeln fortwährend berührt (vergl. Salmon -Fiedler \ Bd. 11, aii:. 352). 

6. Die Gleichung der allgemeinen Cyclide lässt sich nach Casey und Darhoiix auf ver- 
schiedene Weisen darstellen, die hier nur kurz erwähnt werden sollen (vergl. Sdmon-Fiedler, Bd. II, 
art. 341—343) und von denen die dritte (c) die wichtigste ist: 

(a) Durch drei Flächen zweiten Grades: 

(•£' f y- + ^-)- + k^'S = 0, 
wo i — die unendlich ferne Ebene und S = eine beliebige Fläche zweiten Grades daretellt. 

48 
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(b) Durch vier beliebige Kugeln ^j = 0, ... ^4 = 0: 

wo die Klammer mit dem Exponenten eine Funktion zweiten Grades bedeutet. 

(c) Durch fünf Kugeln, welche sich rechtwinklig schneiden 8^ = 0, ... Ä, = 0: 

WO die cyclischen Zeigersummen der S irgend vier der fünf Zahlen bedeuten 1, 2, 3, 4, 5, und die fünf 
Punktionen S einer identischen Beziehung genügen müssen, welche ihre Orthogonalität ausdrückt. 

Zusatz (1). Aus dieser letzteren Darstellung kann man schliessen, dass von jedem Punkte 
des Raumes aus 2 • 5 ~ 10 Ebenen gehen, welche die Cyclide in Kreisen schneiden. 

Zusatz (2). Auf diese fünf Orthogonalkugeln gillndet Darhouz (Sur une classe remarquable 
des courbes et des surfaces algebriques, Paris 1863, und Lebens s. 1. Theorie d. Surfaces, 
Paris 1887, I, p. 207) sein dreifach orthogonales Cyclidensystem mit drei veränderlichen Para- 
metern als Coordinaten. Diese Cyclidenschaaren haben auf jeder der fünf Kugeln eine gemein- 
schaftliche Brennpunktlinie, und schneiden sich (nach Bupin) in ihren Krümmungslinien. Darhoax 
definirt an letzterer Stelle dieses Cyclidensystem durch die Gleichung: 

x^ ^ _£_ ^ j'_ ^ 1 I x^ + y' + ^ ' - R- y ^ 1 l^\_+y_ + js^ + RY ^ Q 



«i h Ojj h «3 — h a^ — h\ 2R J % — A\ 2Ri 

wo h der veränderliche Parameter ist und drei orthogonale Flächenarten bestimmt. 

(d) Kummer (Grellen J. Bd. 64, S. 69) schreibt die Gleichung der Di/pmschen Cyclide in 
der Gestalt (ohne die Bedeutung der Coefficienten näher anzugeben): 

h^ irr ]/{ax - eky^ + Vh/ + ]/(ex —al^^ — h^:s:\ 

abgeleitet aus der allgemeinen Gleichung der Flächen vierter Ordnung mit Doppelkegelschnitt und 
vier Knotenpunkten: 

p ^-Vqr +Wt=iO, 

worin alle fünf Funktionen linear sind. 

Zusatz (1). Hier ist der Doppelkegelschnitt, welcher bei der Cyclide ins Unendliche 
rücken und zum Kugelkreise werden muss: 

^ =1 0, qr — st =zO. 

Zusatz (2). Die vier Knotenpunkte sind die Durchschnitte der beiden Geraden g == r = 0, 
s — t = mit der Fläche zweiter Ordnung p^ =zqr + st Bei der Cyclide sind also immer zwei 
imaginär, während die übrigen zwei reell sein können. 

Zusatz (3). Ihre 16 Geraden sind sämmtlich imaginär. 

D, Cayley^H Tetraedroid und FresnePs Wellenfläche« 

Vorbemerkung. Die beiden hier zu besprechenden Flächen sind besondere Fälle 
der Kufnmer sehen Fläche (oben A,). Sie sind also von der 4. Ordnung und 4. Klasse, und haben 
16 singulare Punkte und 16 singulare Berührungsebenen. 

7, Das Tetraedroid ist eine Xt/mmer sehe Fläche von der besonderen Beschaffenheit, dass 
ihre 16 singulären Berührungsebenen zu je vier durch einen Punkt gehen, also durch diese vier 
Schnittpunkte ein Tetraeder bilden. Daher sein Name. 

Die Fläche wird von den vier Seitenflächen des Tetraeders in Kegelschnittpaaren 
geschnitten, in Bezug auf welche die betreffende Tetraederfläche ein gemeinschaftliches 
conjugirtes Dreieck harmonischer Pole ist. 

Die 16 Schnittpunkte dieser 4 Kegelschnittpaare sind die singulären Doppelpunkte der 
Fläche. Die 4 Schnittpunkte eines Kegelschnittpaares liegen zu zwei und zwei auf 6 Geraden, 
welche zu zwei und zwei durch die drei Ecken des gemeinschaftlichen Polardreiecks gehen. 
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Die Beziehung zwischen den 16 singulären Ebenen und den Iß singulären Punkten ist in 
sofern dualistisch, als die reciproke Fläche eines Tetraeders wieder ein Tetraeder von derselben 
Beschaffenheit ist. 

Zusatz (1). Diese Fläche wurde von Cayley zuerst besprochen in Liouvilles Journal (t. 11, 
1846, p. 291 SS., Papers, vol. I, p. 302), wo er dieselbe die allgemeine homographische Umformung 
der Wellenfläche nennt (Papers, vol. I, p. 587, Note 47); dann später in Crelle's Journal (Bd. 65, 
1865, S. 284 ff.), wo er die Bedingungen angibt, unter welchen die Kummer^ sehe Fläche in ein 
Tetraedroid übergeht, und neuerdings wieder in CreUes Journal (Bd. 87, 1879, S. 161 ff.), wo er 
eine verbesserte analytische Darstellung gibt. 

Zusatz (2). Die Bestimmung der Singularitäten bei der allgemeinen Ä'Mmm<?r sehen Fläche 
hängt nach Jordan (Grelles J. Bd. 70, 1869, S. 182) von der Auflösung einer Gleichung 6. Grades und 
mehrerer quadratischen Gleichungen ab, während die Singularitäten eines Tetraedroids algebraisch 
bestimmbar sind. 

8. Die Wellenfläche vierten Grades w^urde von Fresnel aufgestellt (Paris. Möm. t. 7, 1827, 
p. 45—176). Er setzt dabei die Gleichung eines EUipsoids, bezogen auf die Hauptaxen, voraus: 

n^ + h + ir^ = ^^ f^>^>(^^ 

a^ b^ c 

und findet fllr die Gleichung der Wellenfläche eine Gleichung vierten Grades, w' eiche in abgekürzter 
Schreibweise lautet: 

Für diese neuen Veränderlichen |, iy, J hat man die Substitutionen: 

52 r= o;» + y2 + ^2^ 

^2 = a^b^ + c^)x^ + b^c^ + a^)if + c^a^ + b^)js\ 

Diese Fläche hat nach Fre^w^ (p. 136) die Eigenschaft, dass jeder Hauptschnitt (mit einer 
Goordinatenebene) aus dem System eines Kreises und einer Ellipse besteht. Jeder Haupt- 
schnitt hat also 4 Doppelpunkte, die zugleich Doppelpunkte der Wellenfläche sind. Nach Kummer 
hat aber nur einer der drei Hauptschnitte reelle Doppelpunkte, so dass 8 imaginär sind. Die 
übrigen 4 der 16 Doppelpunkte liegen im Unendlichen. 

Zusatz (1). Fresnel leitet seine Gleichung auf mehrfache Art ab und geht von den folgenden 
beiden Construktionen aus, die sich nicht wesentlich von einander unterscheiden: 

(a) Sie ist die Einhüllende von Berührungsebenen, deren Entfernungen von dem 
Mittelpunkte eines EUipsoids gleich sind den halben Hauptaxen, welche die diesen Ebenen parallelen 
Centralschnitte dieses EUipsoids aufweisen. Jedem Centralschnitte entsprechen also zwei parallele 
erzeugende Ebenen (Fres^icl, p. 132—133). 

iß) Sie ist der Ort der Endpunkte von Strahlen, welche man vom Mittelpunkte eines 
EUipsoids aus senkrecht auf die Centralschnitte dieses EUipsoids errichtet, gleich lang den halben 
Hauptaxen dieser Schnitte. Jedem Centralschnitte entsprechen also zwei erzeugende Punkte auf 
demselben Strahle (Fresnel p. 136). 

Aus diesen Construktionen geht hervor, dass die Wellenfläche aus zwei Fächern besteht. 
Dieselben treffen sich in den reellen Doppelpunkten eines der drei Hauptschnitte. 

Zusatz (2). Beide Constiiiktionen findet man auch in einem längeren Aufsätze Plüekers 
(Grelles J. Bd. 19, 1839, l)ezüglich S. 12 und 16), wo sich aber, wie in FresneTs Abhandlung, noch 
andere Entwicklungen finden, die zum physikalischen Probleme der Lichtwellen gehören. 

Eine andere Erzeugung gibt BöMen (SchlömilcKs Zeitschr. Bd. 25, 1880, S. 341)), nämlich 
durch die Hauptbrennpunkte aller EUipsoide, welche einen Centralschnitt gemeinschaftlich haben 
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und deren grosse Axe eine constante Länge hat. Weitere Arbeiten liöJdm^s über diesen Gegen- 
stand findet man ebendaselbst. Bde. 24 und 27 (1879. S. 400, und 1882, S. 160), und in einer 
eigenen Schrift (1881) mit ausführlichem Verzeichniss der einschlägigen Arbeiten. 

Zusatz (3). Die Fresfiersche Gleichung ist gleichwerthig mit jeder einzelnen der beiden 
folgenden, wenn man dabei die Bedeutung von | und fj im Auge behält (vergl. Cayley in Tortdims 
Ann. t 20, 1892, p. 1 ss.): 



r 






9. Die Wellenfläche lässt sich in elliptischen Coordinaten A^, Ag, A3 darstellen wie folgt: 
Ist a^ > 6^ > c^, also auch c^<i%^<i a*, so stellt die erstere der beiden im vorhergehenden Zusätze 
gegebenen Gleichungen die beiden Hyperboloide eines confocalen Systems dar. Drückt man dieses 
System allgemein aus durch die Gleichung (ähnlich wie oben S. 82): 



"' +-^-^ + -^ = 1, 



«1 + A ofjj + A «3 + A 
wo A die Wurzel einer cubischen Gleichung ist, so hat man 

V = («1 + Ai) + («2 + A2) + («3 + ^3)^ 
(a) also für das einschalige Hyperboloid 



^* , y^ ^_ _ . 

I VM 1.9 ^9 V«9 ^* 



J2 _. ^a ' ja __. li ß2 . _ 52 

Es ist demnach hier ?^ — c^ z= a^ + X2, und die Gleichung des einen Fächers der 
Wellenfläche: 

Ai + A3 =: c^ — «2 - «3, oder («, + Ai)(ai + A3) = a^ + &« - c^ 

(b) Für das zweischalige Hyperboloid hat man: 

£f^ y^ ^^ __ i 

53 :r^ ~ Ja — 52 - ^2 _ ja — 1' 

also §* c2 = ofi + A3, also für die Gleichung des andern Fächers der Wellenfläche: 

Ai + Ag ~ c- — «2 — ofg, oder («^ + A^) + («j + A3) = a^ + ft» — c^, 

Zusatz. Die dritte Gleichung Ag + A3 = c^ a^ «3 würde einen imaginären Fächer 
bezeichnen. 

10. Auf die erstere der beiden Erzeugungsweisen FrestieVs (oben 8. Zusatz (1), a) stützt 
Cayley eine Erzeugung der Wellenfläche durch zwei Abwickelbare (Quart. J. of M. vol. 3, 1860; 
Papers, vol. IV, p. 420, 432). 

Die beiden parallelen erzeugenden Ebenen seien bezeichnet mit P, (2, ihre Abstände vom 
Mittelpunkte des zu Grunde gelegten EUipsoids mit v, w, und endlich die gemeinschaftlichen 
Richtungscosinus dieser Abstände mit Z, m, n. 

Nach Fresners Erzeugungsweise sind nun die Abstände v, w Funktionen von h w, w. 

Es sind nämlich v^ und w^ die beiden Wurzeln der in B quadratischen Gleichung: 



a^ — e ' h^ — e ' c^ — e 

Hiernach kann man die beiden erzeugenden Ebenen durch folgende Gleichungen 

darstellen : 

Ix + my + nz == v, 
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(a) Es lassen sich nun die Grössen Z, m, n als veränderliche Parameter der erzeugenden 
Ebenenpaare betrachten, und zwar so, dass die eine Ebene P unmittelbar den einen Fächer der 
Wellenfläche beschreibt und die andere Ebene Q den andern Fächer. Das erzeugende Ebenen- 
system ist, wie es sein muss, zweifach unendlich oder von der zweiten Stufe, weil zwischen 
den drei Parametern die identische Bedingung besteht: 

l^ + m^ + n2= 1. 

(b) Greift man nun aus diesem zweifach unendlichen System von Ebenenpaaren ein 
einfach unendliches heraus, indem man die Abstände v, iv als constant voraussetzt, so dass die 
oben gegebene quadratische Gleichung in 6 zu einer zweiten Bedingungsgleichung zwischen den 
drei Parametern l m, n wird, so erhält man anstatt der Wellenfläche zwei getrennte abwickel- 
bare Flächen, die eine erzeugt durch die Schaar P, die andere durch die Schaar Q, welche die 
Wellenfläche längs Curven berühren. 

Aus diesen beiden Abwickelbaren (oder ihren Berührungscur\"en) kann man nun zwei 
einfach unendliche Erzeugungssysteme der Wellenfläche bilden, jedes mit einem der 
beiden Parameter v, w. 

Zusatz (1). Diese erzeugenden Berührungscurven wurden einst irrthümlicher Weise für 
die Krümmungslinien der Wellenfläche gehalten (s. Zech in Grelles J. Bd. 54, 1858, S. 94). 

Zusatz (2). Cayley stellt (a. a. 0.) auch die Gleichungen achten Grades der beiden 
Abwickelbaren in x, y, z auf und gibt in einer späteren Arbeit {Tortdinis Ann. t. 20, 1892, p. 1 ss.) 
eine Reihe von Beziehungen zwischen v, w unter sich und mit den übrigen Grössen a, . . . , a;, . . . , l, 



IIT. Hauptstück. 

Linienflächen. 

Vorbemerkung (1). Die abwickelbaren Flächen vierter Ordnung wurden oben (S. 308) 
in der allgemeinen Theorie besprochen. 

Vorbemerkung (2). Die windschiefen Flächen vierter Ordnung wurden behandelt von 
Cayley (Phil. Trans, vol. 154, 1864, p. 559 und vol. 159, 1869, p. 111) und Crctnom (Bologna Mem., 

t. 8, 1868). 

A. Allgemeine Sätze. 

1. Nach der allgemeinen Theorie (oben S. 301) ist eine Linienfläche vierter Ordnung auch 
vierter Klasse; von derselben Klasse ist auch ihr Berührungskegel von einem beliebigen 
Punkte aus. 

2. Jede einfache Berührungsebene schneidet die Linienfläche vierter Ordnung in einer 
Geraden und einer Curve dritter Ordnung. Der Berührungspunkt ist einer der drei Schnitt- 
punkte dieser beiden Linien und hat die Gerade zu einer seiner beiden asymptotischen Tangenten. 

Zusatz (1). Lässt man die Berührungsebene sich um diese Gerade drehen, so bew^egt sich 
der Berührungspunkt auf derselben Geraden. Ebenenbüschel und Punktreihe stehen in projektivischer 
Verwandtschaft. 

Zusatz (2). Die anderen beiden Schnittpunkte der Geraden mit der Cur\'e dritter Ordnung 
sind Doppelpunkte der Fläche imd deuten auf das Vorhandensein einer Doppelcurve, die von 
jeder erzeugenden Geraden in zwei Punkten geschnitten wird. Sie ist von der dritten Ordnung 
(s. unten C.) 
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Zusatz (3). Die erzeugende Gerade eines Tangentialschnittes kann aber selber als zwei- 
oder dreifache Linie zählen. Ihre begleitende Schnittcurve ist von der dritten, zweiten oder 
ersten Ordnung, je nachdem diese Gerade einfach, zweifach oder dreifach zählt. 

Die Gerade wird in diesen Fällen von Cayley bezüglich als scrolar, torsal und oscular 
bezeichnet. 

Zusatz (4). Jede zweifache Berührungsebene schneidet also die Fläche in zwei 
erzeugenden Geraden und in einem Kegelschnitte (s. oben I, 13.) 

3. Eine Eintheilung dieser Flächen wurde von Cremona versucht nach dem Geschlechte 
dieser Flächen, oder was dasselbe ist, nach dem Geschlechte ihrer ebenen Schnitte (vergl. oben S. 302). 

Er fand im Ganzen 12- Arten, von welchen 10 denj Geschlechte und 2 dem Geschlechte 1 
angehören. 

Zusatz. Im Wesentlichen dieselbe Eintheilung, nur in anderer Anordnung, gaben Cayley 
und Scdmon, wie unten ausgeführt ist. Cluisles (Compt. Rend. t. 53, 1861, p. 888) envähnt, dass er 
14 Species gefunden habe. 

4. Eine andere Eintheilung bespricht Cayley (Phil. Trans, vol. 154, 1864; Papers vol. V, 
p. 214 SS.), je nach der Beschaffenheit der drei Leitlinien der erzeugenden Geraden. Er bezeichnet 
die Ordnungen der drei Leitlinien durch die Argumente des Symbols S, wobei das Zeichen 1, 1 
bedeutet, dass die beiden geraden Leitlinien zusammenfallen, und angehängte Zeiger angeben, dass 
ein ebener Schnitt in jenen Leitlinien vielfache Punkte habe. 

Cayley gibt auch die Gleichungen dieser verschiedenen Flächen. 

Er theilt die Linienflächen in die folgenden drei Hauptarten, wovon die erste sechs 
Unterarten enthält: 

(a) Die Art 5(1, 1, 4) mit zwei linearen und einer biquadratischen Leitlinie: 

S(l2, I2, 4) mit zwei Doppelgeraden als Leitlinien, aber ohne Doppelerzeugende; 

Sf{U, I2, 4) wie die vorhergehende, aber mit einer Doppelerzeugenden; 

^(Ig, 1, 4) mit einer dreifachen und einer einfachen Geraden als Leitlinien; 

S (lg, I2, 4) mit einer zweifachen Doppelgeraden als Leitlinie (der ebene Schnitt 

hat einen Berührungsknoten), aber ohne Doppelerzeugende; 

Ä'(l2, I2» 4) wie die vorhergehende, aber mit einer Doppelerzeugenden; 

Ä (I3, 1, 4) mit einer dreifachen Doppelgeraden als Leitlinie (der ebene Schnitt hat 

einen dreifachen Punkt). 

Zusatz. Die Ordnung dieser Hauptart ist, gemäss der allgemeinen Theorie (Raumgebilde V, 
6. Zusatz (2)), gleich: 

2mnp — {am + /Jn + ^i?) = 2 • 1 • 1 • 4 — (a + /J) = 8 — 4 = 4, 

indem a -\- ß entweder —2 + 2 oder =3 + 1 ist. 

(b) Die Art Ä(l, 2, 2) mit einer Doppelgeraden und einem Doj)pelkegelschnitt als 
Leitlinien, welche sich in einem Punkte treffen, und einem einfachen Kegelschnitte als Leit- 
linie, welcher den Doppelkegelschnitt in zwei Punkten trifft. 

Zusatz (1). Die Ordnung dieser Linienfläche ist, gemäss der allgemeinen Theorie (Raum- 
gebilde V, 5. Zusatz (2)), gleich: 

2 . 1 . 2 . 2 - (2 + + 2) = 4, 
wie es sein muss. 

Zusatz (2). Diese Linienfläche findet ihre Anwendung in der Baukunst. Denn nimmt 
man für die beiden Kegelschnitte zwei parallele Kreise (gewöhnlich gleich grosse), so erhält man 
eine „Wölbfläche des schiefen Einganges" (s. Fiedlern Darstellende Geom. Bd. n, § 52, (9)). 

(c) Die Art 5(1, 3*) mit einer Geraden und einer Raumcurve dritter Ordnung als 
Leitlinien, welch' letztere von der geradlinigen Erzeugenden zweimal getroffen wird. 
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Zusatz. Die Ordnung dieser Fläche ist, gemäss der allgemeinen Theorie (Raumgebilde V, 6.), 
wie es sein muss: 

B. Linienflächen mit einer dreifachen Geraden. 

Vorbemerkung (1). Nach dem Satze 2. (Zusatz 2 und 3) kann eine Linienfläche vierter 
Ordnung eine Doppelcurve und eine dreifache Gerade haben. Andere vielfache Linien sind 
nicht vorhanden. 

Vorbemerkung (2). Jede durch die dreifache Gerade gehende Ebene schneidet die Fläche 
in einer weiteren Geraden. 

6. Die Linienfläche mit dreifacher Geraden lässt sich darstellen durch vier lineare 
Funktionen A, J5, (7, D, wie folgt: 

e^2j52 ^ A''C{aA + IB) + B^B(cA + dB). 
Zusatz (1). Diese Fläche hat drei ausgezeichnete Geraden: 

^ = jB = 0, B=C=0, A = B = 0, 

Die erste ist die dreifache Gerade; in der ganzen Länge der zweiten Geraden wird die 
Fläche von der Ebene C=0 berührt, und in der ganzen Länge der dritten von der Ebene i) = 0. 

Zusatz (2). Durch jeden Punkt der dreifachen Geraden gehen drei Fächer der Linien- 
fläche, also auch drei Berührungsebenen, deren Richtungen in jedem Punkte bestimmt sind durch 
die drei Erzeugenden, in welchen die Linienfläche von diesen Berührungsebenen (ausser der drei- 
fachen Geraden) geschnitten wird. 

Zusatz (3). Durch jeden Punkt der dreifachen Geraden gehen also drei Erzeugende, 
welche ein Trieder bilden von der Art, dass seine drei Ebenen die Linienfläche in je zwei Geraden 
und einen durch ihren Durchschnitt gehenden Kegelschnitt durchsetzen, und folglich auch in den 
beiden weiteren Schnittpunkten der zwei Geraden mit dem zugehörigen Kegelschnitt berühren, so 
dass von jedem Punkte der dreifachen Geraden aus drei Doppelberührungsebenen gehen! 

6. Eine Eintheilung dieser Linienflächen mit dreifacher Geraden kann auf ihre Gleichung 
(oben 5.) gegründet werden: 

(a) Die erste Art ist die allgemeine, wo die fünf Coefficienten a, ft, c, d, e keine besonderen 
Werthe annehmen. 

(b) Bei der zweiten Art ist der Coefficient 6 = 0: 

= A^C{aA + hB) + B^B(cA + dB). 

Diese Fläche enthält ausser den drei erwähnten ausgezeichneten Geraden eine vierte: 
C=^ B = 0, die aber von der dreifachen Geraden nicht geschnitten wird. 

Zusatz. Diese beiden Arten haben noch besondere Unterarten, wo h und c einzeln oder 
gleichzeitig verschwinden. 

(c) Bei der dritten Art ist a = c und b = d: 

eA^B^ = (aA + hB)(A^C + B^B), 

Zusatz. Zu dieser Art gehört auch der besondere Fall, wo die Gleichung auf die Form 

gebracht werden kann: 

eB^ = A{A^C ^ B^B), 

(d) Die vierte Art hat die Gleichungsform: 

A^B^ = (aA^ + bAB + cB^)(AC + BB), 
Zusatz (1). Zu dieser Art gehört der besondere Fall: 

A^B^ = {aA + bB)^ • (AC + BB). 
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Zusatz (2). Diese vier Fälle sind nach Scdmotis Aufzählung geordnet. In der Eintheilung 
von CJayley entsprechen sie den Fällen 9, 3, 12, 6 und in derjenigen von Crenwna den Fällen 8, 9, 3, 10. 
Die Unterart von (d) ist Sahnms fünfter Fall {Sdmon-Fiedkr, art, 327—328). 

C. Liiiieufläclien mit einer Doppelcurve. 

Vorbemerkung (1). Flächen vierter Ordnung mit einer räumlichen Doppelcurve sind 
immer Linienflächen, ausgenommen die von Steiner und Kummer entdeckte Fläche mit drei in 
einem Punkte sich schneidenden Doppelgeraden (oben I, 10.). 

Vorbemerkung (2). Diese Flächen wurden von Clebsch (Math. Ann. Bd. 2, 1870, S. 445) 
behandelt, namentlich mit Rücksicht auf ihre Abbildung auf der Ebene. Er stellt die Gleichungen 
in Punktcoordinaten Xi und Plancoordinaten Ui dar, wie folgt: 

qXi = yi + ii*A, qui = Vi + ii'Wi, i = 1, 2, 3, 4. 

Dabei sind y, und ^,, ebenso v, und Wi Funktionen zweiten Grades eines Parameters A, was darin 
seinen Grund hat, dass dieselben die Coordinaten entsprechender Elemente zweier projekti vischen 
Kegelschnitte, oder bezüglich Kegelflächen sind. Es erscheint also Xi als die Verbindungslinie 
zweier entsprechenden Punkte y. und -s-. der projektivischen Kegelschnitte, und w, als die Schnitt- 
linie zweier entsprechenden Berührungsebenen t;, und Wi der projektivischen Kegel zweiten Grades. 

Diese Darstellung der Linienfläche gibt sofort die Abbildung auf der Ebene. 

Derselbe Gegenstand wurde später behandelt von Rohn (Math. Ann. Bd. 28, 1887, S. 284). 

7. Die Doppelcurve sei eine eintheilige Raumcurve dritter Ordnung. Sind A, J5, 6', D 
lineare Funktionen der Coordinaten, und stellen -4 = 0, i) = zwei beliebige Schmiegungsebenen 
der Curve dar, so kann man die letztere durch die drei Gleichungen darstellen (Scdmon-Fiedler, 
ai-t. 329): 

P = BD — C^=0. Q = BC—AB = 0, B = AC-~B^ = 0. 

Die Fläche vierter Ordnung, welche diese Curve zur Doppelcm've hat, ist dann darstellbar 
durch die Gleichung: 

(a) aP^ + bQ^- + cB^ + dPQ + eBP + fQB = 0, 

oder, nach geeigneter Wahl des Coordinatensystems, durch jede der folgenden: 

(b) aP^ + cB^ + dPQ + eBP= 0, 

(c) (aP +hQ + cB)^ = e^BP. 

Zusatz (1). Durch jeden Punkt der Doppelcurve gehen zwei Fächer der Linienfläche, 
also auch zwei Berührungsebenen. Es gibt vier ausgezeichnete Punkte der Doppelcurv^e 
(Cayleys pinch-points), in welchen die beiden Berührungsebenen zusammenfallen. 

Zusatz (2). Durch jeden Punkt der Doppelcurve gehen also zwei erzeugende Gerade, 
welche die Curve noch einmal schneiden. Die Ebene dieser beiden Erzeugenden schneidet die 
Linienfläche ausser diesen Geraden noch in einem Kegelschnitte. 

Zusatz (3). Besondere Fälle dieser Linienfläche erhält man, wenn in der letzten 
Gleichungsform (c) entweder a oder c =i= ist, wo dann zwei der vier ausgezeichneten Punkte 
zusammenfallen; ist überdies ft = c, so fallen drei dieser Punkte zusammen; ist endlich a = c=:0, 
so fallen alle vier zusammen und die Fläche Q- = BP ist abwickelbar. 

Zusatz (4). Die Linienflächen mit eintheiliger Doppelcurve dritter Ordnung lassen sich 
in zwei Arten theilen, je nachdem die reciproke Fläche wieder eine Doppelcurve dritter Ord- 
nung hat oder eine dreifache Gerade enthält. In diesem letzteren Falle ist in der allgemeinen 
Gleich ungsfonn (a) die Bedingung zu erfüllen: 

h^ + bc - df + ac = 0. 

Diese beiden Arten entsprechen nach Cayleys Aufzählung den Fällen 10 und 8, nach 
Crefnona den Fällen 1 und 7 und nach Salmon den Fällen 6 und 7 (vergl. Scdmon-Fiedlcr, art. 330). 
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8. Zerfällt die Doppelcurve dritter Ordnung in das System eines Kegelschnittes und 
einer ihn treffenden Geraden, so lässt sich die Fläche folgendermassen durch vier lineare 
Punktionen A, J?, C, D darstellen: 

{AG- JBY + c(AC—B^)BD + (aA ■\- hB)BI)^ = 0. 

Der Doppelkegelschnitt ist ausgedrückt durch die Gleichungen: 

AC -JB^r=0, T) = 0, 

und die Doppelgerade durch das System ^ = 2? = 0. 

Zusatz (1). Wie im vorhergehenden Satze gehen auch hier durch jeden Punkt der 
Doppellinie dritter Ordnung zwei Fächer der Linienfläche, und folglich auch zwei Berührungs- 
ebenen und zwei Erzeugende. 

Zusatz (2). Ist insbesondere Ah = €^, so kann man die Flächengleichung auf die 

Form bringen: 

(AC-B^ + cBBY = aABB\ 

und die Fläche hat nur in der Doppelgeraden da einen singulären Punkt, wo die beiden Bertihrungs- 
ebenen zusammenfallen. 

Zusatz (3). Diese Linienflächen lassen sich in zwei Arten theilen, je nachdem 6^0 oder 

i = 0, mit anderen Worten, je nachdem die reciproke Fläche von derselben Art ist, wie diese 
Linienfläche (d. h. mit Doppelkegelschnitt und Doppelgeraden), oder von verschiedener Art (mit 
dreifacher Geraden). 

Diese beiden Arten entsprechen bezüglich den Fällen 7 und 11 von Cayley, den Fällen 2 
und 4 von Creniona und den Fällen 8 und 9 von Scdmon (s. Salmon-Fiedler, art. 332). 

9. Die Doppellinie bestehe aus drei Doppelgeraden, von denen eine die beiden anderen 
trifft, wo also der in 8. erwähnte Kegelschnitt in zwei Gerade zerfällt. Die Gleichung der Fläche 
kann in der Form geschrieben werden: 

A^C^ + cABCn + (aA + hB)BB^ =: 0, 

und die Gleichungen der Doppelgeraden: 

B = A = Q, A = B = 0, B = C=0, 

entsprechend den Gleichungen in 8. 

Zusatz (1). Auch dieser Satz hat einen Specialfall wie der vorhergehende: 

[AC ~Bn)^ = aABB\ 

Zusatz (2). Diese Fläche ist Cayleys 2. Fall, Cremona^ 5. und Salmons 10. (vergl. Salmon- 
Fiedler, art. 333). 

Zusatz (3). Schneiden sich die drei Doppelgeraden in einem Punkte, so ist die Fläche 
keine Linienfläche (I, 10.). 

10. Zerfällt endlich die Doppellinie in zwei windschiefe Gerade, so kann man drei 
Fälle unterscheiden: 

(a) Im allgemeinen Falle: 

A^aC^ + bCn + cB^) + AB(a'(ß + VCB + e'B^) + B^^ia^'C- + V'CB + c''B^) = 0, 

hat die Fläche in jeder der beiden windschiefen Doppelgeraden 

A = B = 0. C=B = 
vier singulare Punkte. 

(b) Wenn die zwei Doppelgeraden zusammenfallen, so hat man die Flächengleichung: 

(A, By + (BB ~ AC)(A, BY f [BB ACy = 0, 

wo die Symbole (A, B)^ und [A, By binäre Formen bezüglich vierten und zweiten Grades der 
linearen Formen -1, B bezeichnen. 
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(c) Hat die Linienfläche ausser den zusammenfallenden Doppelgeraden Ä= B =^0 noch 

eine doppelte Erzeugende, so zerfällt {Ä, BY in zwei Faktoren, von denen einer doppelt 

in (-4, B)^ auftritt. Heisst dieser Paktor B aÄ, so ist diese Doppelgerade der Schnitt der 

beiden Ebenen: 

B — (xA = Q, aD --C = 0. 

Zusatz. Diese drei Flächen entsprechen der Reihe nach den Fällen 1, 4, 5 von Cayley, 
den Fällen 11, 12, 6 von Cremona und den Fällen 11, 12, 13 von Sdmon (vergl. Salmon-Fiedler, 
art. 334). 



IV. Hauptstück. 

Gomplexflächen der Gomplexe zweiten Grades. 

• 

Vorbemerkung (1). Gomplexflächen haben den Zweck, die Behandlung der Coraplexe zu 
erleichtern und geometrisch zu veranschaulichen (vergl.: Die linearen und quadr. Liniensysteme, 
II, 5. oben S. 100). Nach Plücker (N. G. no. 233) bilden dieselben eine besondere Familie, deren 
Behandlung mittelst Complexen „eine überraschende Einfachheit und Symmetrie gewinnen". 

Vorbemerkung (2). Die Ausdrücke und Bezeichnungen dieses Hauptstückes schliessen 
sich genau an diejenigen an, welche in der Geometrie der linearen und quadratischen Linien- 
systeme gebraucht wurden (oben S. 94 ff.). Die Behandlung dieser Flächen bildet in der That 
einen Theil von Plücker s Neuer Geometrie des Raumes, welcher sie hauptsächlich entnommen ist. 

Vorbemerkung (3). Diese Flächen sind oben (I, 8« Zusatz) im Zusammenhang mit den 
singulären Linien der Flächen vierter Ordnung erwähnt worden. 

A. Gleichungen der sogenannten ,^eridlan- und Aequatoiialflächen^^ 

1. Eine Complexfläche wird von jenen Linien des Complexes umhüllt, welche von 
einer gegebenen Geraden geschnitten werden. Die Gomplexflächen werden eingetheilt in Meridian- 
und Aequatorialflächen, je nachdem diese Gerade im Endlichen oder im Unendlichen liegt. Ist 
der Complex vom zweiten Grade, so sind diese Flächen von der Ordnung und Klasse vier (ver- 
gleiche den Abschnitt: Liniensysteme, n, 6. und 6. oben S. 100). 

Zusatz (1). Man kann sich also diese Flächen erzeugt denken, entweder durch einen 
veränderlichen Complexkegel zweiter Ordnung, dessen Scheitel jene Gerade beschreibt oder durch 
eine veränderliche Complexcurve zweiter lüasse, deren Ebene sich um jene Gerade als Axe dreht. 
Diese Curve heisst Meridiancurve oder Breitencurve, je nachdem die Axe im Endlichen oder im 
Unendlichen liegt. 

Zusatz (2). Diese Erzeugungsart durch Kegelschnitte zeigt, dass die Gomplexflächen von 
den Linien einer Congruenz umhüllt werden. Die Congruenz besteht aus den zusammen- 
fallenden Linien des Complexes zweiten Grades und des Complexes ersten Grades von der 
besondern Art, dass alle Linien desselben durch eine feste Axe gehen (N. G. no. 233). 

Zusatz (3). Diese Flächen bilden nach Plücker (N. G. no. 233) eine merkwürdige Familie 
mit 8 Doppelpunkten und 8 Doppelebenen und einer die Lage dieser Punkte und Ebenen 
bestimmenden Doppellinie, deren Behandlung sich mittelst des Liniencomplexes sehr einfach 
gestaltet. 

Zusatz (4). Die beliebig gewählte Gerade gehört im Allgemeinen dem Complexe nicht 
an. In dem besondern Falle, wo sie eine Complexlinie ist, ist sie zugleich gemeinschaftliche 
Tangente aller erzeugenden Curven und gemeinschaftliche Kante aller erzeugenden Kegel 
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(N. G. no. 191) und fällt mit der Polare der Fläche zusammen (vergleiche unten 2. (c) und 
N. G. no. 225). Diese beiden zusammenfallenden Geraden bilden die zusammenfallenden Direk- 
tricen einer linearen Congruenz, welche dem Complexe zugeordnet ist (s. oben S. 109). 

2. Die „Meridianflächen". Man erhält die Gleichung des einhüllenden Kegels aus 
der Gleichung des Complexes F2—O (vergl. Liniensysteme, n, 3.), wenn man die Coordinaten des 
Scheitels y als constant betrachtet, und die Gleichung der einhüllenden Curve aus ö>2 = 0, 
wenn man die Coordinaten der Curvenebene tj als constant betrachtet. 

Setzt man die drei (Punkt- oder Plan-) Coordinaten dieser geometrischen Oerter nachein- 
ander gleich Null, so erhält man bezüglich die Schnitte oder Projektionen auf die Coordinaten- 
ebenen. Diese vereinfachten Gleichungen, im Verein bezüglich mit dem Punkte y oder der Ebene 17, 
stellen immer noch denselben geometrischen Ort (Kegel oder Curve) dar und also, wenn man 
bezüglich y und tj eine Gerade (Strahl oder Axe) beschreiben lässt, die Complexf lache dieser 
Geraden. 

Die Gleichung nimmt eine besonders einfache Gestalt an, wenn man für diese Gerade eine 
der Coordinatenaxen (I, n, ni) wählt: 

(a) Wählt man die (11, III) Ebene als Durchschnitt mit dem Kegel und die (I) Axe als 
Ort seiner Scheitel, so geht die Gleichung i^2 = über in die folgende (N. G. no. 176, Gleichung 20), 
worin die vierte homogene Coordinate unterdrückt ist: 



[Fy] - 2Ry^ + B)xl - 2(Ky'^ ~ Oy^ - G)x,^x.^ + (Ey\ + 2Uy^ + C)x 



+ 2(Qyl-Jy^)x^-2(Py]-Hy^)x, + (^y?) = 0. 

Sobald also der Punkt y^ auf der (I) Axe gewählt ist, erhält man aus dieser Gleichung die 
Basis der Kegelfläche auf der (11, HI) Ebene. Betrachtet man y^ selbst als veränderlich, so stellt 
diese Gleichung die ganze Meridianfläche dar. 

(b) Geht man von der Gleichung 0^ = ^ in Plancoordinaten aus, nimmt die Projektion 
der dargestellten C^rve auf die (I, III) Ebene, und zur Axe, durch welche alle Linien der Curve 
gehen, die (I) Axe, führt man endlich zur Bestimmung der Curvenebene fj ihre Neigung <p gegen die 
genannte Coordinatenebene ein, so kommt (N. G. no. 169, Gleichung 14): 

(Ftgq>'-2Ktg(f + F) + 2(Ätgr/)2-Otgy- CO?, + (Btgip' + 2(?tgy + C)^, 

-2(Qtgrp-P)l--2(Jtgfp + mA + Ar, = 0, 

Sobald man also eine beliebige durch die Axe (I) gehende Ebene mit ihrer Neigung y 
gewählt hat, so stellt diese Gleichung die Projektion der betreffenden Curve auf die (I, ÜI) Ebene 
in Plancoordinaten dar. Betrachtet man y selbst als veränderlich, so stellt die Gleichung die 
ganze Meridianfläche dar, und zwar dieselbe wie oben in (a) (vergl. N. G. no. 177). 

Zusatz (1). Diese, sowie die vorhergehende Gleichung hat 13 unabhängige Constanten, 
beide setzen aber eine bestimmte Lage der Axe voraus. Eine Meridianfläche hängt also von 
17 Bedingungen ab (N. G. no. 168). 

Zusatz (2). Die feste Gerade, durch welche die Meridianfläche bestimmt wird 
(auf welcher also die Kegelscheitel liegen und durch welche die Curvenebenen gehen), ist eine 
Doppellinie (Doppelstrahl oder Doppelaxe) der Meridianfläche. Daraus erklärt sich, warum 
die Meridianfläche von der vierten Ordnung und der vierten Klasse ist, während die erzeugenden 
Kegel und Curven von der zweiten Ordnung und Klasse sind. (N. G. no. 171 — 172 und 179). 

(c) Die Punkte der Doppellinie der Meridianfläche haben in Bezug auf jeden erzeugenden 
Kegel eine Polarebene, und in Bezug auf jede erzeugende Cur\'e einen Pol. Alle diese Polarebenen 
und Pole gehen durch ein und dieselbe Gerade, die „Polare der Meridianfläche" 
(N. G. no. 170 und 178). Vergleiche den Abschnitt: Liniensysteme (VI, D. oben S. 124). 

Zusatz (1). Nimmt man, wie oben in (a) und (b), die Coordinatenaxe (I) für die Doppel- 
linie der Meridianfläche, so sind die Gleichungen der Polare: 

Ax^^ + Jx2 + Hx;^ =^ 0, 
Qx^ — Px^ + Ax^ = 0. 
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Zusatz (2). Die Polare der Meridianfläche schneidet die Doppeliinie, die vier singulären 
. Strahlen und die vier singulären Axen der Fläche (s. unten 4. und N. G. no. 222). 

Zusatz (3). Artet der Complex in den besondern aus, welcher im Abschnitte: Linien- 
systeme (VI, 6. (a)) beschrieben wurde, so haben alle Meridiancurven, deren Ebenen durch den 
Mittelpunkt des Complexes gehen, diesen auch zu ihrem eigenen Mittelpunkte, der also auch 
als Mittelpunkt der erzeugten Complexfläche anzusehen ist (N. G. no. 253). 

Zusatz (4). Die Doppellinie und die genannte Polare der Meridianfläche bestimmen als 
Direktricen eine lineare Congruenz, welche dem Complexe F^ zugeordnet ist (vergl. Linien- 
systeme, vn, 2«). 

3. Die „Aequatorialflächen". Liegt die Doppellinie der Complexfläche unendlich weit, 
so sind die erzeugenden Kegelflächen nunmehr Cylinderflächen, deren Axen einer Ebene parallel 
sind, und die erzeugenden Curven zweiter Klasse sind sämmtlich einander parallel. 

Unter den erzeugenden Cylindem gibt es im Allgemeinen zwei parabolische, welche den 
Uebergang zwischen den elliptischen und den hyperbolischen bilden. In besonderen Fällen aber 
können alle erzeugenden Cylinder parabolisch werden (N. G. no. 231—232, Anmerkung). 

(a) Setzt man in der Gleichung des Complexes ¥^ = die Coordinaten des Punktes y gleich 
einer unendlich grossen Constante, so stellt dieselbe einen Cylinder dar, dessen Axe nach dem 
Punkte y gerichtet ist. 

Setzt man wieder, wie in 2., eine Coordinate des Punktes x gleich Null, so erhält man den 
Durchschnitt des Cylinders mit einer der drei Coordinatenebenen (N. G. no. 181, Gl. 24). Die 
Gleichung dieses Durchschnitts, im Verein mit der Richtung nach dem Punkte y, stellt immer noch 
den erzeugenden Cylinder dar und, wenn man diese Richtung sich ändern lässt, die Aequatorial- 
fläche selbst. 

Die Gleichung vereinfacht sich noch weiter, wenn man für die Ebene, welcher alle Cylinder- 
axen einer Aequatorialfläche parallel sind, eine der drei Coordinatenebenen wählt, weil dann eine 
der drei Coordinaten von y gegen die beiden anderen verschwindet (N. G. no. 182, Gl. 27): 

(Fy\ - 2Ky^y^ + Ef^x\ - 2{Ly\ - My^y.^x^x^ + {Df^xl 
_ 2{Byl - Oy,y^ - üy^x^ + 2(Sy\ + Ty^y,)x^ + {By\ + 2Gy^y^ + Cf^ = 0. 

Betrachtet man hier die unendlichen Coordinaten y^, y^ als veränderlich, so stellt die 
Gleichung die Aequatorialfläche dar. 

Zusatz. Hat die Richtung nach dem unendlich fernen Punkte y die Neigungen a^, a^, a^ 
gegen die drei Coordinatenaxen, so kann man die drei Coordinaten des Punktes y durch die a 
ersetzen mittelst der Beziehungen: 

Vi ' 1/2 ' t/3 =^ cos ofi : cos ofjj : cos a^, 

wobei in dem zuletzt erwähnten besondern Falle, wo yi aus der Gleichung verschwindet, auch 
cos «1 = ist. 

(b) Geht man von der Gleichung des Complexes 0^ = in Plancoordinaten aus, nimmt 
man ferner die Ebenen der erzeugenden Curven der Coordinatenebene (U, UI) parallel, also 
1^2 rz= 1^3 z= 0, und setzt 1^1:1/4= — y^'.yiy wo also y^ : y^ den Abstand der erzeugenden Curve von 
der Coordinatenebene (II, HI) bezeichnet, so kommt, wenn man der Kürze wegen die vierte homogene 
Coordinate unterdrückt (N. G. no. 163, Gl. 2): 

D + 2(Ly^ - S)i^ + (Fy2 - 2By, + B)^ + 2(My^ + T)?, 
+ 2(Ky\ - Oy^ - G)t;%^ + {Ey\ + 2 Vy, + G)%\ = 0. 

Sobald man also eine beliebige durch den Abstand y^ bestimmte Ebene gewählt hat, so 
stellt diese Gleichung die erzeugende Curve zweiter Klasse in derselben dar; betrachtet man y^ 
selbst als veränderlich, so stellt die Gleichung die ganze Aequatorialfläche dar, und zwar die- 
selbe wie in (a). 
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Zusatz (1). Diese, sowie die vorhergehende Gleichung hat 13 unabhängige Constanten, 
sie setzen aber beide eine bestimmte Richtung der parallelen Ebenen voraus. Die Aequatorial- 
fläche hängt also von 15 Bedingungen ab (N. G. no. 163). 

Zusatz (2). Der Zusatz (2) zu (b) in dem vorhergehenden Satze gilt auch hier, indem 
die unendlich ferne Gerade als Doppellinie der Aequatorialfläche anzusehen ist. 

(c) Die in 2. (c) definirte Polare der Meridian fläche behält auch für die Aequatorial- 
fläche dieselbe polare Bedeutung. Dieselbe hat aber hier noch eine zweite Bedeutung, nämlich die 
eines Durchmessers der Aequatorialfläche, indem die sämmtlichen Mittelpunkte der 
erzeugenden Curven zweiter Klasse auf derselben liegen. Dieser Durchmesser heisst den 
Ebenen dieser Curven zugeordnet (N. G. no. 164, 180, 184). 

Zusatz. In dem oben in (a) und (b) angenommenen Coordinatensysteme, wo also die 
erzeugenden Curven der Coordinatenebene (U, III) parallel sind, hat der Durchmesser der 
Aequatorialfläche die Gleichungen: 

Dx^ — Lx^ + Sx^ =z 0, Dx2 — Mxi — Tx^ == 0. 

B. Sing^iilaritäten der Complexflächeii. 

4. Singulare Punkte, Ebenen und Linien der Complexflächen (vergleiche: Linien- 
systeme, VI, 9. S. 123). 

(a) In einer Complexfläche gibt es im Allgemeinen vier erzeugende Curven, welche in je 
ein System zw^eier Punkte ausarten. Die letzteren sind Doppelpunkte der Complexfläche. 
Die vier Strahlen (5,), welche je zwei in einer Meridianebene (Ei) liegende Doppelpunkte ver- 
binden, schneiden die Doppellinie der Fläche (N. G. no. 187). 

Zusatz. Plücker unterscheidet diese Strahlen als solche erster und zweiter Art, je 
nachdem sie reelle oder imaginäre Doppelpunkte verbinden. 

(b) In einer Complexfläche gibt es im Allgemeinen vier erzeugende Kegel, welche in je 
ein System zweier Ebenen ausarten. Die letzteren sind Doppelebenen der Complexfläche. 
Die vier Axen (-4,), in welchen je zwei zusammengehörige Doppelebenen sich schneiden, schneiden 
auch die Doppellinie der Fläche in vier ausgezeichneten Punkten (P»). (N. G. no. 189.) 

Zusatz (1). Wie die acht Doppelpunkte und die acht Doppelebenen, so sind auch 
die vier Strahlen Si und die vier Axen A, ebenso die vier Ebenen Ei und die vier Punkte Fi 
als Singularitäten der Fläche zu betrachten (N. G. no. 215). Diese vier Arten von Singularitäten 
der Fläche (Si, ^,, Ei, P.) sind aber zugleich auch Singularitäten des Complexes selbst (vergl. 
Liniensysteme, VII, 3. (b)). 

Der Complex hat unendlich viele singulare Linien, die als Axen oder Strahlen betrachtet 
werden können. Jeder singulären Linie des Complexes entspricht ein singulärer Punkt und eine 
singulare Ebene, die einander „zugeordnet" sind. Die singulären Punkte und singulären Ebenen 
des Complexes bilden eine Singularitätenfläche vierter Ordnung und vierter Klasse, welche zu 
den Singularitäten der Complexflächen in vielfacher Beziehung steht (vergl. Liniensysteme, VI, 10.). 
Die vier singulären Ebenen (J?,) einer Complexfläche sind nämlich die vier Tangentialebenen 
der Singularitätenfläche, von der Doppellinie als Axe aus, und die vier singulären Punkte (P,) der 
Complexfläche sind die vier Durchschnitte der Singularitätenfläche mit dieser Doppellinie (N. G. 
no. 306, 311 und 343). 

Zusatz (2). Die vier singulären Ebenen Ei berühren die Complexfläche längs der sin- 
gulären Strahlen Ä, so dass letztere ganz auf der Complexfläche liegen, in so fern jeder 
Punkt dieser Strahlen der Complexfläche angehört. 

.Die vier singulären Axen Ai gehören ebenfalls der Complexfläche an, in sofern 
jede durch dieselben hindurchgehende Ebene diese Fläche berührt, und zwar in dem entsprechenden 
singulären Punkte P,. Die singulären Axen berühren also die Fläche ebenfalls in diesen Punkten 
(N. G. no. 215-216). 
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Zusatz (3). Die Vertheilung der acht Doppelpunkte in Gruppen von je vier Doppel- 
punkten auf je zwei nach derselben singulären Axe sich schneidenden Doppelebenen, sowie die 
Vertheilung der acht Doppelebenen in Gruppen von je vier Doppelebenen, welche durch je 
zwei auf demselben singulären Strahle liegenden Doppelpunkte gehen, wird von Plückcr (N. G. 
no. 221) durch zwei Schemata dargestellt. Er nennt diese acht Punkte und acht Ebenen „ein 
merkwürdiges, in sich selbst polar reciprokes geometrisches Gebilde". Durch dieses Gebilde ist 
auch die zugehörige Complexfläche vollständig bestimmt. 

Zusatz (4). In dem besondern Falle, dass die Doppellinie der • Complexfläche eine 
Complexlinie ist (oben 1. Zusatz (4)), fällt von jedem Paare von Doppelpunkten einer in die 
Doppellinie und ebenso geht von jedem Paare von Doppelebenen eine durch die Doppel- 
linie der Complexfläche (N. G. no. 191 — 192). Die übrigen vier Doppelpunkte und Doppelebenen 
bilden ein Tetraeder bezüglich als Eckpunkte und Seitenflächen (N. G. no. 229), die vier singu- 
lären Strahlen Si gehen durch die vier singulären Punkte P, und die vier singulären Axen Ai 
liegen in den vier singulären Ebenen Ei (N. G. no. 228). 

Plücker beschreibt (no. 226— 227) die Doppellinie als Cuspidalstrahl und Inflexionsaxe 
und gibt schliesslich (no. 230) eine Construktion dieser besonderen Fläche aus ihrer (beliebig 
gewählten) Doppellinie und dem (ebenfalls beliebig gewählten) Tetraeder der vier Doppelpunkte 
und vier Doppelebenen. 

6. An diese Singularitäten knüpft Plücker eine descriptive Behandlung der Complexfläche : 

Ein ebener Schnitt der Complexfläche ist eine Curve vierter Ordnung, Der Durchschnitt 
mit der Doppellinie gibt einen Doppelpunkt, der isolirt ist, wenn die beiden durch ihn gehenden 
Zweige imaginär sind. Den Uebergang vom Doppelpunkt zum isolirten bildet die Spitze, wenn 
nämlich der ebene Schnitt durch einen der vier singulären Punkte geht. 

Die dualistische Deutung dieser ebenen Schnitte bilden die Umhüllungskegel vierter 
Klasse, mit jener Meridianebene als Doppelebene, welche durch den Scheitel des Kegels geht 
(N. G. no. 218). 

Zusatz (1). Eine Beschreibung der Complexfläche mit Hilfe dieser ebenen Schnitte und 
Umhüllungskegel gibt Plücker in no. 217—220. Er denkt sich zu diesem Zwecke die Doppellinie 
in die vier Liniensegmente getheilt P1P2» ^2-^3» -P3-P4. ^4^1 und ebenso den unendlichen Raum in 
die vier Raumsegmente -Bi-Ej» ^2^3» -^3^4. ^4^1» w-obei die beiden äusseren im Unendlichen 
zusammenstossenden Segmente als eines gerechnet werden. 

In je zwei nicht aneinander stossenden Liniensegmenten gehen zwei reelle Schalen der 
Complexfläche durch die Doppellinie, in den beiden andern zwei imaginäre Schalen, aber mit 
reellem Durchschnitt (N. G. no. 217). 

In je zwei nicht aneinander stossenden Raumsegmenten wird die durch den Scheitel des 
Umhüllungskegels gehende Meridianebene von zwei reellen Schalen dieses Kegels berührt, in den 
beiden andern von zwei imaginären Schalen (N. G. no. 218). 

Zusatz (2). In einer Anmerkung zu no. 231 fügt Plücker hinzu, dass unter der Voraus- 
setzung acht reeller Doppelpunkte und acht reeller Doppelebenen der Complexfläche, die Meridian- 
curven zwischen je zwei aufeinander folgenden singulären Ebenen JEi entweder sämmtlich Ellipsen 
oder sämmtlich Hyperbeln sind, dass also beim Durchgang durch die singulären Ebenen immer 
Ellipsen und Hyperbeln in einander übergehen. Eine Ergänzung dieser Betrachtungen gibt er 
später in no. 271-272. 

Zusatz (3). Plücker (N. G. no. 224) gibt je zwei lineare Construktionen für die erzeugende 
Curve und den erzeugenden Kegel der Complexfläche aus der Doppellinie und der Polaren der 
Fläche und ausserdem entweder drei Doppelpunkten oder drei Doppelebenen. 

6. Die Singularitäten der Aequatorialfläche behalten dieselbe Bedeutung wie bei 
Meridianflächen. Die vier singulären Ebenen JEi sind hier parallel, und die vier singulären 
Punkte Pi liegen im Unendlichen. 
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Der Durchmesser der Fläche, welcher hier die Polare vertritt (oben 3. (c)), schneidet 
die vier singulären Strahlen Ä in der Mitte zwischen den jedesmaligen Doppelpunkten. 

Zusatz. In dem besondern Falle, dass die unendlich ferne Doppellinie der Aequatorial- 
fläche eine Complexlinie ist (oben 1. (4)), liegen vier Doppelpunkte im Unendlichen und vier 
Doppelebenen fallen mit den vier singulären Ebenen zusammen. Die übrigen vier bilden ein 
Tetraeder wie oben (4. Zusatz (4)). Unter den erzeugenden Cy lindern gibt es keine elliptischen 
und die beiden parabolischen fallen zusammen. 

Die Breitencurven sind sämmtlich Parabeln (N. G. no. 198). Die Breitenebenen der 
Aequatorialfläche sind einer Tangentialebene des Asymptotenkegels der Charakteristik parallel, 
und die Aequatorialfläche heisst parabolisch. Sie hängt nur noch von 14 Constanten ab (N. G. 
no. 271 und 274). 

C. Eintheilung der Complexflächen. 

Vorbemerkung (1). Plücker (N. G. no. 344) theilt die Complexflächen in sieben Haupt- 
arten, die aber theilweise als besondere Fälle einander untergeordnet sind. Als Eintheilungs- 
princip dient ihm die Beziehung der Doppellinie der Complexfläche zur Singularitätenfläche des 
Complexes, während noch weitere Gesichtspunkte zur Eintheilung als möglich hingestellt werden, 
z. B. das Zusammenfallen der Doppellinie mit einer Complexlinie, und die Realität der Singularitäten 
der Complexfläche. 

Vorbemerkung (2). Die Singularitätenfläche soll mit S und die Doppellinie einer 
beliebigen Complexfläche mit d bezeichnet werden. 

Vorbemerkung (3). Die Beziehung der Singularitätenfläche des Complexes zu den Sin- 
gularitäten der Complexfläche siehe oben (B.). 

7. Die Hauptarten der Complexflächen: 

(a) Die Gerade d sei beliebig angenommen. Die Complexfläche ist die allgemeine, mit 
17 Constanten. 

(b) Die Gerade d sei einfache Tangente der Fläche S. Zwei der vier singulären Punkte 
fallen in diesen Berührungspunkt und zwei der vier singulären Ebenen fallen in eine Tangential- 
ebene zusammen. Die zugehörigen beiden singulären Strahlen und singulären Axen fallen in die- 
selbe Gerade zusammen, die eine Doppellinie der Complexfläche wird: Die Complexfläche hat 
also zwei sich schneidende Doppellinien (deren Beziehung zur Fläche aber nicht gegenseitig 
ist). Die Complexfläche hat noch 16 Constanten. 

(c) Die Gerade d sei Doppeltangente der Fläche S. Dann tritt der in (b) erwähnte 
Fall zweimal ein, die Complexfläche hat also drei Doppellinien, von welchen d die beiden andern 
schneidet; die Complexfläche ist eine Linienfläche (Regelfläche) mit 15 Constanten. 

(d) Die Gerade d liege in einer Doppelebene der Fläche S. Von den vier singulären 
Ebenen der Complexfläche fallen zwei in diese Doppelebene zusammen. Die vier singulären Punkte 
und die vier singulären Axen fallen paarweise zusammen. Von den vier singulären Strahlen sind 
zwei in der Doppelebene unbestimmt. Die Doppelebene ist eine selbstständige Ebene der 
Complexfläche, in welcher die drei Doppelaxen liegen. In dem übrigen Theile der Complex- 
fläche, der nur noch von der dritten Ordnung ist, hat dieselbe keinen Doppelstrahl. Die Fläche 
hängt von 15 Constanten ab. 

(e) Die Gerade d gehe durch einen Doppelpunkt der Fläche S. Dieser Fall ist der 
reciproke des vorhergehenden. Der Doppelpunkt ist ein selbstständiger Punkt der Complex- 
fläche, in welchem sich drei Doppelstrahlon schneiden. Indem übrigen Theile der Complexfläche, 
der nur noch von der dritten Klasse ist, befinden sich keine Doppelaxen. Die Anzahl der 
Constanten ist auch hier 15. 
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(f) Die Gerade d gehe in einer Doppelebene der Fläche S durch einen Doppelpunkt 
derselben. Die Complexfläche ist jetzt von der dritten Ordnung und der dritten Klasse, mit einem 
Doppelstrahl und einer Doppelaxe, welche beide die Gerade d schneiden. Letztere ist aber keine 
Doppellinie mehr. Die Complexfläche ist eine Linienfläche (Regelfläche) mit 14 Constanten. 

(g) Die Gerade d sei Schnittlinie zweier Doppelebenen und Verbindungslinie 
zweier Doppelpunkte von S. Die Complexfläche enthält die genannten beiden Doppelebenen 
und beiden Doppelpunkte als selbstständige Gebilde, während ihr übriger Theil noch von der 
zweiten Ordnung und zweiten Klasse (ohne Singularitäten) ist. Die Complexfläche hat 13 Constanten, 
von welchen 9 auf ihren quadratischen Theil kommen. 

Zusatz (1). Von den beiden in (g) gemachten Voraussetzungen ist immer die eine die 
Folge der andern. 

Zusatz (2). Da der gegebene Complex im Allgemeinen 16 Doppelebenen (und 16 Doppel- 
punkte) hat, so kann die Gerade d eine solche Lage ( o = 120mal annehmen. 



V. Hauptstück. 

Die einfachsten Gomplexflächen. 

Vorbemerkung (1). Im Folgenden soll die Gestalt der einfachsten Gomplexflächen zur 
Anschauung gebracht werden. Daraus wird man sich einen Begriff bilden können „von der Viel- 
gestaltigkeit der Gomplexflächen überhaupt, und dadurch von der Vertheilung der geraden Linien 
in einem Complexe des zweiten Grades" (N. G. no. 346). 

Vorbemerkung (2). Zu diesem Zwecke werden nur die einfachsten Fälle ausgewählt, 
also nur die „Aequatorialflächen", und auch diese nur unter vereinfachenden Bedingungen. 
Es wird namentlich vorausgesetzt, dass die unendlich ferne Gerade dem Complexe nicht angehöre. 
Dabei wird die Erzeugung durch umhüllende Cylinder bei Seite gelassen und nur diejenige durch 
parallele Complexcurven berücksichtigt. 

Vorbemerkung (3). Plücker (N. G. no. 373) bemerkt aber, dass die Mannigfaltigkeit der 
„Meridianflächen" eine viel grössere ist, indem bei denselben die durch singulare Linien getrennten 
Fächer durch verschiedene Complexcurven erzeugt werden können (Ellipsen und Hyperbeln, mit 
Parabeln als Uebergangscurven), während sie bei den Aequatorialflächen immer gleichartig sind. 

A. Analytische Darstellung. 

1. Die oben (TV, 3. (b)) gegebene Gleichung der „Aequatorialfläche", in welcher die Coor- 
dinatenebene (11, HI) parallel den Breitenebenen genommen war, lässt sich vereinfachen, wenn man 
die Coefficienten L, J/, S, T zum Verschwinden bringt (indem man die Axe (I) zum Durchmesser 
des Complexes wählt, welcher dem System der Breitenebenen zugeordnet ist, also zum Durch- 
messer der Aequatorialfläche), femer die Constante K (indem man die Axen (II) und (HI) so 
wählt, dass die drei Coordinatenaxen dreien zugeordneten Durchmessern des Complexes parallel 
sind). Die Gleichung lautet dann (N. G. no. 347): 

Dil + (^V; - 2Äy, + mi - Wy, -v G)tx, 
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Zusatz. Nimmt man das Coordinatensystem senkrecht, so ist der Durchmesser der Fläche 
senkrecht auf der Richtung der Breitenebenen, was eine zweifache Beschränkung der Aequatorial- 
fläche voraussetzt. 

2. Setzt man G=iO — 0, so setzt man voraus, dass die Hauptaxen aller Breiten- 
curven einander parallel sind (N. G. no. 348). 

Zusatz (1). Durch diese Voraussetzung wird die Aequatorialfläche dem Typus der Flächen 
zweiten Grades genähert. Die vier singulären Strahlen werden dadurch zu zwei und zwei parallel, 
d. h. schneiden sich zu zwei und zwei auf der (unendlich fernen) Doppellinie. Diese Beschränkung 
führt die Anzahl von 15 Constanten, von welchen die Aequatorialfläche abhängt, auf 11 zurück. 
Die obige Gleichung zeigt deren nur noch 6, weil 5 durch die besondere Lage des Coordinatensystems 
verschwunden sind. Der Coordinatenursprung kann noch beliebig auf der Axe (I) gewählt werden. 

Zusatz (2). Hat man eine Anschauung dieser besonderen Art von Aequatorialflächen 
gewonnen, so erhält man daraus eine genäherte Anschauung der allgemeinen Aequatorialfläche, 
indem man sich die Breitencurven in ihren Ebenen gegen einander gedreht denkt, die dabei auf- 
tretenden Aenderungen der Dimensionen aber vernachlässigt. Plücker stellt für diese „gedrehten" 
Aequatorialflächen eine Reihe von Näherungsformeln auf, welche zur Anfertigung von Modellen 
dienen sollen (N. G. no. 364—367). 

Eine Reihe von 14 Holzmodellen, welche unter Plücker s Aufsicht hergestellt waren, wurde 
von Cayley in den Proc. London Math. Soc. (vol. 3, p. 281—285) besprochen. Später wurde noch 
eine ganze Reihe von Zinkmodellen verfertigt. 

Zusatz (3). Bei diesen Beschränkungen erhält man nur solche „Aequatorialflächen", welche 
unter die ersten vier Arten der Complexflächen (oben IV, C.) fallen. Solche Flächen, welche der 
fünften und sechsten Art angehören, werden von Plücker nur kurz in einem Anhange (no. 368—372) 
besprochen. Die der siebenten Art angehörigen werden von ihm, als Flächen zweiten Grades, 
nicht weiter berücksichtigt. 

3. Die oben gegebene Gleichung der besonderen „Aequatorialflächen", in welchen die 
Breitencurven gleichgerichtete Axen haben, lässt sich in Punktcoordinaten folgender- 
massen schreiben (N. G. no. 348): 

/y»2 /v»2 

+ -TJ-r. TrfTT-r-r. +1=0. 



Exl + 2 Ux^ + C * Fx'l - 2Rx^ + B 

Die Schnittcurven dieser Fläche vierter Ordnung mit den Coordinatenebenen, welche 
durch die Axe (I) gehen: 

xl + Ex1 + 2 Ux^ H- a = 0, 

x^ + Fx^^ ~2Rx^ + B = 0, 

werden von Plücker (N. G. no. 349) als Charakteristiken bezeichnet; sie sind aber nicht zu 
verwechseln mit den charakteristischen Curven eines Complexes (siehe den Abschnitt: Linien- 
systeme, VI. 4. (c), S. 119). 

Zusatz (1). Diese letzten beiden Gleichungen stellen die ganze Aequatorialfläche dar, 
indem sie genau dieselben Constanten enthalten, wie die Flächengleichung. Sie werden deshalb 
von Plücker zum Eintheilungsprincip dieser Flächen gewählt (unten B). 

Zusatz (2). Zur Veranschaulichung kann man sich die eine Charakteristik so um die 
Axe (I) gedreht denken, dass sie auf die andere fällt. Der Schnitt dieser zusammengesetzten 
Charakteristik mit irgend einer Breitenebene zeigt dann sofort die Länge der beiden Hauptaxen 
in der Complexcurve dieser Ebene. 

Um auch die imaginären Hauptaxen linear darzustellen, fügt Plücker (no. 350) den beiden 
Charakteristiken sogenannte Ergänzungscurven zweiter Ordnung bei, welche mit den Charakte- 
ristiken dieselben Axen in (I) haben, deren Axen senkrecht zu (I) aber reell oder imaginär sind, 
je nachdem umgekehrt die entsprechenden der Charakteristik imaginär oder reell sind. 
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B. Eintheilung dieser Flächen. 

4. Die vier Durchschnittspunkte der beiden Charakteristiken mit der Axe (I) oder dem 
Durchmesser der Aequatorialfläche bestimmen die Breitencurven, welche in zwei zusammenfallende 
Gerade ausarten, nämlich die singulären Strahlen (oben IV, 4.). Ein von zwei singulären 
Strahlen begrenzter Flächentheil kann nur von Complexcurven derselben Art gebildet werden. 

Sind alle vier Schnittpunkte und singulären Strahlen reell, so theilen sie die Fläche in 
vier Fächer, wenn man die beiden nach dem Unendlichen sich erstreckenden Theile als einen 
Fächer zählt. 

Sind zwei Schnittpunkte reell, so hat man zwei Fächer, ist keiner reell, so bildet die 
Fläche nur einen Fächer. 

Danach kann man diese Flächen in drei Hauptgruppen zerlegen. 

Flacker theilt nun diese drei Gruppen in 17 Arten, die erste in 10, die zweite in 4 und 
die dritte in 3, je nach der Natur und gegenseitigen Lage der beiden Charakteristiken (N. G. no. 356). 

Zusatz (1). Singulare Strahlen der ersten Art (Verbindungslinien zweier reellen Doppel- 
punkte der Aequatorialfläche) bilden den Uebergang zwischen reellen Ellipsen und Hyperbeln, 
solche der zweiten Art (Verbindungslinien zweier imaginären Doppelpunkte) zwischen Hyperbeln 
und imaginären Ellipsen. Im ersteren Falle stossen die beiden Flächentheile in den genannten 
Doppelpunkten zusammen, im letztern Falle endet der hyperbolische Flächentheil in eine unbegrenzte 
gerade Linie. Die einzelnen Fächer gestalten sich verschieden, je nachdem die beiden begrenzenden 
singulären Strahlen einander parallel oder auf einander senkrecht sind (N. G. no. 353). 

Zusatz (2). Je nachdem die Breitencurven zwischen zwei aufeinanderfolgenden singulären 
Strahlen reelle Ellipsen, Hyperbeln oder imaginäre Ellipsen sind, können sie als elliptische (E), 
hyperbolische (H) oder imaginäre (/) Flächentheile bezeichnet werden mit Anhängung der 
Zeiger 1 oder 2, oder ohne Zeiger, je nachdem die begrenzenden singulären Linien einander 
parallel oder auf einander senkrecht oder unbestimmt sind. 

Das Symbol S, theilt sich in die beiden H[ und S[, je nachdem der Flächentheil durch 
singulare Strahlen erster oder zweiter Art begrenzt ist. Flücker bezeichnet jede dieser Flächen 
durch ein Symbol aus den drei Buchaben E, II, I, so dass am Anfange und Ende des Symbols 
immer zwei gleiche stehen, entsprechend den beiden Theilen des Fächers, welche sich nach beiden 
Seiten ins Unendliche erstrecken, z. B. /^ J/j JE/^ II2 1^ (N. G. no. 355). 

5. Uebergangsformeln zwischen den 17 Arten dieser Aequatorialflächen erhält man 
durch die besondere Annahme, dass die singulären Strahlen paarweise in derselben Breiten - 
ebene liegen, wodurch die Anzahl der Constanten der Fläche jedesmal um Eins vermindert wird. 
Der zwischen den beiden singulären Strahlen eingeschlossene Flächentheil verschwindet (N. G. 
no. 357). 

(a) Essollen zwei parallele singulare Strahlen zusammenfallen, also einen Doppel- 
strahl der Aequatorialfläche bilden. Dieser Doppelstrahl trennt zwei elliptische, oder zwei imaginäre, 
oder zwei in demselben Sinne geöffnete hyi3erbolische Flächentheile. Die Fläche hängt von 
10 Constanten ab. 

In diesem Falle artet eine der beiden Charakteristiken in das System zweier Geraden 
aus (N. G. no. 358). 

Zusatz (1). Ist der singulare Doppelstrahl von der ersten Art (oben 4. Zusatz (D), so 
trennt er zwei elliptische oder zwei hyperbolische Flächentheile und ist darüber hinaus ein isolirter 
Strahl; ist er von der zweiten Art, so trennt er zwei hyperbolische oder zwei imaginäre Flächen- 
theile, und ist im letztern Falle ganz isolirt. 
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Zusatz (2). Diese Art von Flächen fällt unter die zweite der sieben Hauptarten von 
Complexflächen (s. oben IV, C). 

Sie lassen sich nach der Natur und Lage der beiden Charakteristiken selbst wieder in 
12 Arten theilen, welche den 17 Arten von Aequatorialflächen untergeordnet sind. 

Zusatz (3). Wenn beide Paare singulärer Strahlen zusammenfallen, also zwei Doppel- 
strahlen der Aequatorialfläche bilden, so tritt der oben erwähnte Fall zweimal ein, die Fläche 
hat nur noch 9 Constanten und wird eine Linienfläche. In diesem Falle arten die beiden 
Charakteristiken in Systeme zweier Geraden aus (N. G. no. 359). 

Diese Flächen fallen unter die dritte der sieben Hauptarten von Complexflächen. Sie lassen 
sich in 3 Arten theilen, welche den oben (Zusatz (2)) erwähnten 12 Arten untergeordnet sind. 

(b) Es sollen zwei aufeinander senkrechte singulare Strahlen in dieselbe Breiten- 
ebene fallen, also die beiden Charakteristiken sich in einem Punkte des Durchmessers schneiden. 
Diese Fläche hängt noch von 10 Constanten ab. Die durch den Schnittpunkt gehende Breitenebene 
kann als selbstständige Ebene von dem übrigen Theile dritter Ordnung abgesondert werden. Sie 
trennt elliptische und imaginäre Flächentheile, oder hyperbolische Theile, deren Hyperbeln in ver- 
schiedenem Sinne geöffnet sind (N. G. no. 360). 

Zusatz (1). Der Flächentheil dritter Ordnung wird von der selbstständigen Ebene nach 
den Seiten eines Dreiecks geschnitten und in den Ecken desselben berührt. Eine Seite des Dreiecks 
liegt im Unendlichen und die gegenüberliegende Ecke auf dem Durchmesser. 

Zusatz (2). Diese Flächen fallen unter die vierte der sieben Hauptarten von Complex- 
flächen (oben IV, C.) und werden von Plücker wieder in 7 Arten getheilt. 

Zusatz (3). Schneiden sich die beiden Charakteristiken in zwei Punkten des Durch- 
messers, so hat die Fläche noch 9 Constanten. Sie besitzt zwei selbstständige Ebenen, -nach 
deren Absonderung die Fläche quadratisch wird. Diese Ebenen berühren die Fläche und sind 
senkrecht zu einer der drei Hauptaxen. Diese Flächen gehören in die siebente der sieben Haupt- 
arten von Complexflächen (N. G. no. 361). 

(c) Uebergangsformen zwischen den Fällen (a) und (b) erhält man, wenn die beiden dort 
gemachten Voraussetzungen zugleich eintreffen, also eine der beiden Charakteristiken in das 
System zweier Geraden ausartet und zugleich die andere Charakteristik schneidet. Die durch 
den Schnittpunkt gehende Breitenebene kann wieder als selbstständige Ebene vom übrigen Theile 
dritter Ordnung abgesondert werden. Die Aequatorialfläche hat nur noch zwei Flächentheile, einen 
hyperbolischen und einen elliptischen oder imaginären, je nachdem das Linienpaar reell oder 
imaginär ist (N. G. no. 362). 

Zusatz (1). Dieser Fall von Aequatorialflächen ist in der oben gegebenen Eintheilung der 
Complexflächen (IV, C.) nicht einbegriffen. 

Flacker zeigt jedoch, wie sich eine solche besondere Art von Complexflächen definiren Hesse, 
um auch diesen Fall mit einzubegreifen. Er theilt diese Flächen in 4 Arten, je nachdem das 
Linienpaar reell oder imaginär ist und je nachdem die andere Charakteristik eine Ellipse oder 
Hyperbel ist. 

Zusatz (2). Wenn beide sich schneidende Charakteristiken in Systeme von Linien aus- 
arten, so wird die Fläche ein Kegel zweiter Ordnung (vergl. oben (b) Zusatz (3)). 

(d) Ist eine der beiden Charakteristiken eine Parabel, so liegt einer der singulären 
Strahlen im Unendlichen. Die Fläche besteht aus einem hyperbolischen Theile und einem 
elliptischen oder imaginären. Plücker theilt solche Flächen in ISArten, mit dem Bemerken, dass 
sie Uebergangsformen früherer Arten seien (N. G. no. 363). 

Zusatz (1). Artet die parabolische Charakteristik in das System zweier parallelen 
Linien aus, so erhält man Grenzfälle der oben in (a) und (c) erwähnten Flächen. Plücker theilt 
dieselben in 12 Arten. 
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Zusatz (2). Sind beide Charakteristiken Parabeln, so wird die unendlich ferne Ebene 
eine Ebene der PlUche, welche sich vom übrigen Theile dritter Ordnung absondern lässt. Letzterer 
zeiTdllt in drei Arten. Wenn eine der beiden Parabeln in das System zweier parallelen Geraden 
ausartet, so erhält man zwei weitere Arten von Flächen. Arten endlich beide Parabeln in Systeme 
paralleler Geraden aus, so wird die Fläche eine Cylinderfläche zweiter Ordnung. 

Zusatz (3). Nach der P/wcA^r sehen Eintheilung beträgt also die Summe aller betrachteten 
Arten dieser Flächen, welche durch die oben (3.) gegebene Gleichung dargestellt sind, wenn man 
die Flächen zweiter Ordnung ausser Acht lässt: 

17 + 12 + 3 + 7 + 4 + 18 + 12 + 3 + 2 z= 78. 

Sie gehören sämmtlich zu den vier ersten Arten der allgemeinen Complexflächen (oben IV, C). 
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Die Zeltschriften sind, wie im 1. Bd., meist nach ihrem ersten Begründer 
benannt. Die beim Hinweis auf dieselben gebrauchten Abkürzungen erklären sich fast 
durchgehends von selbst, und schliessen sich denjenigen des 1. Bandes (S. 882 — 383) 
vollständig an. 

Die den Zeitschriften beigefügten Jahreszahlen beziehen sich nicht auf die 
angeführten Abhandlungen, sondern auf den Band, um die Angabe der verschiedenen 
Serien zu vermeiden. 



Alphabetisches Saehverzeichniss, 



(Die Zahlen geben die Seiten an.) 



Abbildung: — Als Projektion, 23. 

— Birationale Transformation, 38. 

— Ebener Curven, 42. 

— Von Flächen, 44; conforme, 44; ebene Abbildung, 45. 

— Von Flächen zweiter bis fünfter Ordnung und geradlinigen Flächen, 46' bis 47. 

— Von Raumcurven 4. Ordnung, 319. 

— Insbesondere von Flächen 3. Ordnung, 351, 353. 
Abgekürzte Bezeichnung: — Bei Kegelschnitten, 228. 

— Bei ebenen Curven 8. Ordnung, 236; und ihren Asymptoten, 243.' 

— Bei ebenen Curven 4. Ordnung, 269 ff. 

— Bei Quadriflächen, 347. 

Abwickelbare Flächen: — Darstellung durch Linie ncoordinaten, 100; durch Linien- 
complexe, 106. 

— Ihr Grad, 277. 

— Theorie, 303. 

— ^Doppelt berührende Abwickelbare", 306. 

— Planare Abwickelbare, 307; die ersten 7 Ordnungen, 308. 
Aehnlichkeit: — Punktreihen, 12. 

— Projektiv! tat, 52; Homologie, 56. 

— In den kleinsten Theilen, 44, 79. 

— Der Kegelschnitte, 218; der parallelen Schnitte von Quadriflächen, 328; dieser 
Flächen selbst, 335, 347. 

Affinität: — Projektivität (Euler, Möbius), 51; Homologie, 56. 

— Eintheilung der Kegelschnitte, 213. 

Anzahl: — „Erhaltung der Anzahl" (Carnoty ScJiuhert), 22; bei ebenen Curven, 168. 

— Bedingter Curven {Jonquiere^ Index, Charakteristiken), 172. 
Asymptoten: — Bei Involutionen, 57, 60. 

— Asymptote ncomplex (Plüc'ker\ 118, 121, 122. 

— Ebener Curven (Plmker, Liouville), 179 bis 182; als Durchmesser (Steiner), 183; 
Newton' 8 Satz, 184. 

— AsyTnptotengleichung der Curven 3. Ordnung, 236; die Asymptoten, 243; Asymp- 
totenpunkt, 244; Asymp toten dreieck, 249. 

— Asymptotenkegel bei Quadriflächen, 336. 
Ausdehnung: — Mannigfaltigkeit, 10. 

— Mehrfach ausgedehnter „Raum" (PlücJcer, Clebsch), 97; unbegrenzte Anzahl von 
Ausdehnungseinheiten (Crrassmann), 133. 

— Räume mit positivem oder negativem Krümmungsmass (Riemann), 134. 
Au sdehnungs lehre: — Theorie, 128; Geschichtliches, 128 bis 131. 

— Geometrische Addition, 75, 138; Multiplikation, 140. 

— Vielfachheit der Algebra (De Morgan, Peirce), 142; Beispiele 151 bis 153. 

— Allgemeinste Definition, 153. 
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Axen: — Der Symmetrie, 68. 

— Collineationsaxe, 64; Axe der Perspektivität, 66; der Homologie, 66. 

— Coordinatenaxen, 69. 

— Die Gerade als Axe oder Strahl, 96 bis 96. 

— Bei Liniencomplexen, 108, 118; bei Liniencongruenzen, 108, 109. 

— Hauptaxen der Kegelschnitte, 221; der Quadriflächen, 388. 

— Umdrehungsaxe bei Quadriflächen, 844. 

Berührung: — Tangentialcomplex {Plücl-er\ 125. 

— Ebener Curven, 170; Bertlhrungsinvariantc, 178; Tangenten, 190, 199. 

— „Tangentialcurve" (Cayleij, Salmon),' 1^2. 

— Mehrpunktige Berührung von Tangenten auf Curven, 196; auf Flachen, 294. 

— Sechspunktig berührende Kegelschnitte, 196, 242. 

— Bei Kegelschnitten, 210; abgekürzte Bezeichnung, 228. 

— Tangenten der Curven 3. Ordnung, 286, 239; berührende Kegelschnitte, 241. 

— „Tangentialpunkt", bei Curven 3. Ordnung, 240; Berührungssehne, 255. 

— Berührungscurve (bei Curven 4. Ordnung), 274. 

— Von Flächen und Flächensystemen, 287 bis 288; bei Regelflächen, 302; bei Ab- 
wickelbaren, 805. 

— Berührungskegel, 287, 802, 305, 883, 337, 866, 881. 

— Vielfache Tangenten bei Curven, 195; bei Flächen, 293. 

— Vielfache Berührungsebenen an Flächen, 295. 

— Tangenteufläche, abwickelbare Fläche, 304. 

— Bei Flächen 2. Grades, 329; 3. Grades, 853, 368; 4. Grades, 866, 371, 381. 
Brennpunkte und Brennlinien: — Confokale Systeme bei Polarcoordinaten, 80; 

bei elliptischen Coordinaten, 82; bei parabolischen Coordinatcn, 86, bei Lamers 
Kreis- und Lemniskatencoordinaten, 89 ff. 

— Brennpunkte ebener Curven; Name (liCepfer), 186; projektivische Definition (P/mcAtct, 
Oiasles), 186. 

— Bei Kegelschnitten, 225; projektivische Definition, 226; confokale Systeme, 228. 

— Bei CurN'en 4. Ordnung, 272. 

— Bei Quadriflächen, 346. 

Cayletfache Curve: — Eines Netzes, ihre Eigenschaften, 201 bis 203. 

— Einer Curve 3. Ordnung, 254. 
Charakteristiken: — Ebener Curvensystome, 172, 173. 

— Linearer Flächensysteme, 279. 

— Bei Raumcurven {Haljyheti), 314. 

— Bei Plücker'B ^Aequatorialflächen" 4. Ordnung, 393. 
Coincidenz: — Punkte (bei der gleichartigen Projektivität), 37. 

— Strahlen und Curven (bei der ungleichartigen Projektivität), 49 bis 50. 

— Höhere Reciprocität (/i, y), 49. 

— Coincidenzformeln für ebene Curven (Sclmhert), 168. 
Collineation: — Homographie, 27. 

— Als symmetrische Correspondenz, 36. 

— Collineare Involution, 61. 

— Eintheilung der Curven 3. Ordnung (Möbinn), 262. 
Complexe: — Von Linien, 98; ersten Grades, 102; 2. Grades, 116. 

— Von Flächen, symmetrische, 285. 

Confokale Systeme: — Bei Polarcoordinaten, 80; bei elliptischen Coordinaten, 82; 
bei parabolischen Coordinaten, 86; bei Lmne's Kreis- und Lemniskatencoordi- 
naten, 89 ff. 

— Bei Flächen 2. Grades (Berührungskegel), 337. 
Congruenzen: — Von Linien, 101, 107, 112. 
Conoid: — ümdrehungsfläche 2. Grades (.4rc/«ww/ew), 344. 
Construction: — Des vierten harmonischen Elementes, 18, 2ö. 

— Der Homographie, 28, 30. 

— Der höheren Projektivität, 36. 

— Aehnlicher Systeme, 52; homologer^Systeme, 56. 

— Von Involutionen, 63. 

— Von Liniencomplexen, 108, 111. 
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Construction: — Der Normalen bei Kegelschnitten, 212. 

— Von Kegelschnitten, na.c\i Boscomch, 225; mittelst der Brennpunkte und Directricen, 
225 bis 226; Tangenten und Normalen, 227. 

— Von Curven 3. Ordnung, 238; 4. Ordnung, 267. 

— Von Flächen 2. Grades, 326; 8. Grades, 352. 
Coordinaten: — Projektivische, Theilungsverhältnisse (Fiedler), 16. 

— Allgemeine Theorie, 67. 

— Liniencoordinaten im Räume (Cayley), 95, 301. 

— Rational ausdrttckbar durch Parameter (Riemami), 194, 302, 304, 31 9. 

— Coordinatensysteme, 67. 

— Transformation bei Flächen 2. Grades, 338. 
Correspondenz: — Mehrdeutige Projektivität, 36. 

— Princip (Cfiasles, Cayley), 37. 

— (1,1) oder Abbildung, 38. / 
Curven, ebene: — Als Grundgebilde, 11. 

— Erzeugung, 13. 

— Hauptcurven, in Cremona*B Transformation, 40. 

— Normalcurven (von ganzen Klassen), 43. 

— Complexcurven {Plücker), 99, 117. 

— Charakteristische Curvo von Liniencongruenzen, 111; bei Complexen 2. Grades, 122. 

— Allgemeine Theorie, 166. 

— Adjungirte Curven, 176, 274. 

— Bitangentialcurve (Cayley, Salmon), 192. 

— Hyperelliptische Curven, 194. 

— Kemcurve (Steiner), 202. 

— Tripelcurve (Hesse^sche), 253, 258. 

— Curven 3. Grades, 231; Büschel und Netze, 258; Eintheilung, 259; als Schnitte von 
5 Kegeln, 263. 

— Curven 4. Grades, 265. 

— „Curvengeschlecht" (Nöther), 290. 

Cylindroid: — ümdrehungsfläche 2. Grades (Wren), 344. 

Diametralebene: — Bei Flächen im Allgemeinen, 297. 

— Bei Quadriflächen, 334. 

Directrix: — Bei Polarsystemen (v. Statidt), 62. 

— Bei Liniencongruenzen, 108. 

— Bei Kegelschnitten, 225, 226. 

— Bei Linienflächen 2. Grades (Cremona), 345. 
Doppelelemente: — Bei Involutionen, 8, 57, 61, 65. 

— Doppelpunkte in Curvensystemen, 171, 202; ebener Curven, 190. 

— Doppeltangenten ebener Curven, 169, 191, 198. 

— Bitangentialcurve (Cayley, Salmon), 192. 

— Doppelpunkt als Pol, 199. 

— Bei Curven 3. Ordnung, 240; ihre Lage, 250, 253; in Büscheln, 258. 

— Doppelpunkte bei Curven 4. Ordnung, 269; zusammenfallende, 273; verschiedene 
Arten (Zeuthen), 273. 

— Doppeltangenten bei Curven 4. Ordnung, 273; zwei Arten (Zeuthen), 276. 

— Doppelpunkte in Flächensystemen, 292; auf Regelflächen, 302; auf Raumcurven 
(wirkliche und scheinbare) 315. 

— Doppelpunkte und Doppelberührungsebenen bei cubischen Flächen, 354; Doppol- 
drei, Doppeltrieder, Doppelsechs auf denselben, 355. 

— Auf cubischen Regelflächen, 361; und Kegeln, 363. 

— Auf Flächen 4. Ordnung, Knotenpunkte, 366; Doppellinien, 369, 381, 384. 

— Doppelberührungsebenen bei Linienflächen 4. Ordnung, 282 bis 288. 

— Bei den Complexflächen 4. Grades, 386, 391. 
Doppelverhältniss: — Imaginärer Elemente, 9. 

— Theorie, 15. 

— Einführung (Pancelet, Möbius), 22. 

— Unveränderlichkeit, 24, 51, 56. 

— Bei cyclischen Involutionen, 63. 

— Von je vier Gruppen, 66. 
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Doppel verhültniss: — Eines Curv-enbtischels, 171. 

— In Bezug auf einen Kegelschnitt, 214 bis 215. 

— Bei Curven 3. Ordnung, 240. 

— In Bezug auf eine Quadrifläche, 331. * 

— Bei der A'ummer'schen Flüche, 374. 
Dualität: — Definition, 23, 82. 

— Geschichtliches, 81. 

— Analytische Darstellung, 33. 

— Verschiedene Arten, 85. 

— Punkt und Gerade, 204; Punkt und Ebene, 322; Axe und Strahl, 95 bis 96. 

— Wendepunkte und ihre „harmonischen Polaren**, 247. 

— Abwickelbare und Raumcurven, 277, 304, 310, 311, 317. 

— Die Polarentheorie ein specieller Fall, 332. 

Durchmesser: — Bei Lkiiencomplexen, 103, 107, 118; bei Liniencongruenzen, 109. 

— Ebener Curven {Newton, Cotes), 183; krummlinige {S<dmon), 184. 

— Bei Kegelschnitten, 217. 

— Bei Curven 3. Ordnung, 251, 2G2. 

— Bei Quadriflächen, 884. 

— Bei Plückei^Q „Aequatorialflächen" 4. Grades, 389, 391. 

Ebene: — Berührungsebenen, 295, 302, 305. 

— Polarebene, Diaraetralebene, 297. 

— Als Element der abwickelbaren Flächen, 804. 

— Ihre Theorie, 322. 

— Grenzfläche zweiter Klasse, 336. 

Einheiten: — Geometrische (Argand, Hamilton, Grassmann), 134. 

— Unterschied zwischen Drehungseinheiten und Ausdehnungseinheiten, 141. 

— Begründen die vielfache Algebra, 142. 

— Einheitsquaternion, 160. 
Eintheilung: — Der Kegelschnitte, 223. 

— Der Curven 3. Ordnung, 269. 
—- Der Curven 4. Ordnung, 268. 

— Der Regelflächen, 302. 

— Der Abwickelbaren in planare und multiplanare, 307. 

— Der Raumcurven, 313 bis 814; 8. Ordnung, 318; 4. Ordnung, 319. 

— Der Quadriflächen, 331, 340; der cubischen Flächen, 866, 868. 

— Der Linienflächen 4. Ordnung, 882, 888. 

— Der Complexflächen 4. Ordnung, 891, 894. 
Elemente: — Euclid'a, 1 bis 8. 

— Geometrischer Gebilde, 6 bis 9, 48. 

— Imaginäre Elemente, 8. 

— Sich selbst entsprechende, 29, 30. 

— Zusammenfallende (bei der Dualität), 34; (bei der höheren Projektivität), 87; (bei 
der Involution), 61 bis 62. 

— Nullclemente und Nullsystem, 62. 

— Geometrische (Argand), 128, 184. 

— Elementargrössen (Grassmann)^ 136; Elementargebiet, 186. 

— Einfach unendliche Mannigfaltigkeiten der drei Elemente: Punkt, Gerade, Ebene, 
277, 801, 304, 311. 

Elliptisch: — Elliptische Geometrie, 4 bis 5; ihre Massbestimmung, 26. 

— Involution, 69. 

— Polarcoordinaten, 80; Lamers Coordinaten, 82; Coordinaten einer Geraden (Klein), 
96, 124. 

— Elliptische und ellipsoidische Liniencomplexe, 121, 122. 
Erzeugung: — Von Grundgebilden, 9 bis 13. 

— Von Kegelschnitten, 213. 

— Von Curven 3. Ordnung, 237. 

— Von Curven 4. Ordnung, 267. 

— Der Linienflächen, 801; 2. Grades, 846. 

— Der abwickelbaren Flächen, 304. 

— Der Raumcurven, 811, 817. 
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Erzeugung: — Von Flüchen 3. Ordnung, 3B1; Regelflächen, 362. 

— Von Cycliden, 377. 

— Der Wellenfläche (Fresnel), 379. 

— Der Complexflächen 4. Grades, 386. 
Excentricitat: — „Excentrischer Kreis" von Boscovich, 226. 

— Bei Kegelschnitten, 226 bis 227. 

Flächen: — Erzeugung, 13. 

— Normalflächen (von ganzen Klassen), 45. 

— Ebene Abbildung, 45. 

— Complexflächen, 100; diejenigen 4. Grades, 386; Singularitätenfläche, 123, 389. 

— Charakteristische Flächen von Complexen 2. Grades, 119. 

— ÄMwwer'sche Fläche, 124, 373. 

— Allgemeine Theorie, 277; Lineare Systeme, 279. 

— ^Plächengeschlecht", 290; „Flächentypus" (Clebsch), 291. 

— Kernflächen von Hesse und SUiner, 297, 300, 359. 

— Polarflächen, 298. 

— Geradlinige Flächen, 301 ; abwickelbare, 303. 

— Conoide, 344. 

— Flächen 2. Grades, 325; 3. Grades, 349; 4. Grades, 365. 

— Oktadische und dianomische Flächen (Cayley), Cycliden, 376; anallagmatische 
Flächen, 377. 

— Tetraedroid (Cayley) und Wellenfläche (Fresnel), 378 bis 881. 

— Monoid (Cayley), 813. 

~ „Meridian-" und Aequatorialflächen** (Plücker), 100, 386; die einfachsten ^Aequatorial- 
flächen", 392. 

— Linienflächen, s. d. 

Gegenelemente: — In der Homographie, 29; in der Dualität, 82, 62. 

— Hauptgegensystem bei der eindeutigen Projektivität (Cayley), 40. 

— Auf der Kugel (Möfntis), 77, 78. 

— Gegenpol, Gegenpolare, Gegenpolarebene, 152, 153. 

— Gegenpunkte auf dem Durchmesser (Steiner), 185. 

— Imaginäre Brennpunkte (Salmon), 186. • 

— Gegenpunkt bei Curven 3. Ordnung, 237. 
Gerade: — Geradensysteme als Grundgebilde, 9 bis 14. 

— Als Raumelement, 95. 

— Als Punktort erster Ordnung, 205. 

— Ebene Geradensysteme (r. Staudt), 207. 

— System zweier Geraden als Kegelschnitt, 219. 

— Die 12 Geraden der 4 Wendepunktsdreiseite, 246. 

— .»Begleitende Linie" bei Curven 3. Ordnung, 249, 255. 

— Geraden auf Flächen, vielfache Geraden, 292. 

— Element der Regelflächen, 301. 

— Als Coordinaten von Raumcurven, 311. 

— Als Erzeugniss zweier Punkte oder zweier Ebenen, 324. 
— - Die 27 Geraden auf cubischen Flächen, 352, 354. 

— Dreifache Gerade auf Linienflächen 4. Ordnung, 388. 
Geschlecht: — Dessen Erhaltung bei Abbildungen, 40, 43, 44. 

— Geschlechtszahl Null bei ebener Abbildung, 45. 

— Bei ebenen Curven, 193, 198. 

— Bei Flächen, 290; „Cur\'engo8chlecht- und „Flächengeschlecht" (Nöther), 290. 

— Bei Regelflächen, 802. 

— Bei Abwickelbaren und Raumcurven, 306, 315. 
Grad: — Von Elementen und Gebilden, 6, 9. 

— Bei Involutionen, 64. 

— Bei Liniencomplexen, 99. 

— Bei ebenen Curven, 166; Curvensystemo, 172. 

— Gradzahlen vom Raumgebildon (Schubert), 277. 
Grundgebilde: — Verschiedener Ordnungen, 9 bis 14. 

— Unstetige, 14. 

52 
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Grundgebilde: — Homographi^che, 27 bis 29. 

— Reciproke, 33. 

— Connexe, 48. 

Gruppen: — Bei Transformationen, 23. 

— Von Elementen bei höheren Involutionen, 64. 

— Von Liniencomplexen, 107, 113. 

— Punktgruppen beim Durchschnitt ebener Curven, Restsatz, 177. 

— Gruppen der 27 Geraden auf cubischen Flächen, 355. 

Harmonisch: — Proportionale, 15. 

— Verhältniss, 15 bis 19. 

— Anharmonisches, äquianharmonisches Verhältniss, 15 bis 19. 

— Harmonischer Mittelpunkt {Poncelet, Jonquieres)^ 18 bis 19, 65, 183, 198, 297. 

— Elemente in Involution, 57, 63. 

— Polare bei Curven, 198. 

— „Polare des Wendepunktes" (Maclaurin\ 246, 247, 253. 

— „Polarcurve" (Milinowski), 253-, „Polarfläche", 358. 

— Systeme harmonischer Pole und Polaren, 216, 333. 
//«««c'sche Curve: — Eines Curvennetzes, 171. 

-- Einer ebenen Curve, ihre Gleichung, 189; Eigenschaften, 201 bis 203. 

— Einer Curve 3. Ordnung, 234, 253. 

Hes se'Bche Fläche: — Ihre Bildung, 297; Eigenschaften, 300. 

— Einer Abwickelbaren, die „Prohessesche", 305. 

— Bei cubischen Flächen, 358, 359. 
Homographie: — Definition, 23, 27. 

— Analytische Bedingung, 28, 29. 

— Ausgedehnt auf drei Gebilde, 28. 

Hyperbolisch: — Hyperbolische Geometrie, 4 bis 5; ihre Massbestimmung, 26. 
--- Involution, 59. 

— Coordinaten, 84. 

— Liniencomplexe 2. Grades, 121, 122. 

— Hyperbolische Versoren (Macfarlane), 164. 

Imaginäre: — Geometrie (Lobatscfiewsky's) 3. 

— Elemente, 8; beim Doppelverhältniss, 17; dargestellt durch reelle Involutionen, 57. 

— Geraden, zwei Arten, 9. 

— Coefficienten (Carnot), 22. 

— Punkt- und Liniencoordinaten, 71, 

— Liniencongruenzen, 110. 

— Geometrische Deutung als Richtung (Ärgand)^ 128. 

— Brennpunkte, 186. 

— Kreispunkte, 211. 

— Asymptoten und Wendepunkt« bei Curven 3. Ordnung, 244 bis 246. 
Invarianten: — Beziehung zur projekti vischen Geometrie, 23. 

— Geschlecht, 43. 

— Bei Liniencomplexen, 105. 

— Berührungsinvariante für ebene Curven, 178. 

— Singularitäten der Curven, 187. 

— Für Curven 8. Ordnung, 231; 4. Ordnung, 267. 

— Für Flächen, 279; für Flächen 2. Grades, 387. 
Involution: — Darstellung imaginärer Elemente {v. SUiudt), 8. 

— Lineare, 10. 

— Von vier Elementen (Desargties)y 15. 

— Ueberhaupt vertauschbare Gebilde {v. Staudt), 34. 

— Theorie, 56. 

— Quadratische, 57; kreisverwandte, 60; collineare, 61 ; cyclische, 62; höheren Grades, 64. 
~ Allgemeinste (Cayley)^ 65. 

— Bei Liniencomplexen, 105, 106. 

— Conjugirter Durchmesser, 217. 

-- Punkt- und Strahlensysteme bei Curven 3. Ordnung, 259. 

— Bei Poldreiecken und Polvierecken, 216, 384. 

— Bei der Erzeugung cubischer Flächen, 352. 
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Jacohi*8chcT Ort: — Bei der höheren ProjektivitHt, 40. 

— Dreier ebenen Curven, 171, 201. 

— Bei linearen Plächensystemen, 292, 800. 

Kanonische Form: — Der Curvengleichung 3. Ordnung, 232. 

— Der Flachengleichung 2. Grades, 342, 348. 

— Der Flächengleichung 3. Grades, 350; Regelflachen, 362. 
Kegel: — Als Grundgebilde, 11 bis 12. 

— Complexkegel {Flacker), 99, 117. 

— Die 5 projicirenden Kegel der Curven 3. Ordnung, 2(i3 bis 204. 

— Berührungekegel, 287, 302, 328, 333, 336, 337, 3GG, 370, 381. 

— Vielfache Punkte auf Flächen definirt durch Kegel, 291. 

— Richtungskegel bei geradlinigen Flächen, 301. 

— Als ausgeartete Abwickelbare, ihre Singularitäten, 309; als ausgeartete Quadri- 
fläche, 336; ihr Kriterium, 342. 

— Umschriebene Kegel 4. Ordnung, 356 bis 357; 4. Klasse, 390. 

— Kegel 8. Ordnung, 363. 

— Asymptotenkegel, 835. 

— Erzeugung der Complexflächen, 100, 386. 
Kegelschnitt: — Als Grundgebilde, 11 bis 12. 

— Bei der projekti vischen Massbestimmung (Cayki/'s „Absolute"), 26. 

— Sphärische Kegelschnitte, 78, 84, 329. 

— Büschel und Scharen, 169. 

— Abirrungskegelschnitt (fünfpunktige Berührung), 178, 196. 

— Sechspunktig berührende Kegelschnitte, 196. 

— Conische Polare, 199, 200, bei Curven 8. Ordnung, 246, 253. 

— Theorie, 207; Polareigenschaften, 214; Eintheilung, 223. 

— Doppelverhältniss in Bezug auf einen Kegelschnitt, 215. 

— Berührung von Curven 8. Ordnung, 241; Osculirung, 248. 

— Ort zusammenfallender Mittelpunkte bei Curven 8. Ordnung, 250; Einhüllende 
ihrer Durchmesser, 252. 

— ,. Begleitender Kegelschnitt" bei Curven dritter Ordnung, 255. 

— „Polkegelschnitt" (Crem&na), 256. 

— Curven 3. Ordnung als Schnitte von 5 Kegeln, 263. 

— Cubische oder räumliche Kegelschnitte (Raumcurven 3. Ordnung), 317, 318. 

— Schnitte von Flächen 2. und 3. Ordnung, (Cremona), 352. 

— Kegelschnitte auf Flächen 4. Ordnung, 369, 871. 

— Erzeugung der Complexflächen 4. Grades, 386. 
Klasse: — Von Elementen und Gebilden, 6, 9, 32. 

— Eintheilung der Flächen nach stetiger Projektivität (MfjfMits), 25. 

— Von Curven und Flächen nach dem Geschlechte {lUemann, Clebsch), 43, 44. 

— Von Connexen und Coincidenzen, 49. 

— Bei sphärischen Coordinaten (MÖbiiis), 78. 

— Von Strahlensystemen (Congruenzen), 107. 

— Ebener Curven, 166; Curvensysteme, 172. 

— Von Raumgebilden (Schäkert), 277; {Möbim), 278. 

— Klassenzahl bei Flächen, 296, 301, 304. 

— Verschiedene Definition bei Raumcurven, 312, 315. 
Kreis: — Verwandtschaft (Mölniis), 31. 

— Kreisverwandte Involution, 60; cyclische Involution, 62. 

— Kreiscoordinaten (iMtne), 89. 

— Cyclische Versoren (Hamilton), 165. 

— Unendlich ferne Kreispunkte, 211. 

— Litteratur über den Kreis, 224. 

— „Excentrischer" Kreis von Boscovich, 225. 

— Kreisschnitte von Flächen 2. Grades, 328. 

— Kreispunkte oder Nabelpunkte, 329. 

— Unendlich ferner Kugelkreis, 329. 

— Cycliden, 876. 

Kugel: — Grundgebilde auf der Kugel, 11. 

— Prinzip der Kugel (Dualität), 85. 
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Kugel: — Kugelgeometrie (Lie), 35. 

— Sphärische Coordinaten von Möbius, 76; Polarcoordinaten, 81. 

— Sphärische Curven (Möbius), 77; Kegelschnitte, 78, 316, 329. 

— Geometrie auf der Kugel, 78, 344. 

— Sphärische Darstellung von Cun'en 3. Ordnung (Möbius), 235; ihre Eintheilung, 262. 

— Unendlich ferner Kugelkreis, 329. 

— Aehnlichkeit und ähnliche Lage, 885. 

— Erzeugung und Darstellung der Cyclide, 377, 878. 

Kutnmer*8che Fläche: — Als Singularitätenfläche bei Liniencomplexen, 128. 

— Ihre Eigenschaften, 373. 

— Besondere Arten (Tetraedroid, Wellenfläche), 378. 

Linien flächen: — Als Gmndgebilde, 11 bis 12. 

— Ihre Abbildung, 47. 

— Als Schnitt dreier Complexe (Plücker\ 101. 

— Linienflächen 2. Grades, 112, 344; ihre charakteristische Fläche, 115. 
-7 Linienflächen 8. Ordnung, 361; 4. Ordnung, 381. 

Liniensysteme: — Als Grundgebilde, 11 bis 13. 

— Plücker'B Theorie, 94. 

— Liniencomplexe, 102. 

— Liniencongruenzen, 107. 

Mass: — Konstantes Krümmungsmass, 4 bis 5. 

— Massverhältnisse, Gegensatz zur projekti vischen Geometrie, 21 bis 22. 

— Projektivische Massbestimmung (Cayley, Klein), 26. 
Mittelpunkt: — Harmonischer (Ponceletj Jonquieres), 18 bis 19, 65. 

— Centralpaar bei Involutionen, 57, 61. 

— Kritische Mittelpunkte {Cayley), 65, 251. 

— Bei Liniencongruenzen, 108; Centralcomplexe, 110. 

— Centralebenen von Congruenzen, 108. 

— Mittelpunkt bei Linienflächen 2. Grades, 113. 

— Bei Liniencomplexen 2. Grades, 119, 121. 

— Centrum der mittleren Entfernungen (NewUm), 183. 

— Centrum der harmonischen Pole (Poncelet\ 183. 

— Bei ebenen Curven, nach PlücJcer, 184, nach Steiner, 185. 

— Bei Kegelschnitten, 217. 

— Bei Curven 3. Ordnung, 249, 262. 

— Harmonischen Centrum höherer Ordnung, bei Curven, 198; bei Flächen, 297. 

— Bei Quadriflächen, 334, 342. 
Monoid: — Definition (Cayley), 313. 

Normalen: — - Ebener Curven, 178. 

— Von Kegelschnitten, 212. 

— Bei Curven 3. Ordnung, 240. 

— Bei Flächen, 288. 

— Bei Raumcurven, 313. 

— Bei Flächen 2. Grades, 380. 

Ordnung: — Von Elementen und Gebilden, 6, 9, 32. 

— Von Urbild und Abbildung, 43. 

— Von Connexen und Coincidenzen, 49. 

— Ordnungselemente (zusammenfallende, v. Statidt), 61. 

— Von Involutionen {Möbius, Jonquieres), 63 bis 64. 

— Bei sphärischen Coordinaten (Möbius), 78. 

— Von Strahlensystemen (Congruenzen), 107. 

— Ärgan^Ta Einheiten, 135. 

— Ebener Curven, 166; Curvensysteme, 172. 

— Der Asymptoten, nach Plücker, 180; nach Cayley, 181. 
- Der Durchmesser ißalmon), 184. 

— Von Raumgebilden (Schubert), 277, 301, 804, 312, 315. 
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Paar und ünpaar: — Curvenzweige im Allgemeinen, 169 (mit Berichtigung am Anfange 
des Bandes). 

— Bei Curven 4. Ordnung, 266. 

— Fächer von Flächen (v. Staudt), 278. 
Parabolisch: — Parabolische Geometrie, 4 bis 5. 

— Involution, 59. 

— Coordinaten, 86. 

— Liniencongruenz (FlücJcer), 108; Complexe, 122. 

— Asymptoten, bei Curven 3. Ordnung, 244, 250. 
Parameter: — Bei Grundgebilden, 9 bis 13. 

— Als Theilungsverhältniss, 16. 

— Als Doppel verhältniss, 18. 

— Der Homologie (Poncelet), 56. 

— Darstellung der Involution, 58 bis 60, 64. 

— Differentialparameter (Lame), 89. 

— Darstellung der Liniencomplexe, 103 ff. und Congruenzen, 110. 

— Bei ebenen Curvensystemen, 172. 

— Rationaler Ausdruck der Coordinaten eines Curvenpunktes (Biemann), 194; bei 
Curven 3. Ordnung, 281, 234; bei Curven 4. Ordnung, 272. 

— Bei Erzeug^ung der Linienflächen, 301 ; der abwickelbaren Flächen, 304; der Raum- 
curven, 311 bis 312. 

— Darstellung der Cyclide (Darboux), 878. 

— Darstellung der Wellenfläche (Cayley),, SSL 
Perspective: — Perspectivische Lage von Grundgebilden, 11. 

— Als Projectivität, 58 ff.; Definitionen, 54. 

— Geschichtliches, 54. 

— Homologie (Pancelet), 55. 

Planar: — Planarität, multiplanare und planare abwickelbare Flächen, 304, 307. 

— üniplanare und biplanare Punkte im Allgemeinen, 291; bei cubischen Regel- 
flächen, 361. 

Polaren: — Schiefe Polaren {Cayley), 34. 

— Polarsystem (Involution reciproker Systeme, v. Staudt), 61; Nullsystem, 62, 103. 

— Polarcoordinaten, elliptische, 81; sphärische, 8t. 

— Bei Liniencomplexen, 103, 124, 387; Polarcomplexe, 106, 125; Polarsystem, 127. 

— Bei ebenen Curven, Theorie, 198; gemischte Polaren, 199 bis 201; verbundene Pole, 
202, 254. 

— Bei Kegelschnitten, 214. 

— Bei Curven 3. Ordnung, 252; „Polare des Wendepunktes" (Maclaurin), 246, 247, 253; 
„Polarcurve" {MiUtu>wski)y 253. 

— „Polkegelschnitt" (Cremona), 256. 

— Polarflächen als symmetrischer Complex, 286. 

— Polareigenschaften der Flächen, 297; gemischte Polarflächen, 298. 

— Polareigcnschaften der Quadriflächen, 331; Polviereck und Polarvierflach, 333. 

— Der cubischen Flächen, 357; gemischte Polarflächen, 360. 
Projection: — Stereographische, 31, 46, 64. 

— Im Gegensatz zu Schnitt {Cremona), 23. 

— Grassmann^B Abschattung, 137 bis 138, 

— Der Curven 3. Ordnung aus 5 derselben {Newton, Chasles), 262. 

— Abbildung der cubischen Flächen, 353. 
Projectivisch: — Im Gegensatz zu metrisch, 22, 73. 

— Definition {Cremona\ 23, 25. 

— Constanz des Doppelverhältnisses (Chasles)^ 25. 

— Coordinaten, 16, 73. 

— Projectivische Erzeugung, s. Erzeugung. 

— Eigenschaften der Kegelschnitte, 213; der Quadriflächen, 330. 
Punkt: — Punktreihen als Grundgebilde, 9 bis 14. 

— Als Linienort erster Klasse, 205. 

— Ebene Punktsysteme {Cayley)^ 207. 

— Punktpaar oder Grenzlinie, 219 bis 220. 

— Doppelpunkte, s. Doppelelemente. 

— Vielfache Punkte auf Flächen, 291, 300. 
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Punkt: — Conische, biplanare, uniplanare Punkte, 291. 

— Einpunktige und mehrpunktige Raumcurven, 312. 

— Seine Theorie, 322. 

— Kreispunkte oder Nabelpunkte, 329. 

Quaternionen: — Hamüton's Multiplikation, 156. 

— Seine Drehungseinheiten, 157. 

— Symbole, 159. 

— Macfarlatie's Bezeichnung, 163. 

Rang: — Bei Involutionen {Kötter), 64. 

— Bei Raumgebilden (Schubert), 277, 301, 304, 312. 

— Rang des Systems, bei Abwickelbaren, 304. 
Raumcurven: — Als Grundelement, 13. 

— Auf Flachen 2. Grades, 46. 

— Descartes* Darstellung, 68. 

— Darstellung durch Liniencoordinaten, 100, 311; durch Liniencomplexe, 106. 

— Vielfache Curven auf Flächen, 292; Doppelcurven, 290, 302, 306. 

— Gratlinie der Abwickelbaren, 305, 312. 

— Theorie, 310. 

— Einpunktige und mehrpunktige, 312. 

— Auf Flächen 2. Grades, 315. 

— 3. Ordnung, 316; 4. Ordnung, 318. 
Reciprok: — Reciproke Gebilde, 10, 13. 

— Sätze (Beweis und üebung), 32. 

— Reciproke Radien, 41. 

— Systeme in Involution, 61. 

— Reciproke Abschnitte als Plancoordinaten, 70. 

— Reciproker Werth von geometrischen Grössen, 144, 155; von Quaternionen, 158; 
von Vektoren, 160. 

— Polaren, bei der reciproken Figur, 199; reciproke Polaren im Allgemeinen, 200; 
bei Curven 3. Ordnung, 258. 

— Reciproke Polarfläche und Polarlinien, 333. 
Regelflächen: — s. Linienflächen. 

Residuum: — Von Schnittpunktgruppen (Sylvester), 177; Restsatz, 177. 

— Bei Curven 3. Ordnung, 242. 
Rttckkehrpunkte: — s. Spitzen. 

Schnitte: — Ebener Curvensysteme, 170, 173 bis 176; Schnittpunktsysteme, 177 bis 178. 

— Bei Kegelschnitten, 210. 

— Bei Flächen, 281, und Flachensystemen, 283. 

— Ebene Schnitte von Abwickelbaren, 305. 

— Von Raumcurven, 312; vollständige Schnitte von Flächen, 314; bei Raumcurven 
8. Ordnung, 317; 4. Ordnung, 319. 

— Von Flächen 2. Grades, 327; Kreisschnitte, 328. 

— Von Flächen 3. Ordnung, 353. 

Singularitäten: — Nothwendigkeit bei ebener Abbildung, 45 bis 47. 

— Bei Liniencomplexen, 100, 123, 389. 

— Bei ebenen Curven, 187; ihre verschiedenen Benennungen, 188; die elementaren, 189; 
die höheren Singularitäten, 195. 

— Plücker^Q Formeln, 193, 194, 196; ausgedehnt auf Flächen, 296. 

— Geschlechtszahl bei Curven, 193; bei Flächen, 290. 

— Der Curven von Hesse, Steiner, Cayley, 203. 

— Singulare Fläche oder Singularitätenfläche, 123, 389. 

— Singulare Curven auf Flächen, 289, 292. 

— Singulare Punkte auf Flächen, 291. 

— Singulare Beiührungen auf Flächen, 293. 

— Auf Abwickelbaren, 306. 

— Auf Raumcurven, 312. 

-— Auf Flächen 8. Ofdnung, 359, 363. 
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Singularitäten: — Auf Flächen 4. Ordnung, aOG-, auf der ÄMww^-'schen Plftche, 128, 373; 

auf Coipplexfla<!hen, 389. 
Sphärisch: — Coordinaten (Möbiiut), 7G; Polarcoordinaten, 81. 

— Cun-en (MÖbius), 11, 316; Kegelschnitte, 78, 829. 

— Analytische Sphärik {Möbiiui), 316. 

— Darstellung der Curven 3. Ordnung, 236, 266. 

— Sphäroid (Arclämedes), 344. 

Spitzen: — Erster Art, 187; zweiter Art, 188, 196 bis 197. 
-— Bei Curven 4. Ordnung, 273. 

— Bei Raumcurven, 31B. 

— Cuspidalcurve oder Rtlckkehrcurve auf Flächen, 290. 
5^ciner'sche Curve: — Eines Curvennetzes, 202 bis 203. 
Steiner'Ache Fläche: — Ihre Bildung, 297; Eigenschaften, 300. 

— Von cubischen Flächen, 859. 
Stetigkeit: — Unstetige Gebilde, 14. 

— In der Projektivität (r. StaiKlt, Klein), 26. 

— Princip der Continuität (BoscovM, Foncelet), 25. 
Stufe: — Bei Grundgebilden, 9 bis 18. 

— Bei Involutionen (^Vel/r), CA. 

— Von Eleraentargrössen , Elemantargebieten und Ausdehnungsgebieten (Grass- 
mann), 136. 

— Ebener Curvensysteme, 172. 

— Von Flächensystemen, 279. 
Symmetrie: — Symmetrische Correspondenz, 36. 

— Als Projektivität, 62 bis 63. 

— Symmetrische Complexe von Flächen, 286. 

— Symmetroid (Cayley), 376. 

Tangenten und Tangentialflächen: — s. Bertlhrung. 
Tangentenfläche: — Abwickelbare Fläche, 304. 
Transformation: — Projektivität, 23. 

— Lineare, 23. 

— Bilineare (Cremona), 39. 

— Quadratische (Inversion) 41. 

— Hauptaxentransformation für Flächen 2. Grades, 338. 

Umdrehungs flächen: — Bei Polarcoordinaten, 81; bei elliptischen, 84; bei hyper- 
bolischen, 85; bei Lemniskatencoordinaten, 91. 

— Flächen 2. Grades, 343. 

Unendlich ferne Elemente: — Bei Kepler, 6 bis 8. 

— Bei Grundgebilden, 11. 

— Bei der projekti vischen Massbestimmung, 26 bis 27. 

— Bei der Homographie (Gegenpunkte), 29. 

— Bei der Dualität, 33. 

— Bei der Involution, 68, 60. 

— Direktricen von Liniencomplexen, 108; Durchmesser, 122. 

— Unendlich ferne Pole und Polaren bei Curven, 198; bei Kegelschnitten; 218. 

— Kreispunkte, 211. 

— Abgektlrzte Bezeichnung, 228. 

— Asymptoten, bei Curven 3. Ordnung, 244; Wendepunkt und harmonische Polare, 
261 bis 262. 

— Als Eintheilungsprincip bei Curven, 263. 

— Kugelkreis, 329. 

— Kegelschnitt einer QuadrÜläche, 831. 

— Mittelpunkt bei Quadriflächen, 384. 

— Doppelkegelschnitt bei Cycliden, 376. 

Vielecke, Vielseite, Vielflache: — Als unstetige Gebilde, 14. 

— Vieleckschnittverhältniss (MMus), lö. 

— Complexpolygone, 106. 
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Vielecke, Vielseite, Vielflache: — Sechseck (Pascal-Brianclion), 175, 214. 

— Vierecke und Vierscite bei Kegelschnitten (Cftasles), 210, 216; bei Curven dritter 
Ordnung, 254. 

— Schliessungsproblem (Stehier), bei Curven 3. Ordnung, 241; bei Curven vierter 
Ordnung, 266. 

— Wendepunktsdreiseite (syzygetische), 246. 

Wendepunkt: — Als Mittelpunkt, 185, 249. 

— Als Singularität, 192. 

— Als Pol, 199. 

— Bei Curven 3. Ordnung, 242; Theorie, 245. 

— Beij^Curven 4. Ordnung, 276. 

— W^ondccurve oder Inflexionsknotencurve auf Flachen, 289. 
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